


ENCIT96 LATCYM 96 

PROCEEDINGS 

VI CONGRESSO B~ASILEIRQ DE 
ENGENHARIA E CIENCIAS TERMICAS 

VI BRAZILIAN CONGRESS OF 
ENGINEERING ANO THERMAL SC/ENCES 

VI CONGRESO LATINOAMERICANO DE 
TRANSFERENCIA DE CALOR Y MA TERIA 
VI LA T/N AMERICAN CONGRESS OF 
HEA T ANO MASS TRANSFER 

VOLUME III 

Florianópolis SC, November 11th- 14th 1996 

A a cm 
Associação Brasileira 

de Ciências Mecânicas 

-III-DEPARTAMENTO 

- UFSC ~NGENHARIA 
- -MECÂNICA 

Universidade Federal de 
Santa Catarina 



Promoted by 

Universidade Federal 
de Santa Catarina 

Sponsors 

Secretaria de Estado de Governo 
FUNCITEC 

FIES C 
IEL 

Instituto Euvaldo Lodi 

~c.Embraco 
éill®[p)@[J(ill 

A:JCm 
Associação Brasileira de Ciências Mecânicas 

-III- DEPARTAMENTO 

- UFSC ~NGENHARIA 
- -MECÂNICA 

[f!Jfinep 
Financiadora de Estudos e Projetes 

~CNPq 
Conselho Nacional de Desenvolvimento 
Científico e Tecnológico 

W PE7ROBRAS 

/';?/.t\ 
MULTlBAAS SA 

~LETRODOMÉSTICOS 

Consul4 BRA&TEIWlP semer[§J 



ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE CIÊNCIAS MECÃNICAS- ABCM 
(BRAZILIAN SOCIETY OF MECHANICAL SCIENCES) 

Presidente: Carlos A. de Almeida 
Vice-Presidente: Arthur P. Ripper Neto 

Secretário Geral: Hans I. Weber 
Secretário: Paulo Batista Gonçalves 

Diretor de Patrimônio: Felipe B. de Freitas Rachid 

COMITÊ DE CIÊNCIAS TÉRMICAS DAABCM 
(THERMAL SCIENCE COMMITTEE - ABCM) 

Antonio Fábio Carvalho da Silva 
Cláudio Melo 

Durval Duarte Jr. 
Leonardo Goldstein Jr. 

Luis Fernando Alzuguir Azevedo 
Luiz Augusto Horta Nogueira 

Silvio de Oliveira Jr. 

CENTRO LATINOAMERICANO DE TRANSFERENCIA DE CALOR Y MA TERIA 
(LATIN AMERICAN CENTER FOR HEAT AND MASS TRANSFER) 

Presidente: Claudio Olivera-Fuentes 
Secretário: Alvaro Toubes Prata 



CONFERENCE ORGANIZING COMMITIEE 

Alvaro Toubes Prata 
Antonio Carlos Ribeiro Nogueira 
Antonio Fábio Carvalho da Silva 

César José Deschamps 
Cláudio Melo 

Clóvis Raimundo Maliska 
José Antonio Bellini da Cunha Neto 

Júlio César Passos 
Narciso Angel Ramos Arroyo 

Paulo César da Silva Jucá 
Vicente de Paulo Nicolau 

Secretary 

Eduardo Barbosa Bessa 
Gabriel Iwamoto 



COORDINATORS OF THE REVIEWING PROCESS 
AT EACH RESEARCH INSTITUTION 

Abimael F. Dourado Loula- LNCC 

Álvaro L. G. A. Coutinho - PEC/COPPE 

Antônio McDowell de Figueiredo- PEM/COPPE 

Demerval J . M. Sartori- UFSCar 

Fernando Eduardo Milioli - EESCIUSP 

Gilmar Guimarães - UFU 

Giulio Massarani - PEQ/COPPE 

Horácio Antônio Vielmo - UFRGS 

João Andrade de Carvalho Jr. - INPE 

José Maurício Gurgel - UFPb 

José Luiz A. da Fontoura Rodrigues- UnE 

Jurandir Itizo Yanagihara - EPUSP 

Leonardo Goldstein Jr. - FEMIUNICAMP 

Luciano C. M. Varejão- UFES 

Luís Fernando A. Azevedo- PUC/RJ 

Luiz Augusto Horta Nogueira - EFEI 

Marcelo José dos Santos Lemos- ITNCTA 

Márcio Ziviani - UFMG 

Milton Mori - FEQIUNICAMP 

Paulo Moraes Jr. - IAE/CTA 

Pedro Carajilescov - UFF 

Selene M. A. Guelli Ulson de Souza - ENQ!UFSC 



REFEREES 

Abimael Fernando Dourado Loula - LNCC 

Monso Henriques Moreira Santos - EFEI 

Agenor Furigio Júnior- UFSC 

Alain Marie B. Passerat de Silans - UFPb 

Alei!" de Faro Orlando - PUC/RJ 

Aldo João de Sousa - U nB 

Algacyr Morgenstern - CTA/IAE 

Álvaro L. G. de A. Coutinho - UFRJ/COPPE/PEC 

Álvaro Toubes Prata - UFSC 

Ana Maria da Silveira - UFSCar 

Ângela O. Nieckele - PUC/RJ 

Antônio Augusto Ulson de Souza - UFSC 

Antônio Carlos Bannwart - UNICAMP/FEM 

Antônio Carlos Luiz Lisboa - UNICAMP/FEQ 

Antônio Carlos Ribeiro Nogueira - UFSC 

Antônio César Pinho Brasil Jr. -.UnB 

Antônio Fábio Carvalho da Silva - UFSC 

Antônio Francisco Parentes Fortes - UnB 

Antônio M. de Figueiredo - UFRJ/COPPE/PEM 

Antônio Moreira dos Santos - USP/São Carlos 

Antônio Pralon Ferreira Leite - UFPb 

Antônio S. Vargas - PUC/RJ 

Araí A. Bernardez Pécora - UNICAMP/FEM 

Aristeu Silveira Neto - UFU 

Arlindo Tribess - EPUSP 

Armando Caldeira Pires - 1ST/Portugal 

Arnaldo C. da Silva Walter- UNICAMP/FEM 

Arno Bollmann - UFSC 

Arno Krenzinger - UFRGS 

Augusto César Galeão - LNCC 

Augusto Nélson Viana Carvalho - EFEI 

Caio Glauco Sanchez - UNICAMP/FEM 

Carlos A. Carrasco Altemani UNICAMP/FEM 

Carlos Alberto Gasparet.o - UNICAMP/FEQ 

Carlos Alfredo Clezar - UFSC 

Carlos Antônio Cabral dos Santos - UFPb 

Carlos Chien Ching Tu - EPUSP 

Celso Peres Fernandes - UFSC 

César Costapinto Santana - UNICAMP/FEQ 

César José Deschamps- UFSC 

César Otaviano Ribeiro Negrão- UFSC 

Cezar W. de Almeida Thober - UFRGS 

Cirus M. Hackenberg- UFRJ/COPPE/PEQ 

Cláudio Alberto Torres Suazo- UFSCar 

Cláudio Melo - UFSC 

Clovis Raimundo Maliska - UFSC 

Clóvis Sperb de Barcellos - UFSC 

Cristiano P. Borges- UFRJ/COPPE/PEQ 

Demétrio Bastos Netto- INPE 

Denis José Schiozer - UNICAMP/FEM 

Dermeval José Mazzini Sartori - UFSCar 

Douglas Lauria - EPUSP 

Edgard Nobuo Mamiya- UnB 

Edson Bazzo - UFSC 

Edson Luiz Zaparoli - CTA/ITA 

Eduardo Alberto Fancello - UFSC 

Eduardo Bauzer Medeiros- UFMG 

Eduardo Lúcio Mendes Garcia- LNCC 

Élcio Nogueira - UNIVAP 

Elias Basile Tambourgi - UNICAMP/FEQ 

Elson Magalhães Toledo - LNCC 

Elyas Ferreira de Medeiros - CT A/IAE 

Emerson de Freitas J aguaribe - UFPb 

Ênio Bueno Pereira - UFSC 

Euclides Carvalho Fernandes - CTA/ITA 

Euclides José Bonet- UNICAMP/FEM 

Eugene Uwimana - UFU 

Eugênio Spanó Rosa- UNICAMP/FEM 

Fábio Santana Magnani - UFSC 

Felipe Bastos de Freitas Rachid - UFF 

Fernando de Almeida França - UNICAMP/FEM 

Fernando Eduardo Milioli - USP/São Carlos 

Fernando Fachini Filho - INPE 

Fernando Oscar R. Pereira - UFSC 

Fernando Ribeiro - UFRJ/COPPE/PEC 

Florência Cecília Menegalli - UNICAMP/FEA 

Francisco Antônio Belo - UFPb 

Francisco Eduardo Mourão Saboya - UFF 

Francisco José Simões - UFPb 

Francisco Marcondes - UFPb 

Francisco Ricardo da Cunha - UnB 

Frederico da Cunha Furtado- UNICAMP/IMECC 



Genésio José Menon - EFEI 

Geraldo Augusto Campolina França- UFMG 

Geraldo Lúcio Tiago Filho - EFEI 

Gilmar Guimarães - UFU 

Giovanni Brunello - EPUSP 

Giulio Massarani - UFRJ/COPPE/PEQ 

Gustavo Cesar R. Bodstein - UFRJ/COPPE/PEM 

Gustavo Paim Valenca - UNICAMP/FEQ 

Hélcio Rangel B. Orlande - UFRJ/COPPE/PEM 

Hélio José Correa Barbosa- LNCC 

Heraldo da Silva Couto - INPE 

Horácio Antônio Vielmo - UFRGS 
41 
Humberto Jorge José- UFSC 

Humberto Riella - UFSC 

J ayme Pinto Ortiz - EPUSP 

Jerzy T. Sielawa - INPE 

João Andrade de Carvalho Jr. - INPE 

João Luis Filgueiras Azevedo - CTAIIAE 

João Nildo de Souza Vianna - UnB 

Kamal Abdel Radi Ismail - UNICAMP/FEM 

Katia Tannous - UNICAMP/FEQ 

Keiko W ada - UFRGS 

Leon R. Sinay - INPE 

Leonardo Goldstein Júnior- UNICAMP/FEM 

Leonel Teixeira Pinto - UFSC 

Leopoldo Eurico G. Bastos- UFRJ/COPPE/PEM 

Lígia Damasceno Ferreira Marczak - UFRGS 

Luciano Varejão - UFES 

Lúcio Renó Benedito Salomon - UnB 

Luis Felipe Mendes de Moura - UNICAMP/FEM 

Luís Fernando Alzuguir Azevedo - PUC/RJ 

Luis Flávio Zorzetto- UNICAMP/FEQ 

Lui.z Augusto Horta Nogueira - EFEI 

Luiz Fernando Milanez - UNICAMP/FEM 

Lutero Carmo de Lima - UFU 

Manoel E. Carvalho Cruz - UFRJ/COPPE/PEM 

Mara G. N ovy Quadri - UFSC 

Marc Joseph Marie Mulkens- UFU 

João Nisan Correia Guerreiro - LNCC Marcelo Amorim Savi - UnB 

João Roberto Barbosa- CTA/ITA Marcelo José Santos de Lemos - CTA/ITA 

Jorge !saias Llagostera Beltran - UNICAMP/FEM Marcelo Krajnc Alves - UFSC 

Jorge Ninow- UFSC 

José A. dos Reis Parise - PUC/RJ 

José Antônio Bellini da Cunha Neto- UFSC 

José Antônio Ribeiro de Souza- UFSC 

José Bezerra Pessoa Filho - CTA/IAE 

José Gobbo Ferreira- INPE 

José Karam Filho - LNCC 

José Luiz Alves da Fontoura Rodrigues- UnB 

José Luiz Drumond Alves - UFRJ/COPPE/PEC 

José Luiz Fontes Monteiro- UFRJ/COPPE/PEQ 

José Maria Saiz Jabardo- USP/São Carlos 

José Maurício Gurgel - UFPb 
' José Ricardo Figueiredo -· UNICAMP/FEM 

José Ricardo Sodré- PUC/RJ 

José Roberto Cardoso - EPUSP 

José Roberto Nunhez- UNICAMP/FEQ 

José Roberto Simões Moreira - EPUSP 

José Tomaz Vieira Pereira - UNICAMP/FEM 

José Vladimir - UFRJ/COPPE/PEQ 

Júlio César Passos- UFSC 

Júlio Romano Meneghini - EPUSP 

Jurandir Itizo Yanagihara- EPUSP 

Marcelo Moreira Ganzarolli - UNICAMP/FEM 

Márcia E. Mantelli - UFSC 

Márcio Bueno dos Santos - INPE 

Márcio Fonte-Boa Cortez- UFMG 

Márcio Ziviani - UFMG 

Marco Antônio M. Silva Ramos- UFF 

Marco Antônio Rosa Nascimento - EFEI 

Marco Aurélio Cremasco - UNICAMP/FF;Q 

Marco T. M. B. De Vilhena- UFRGS 

Marcos Aurélio Ortega - CTA/ITA 

Marcos S. de Paula Gomes - PUC/RJ 

Marcus A. V. Duarte - UFU 

Marcus Vinícius Bortolus - UFMG 

Mards"on Queiroz McQuay - BYU/USA 

Maria Clara Filippini Ierardi - UNICAMP/FEM 

Maria do Carmo Ferreira - UFSCar 

Maria Laura Martins Costa - UFF 

Maria Regina Wolf Maciel - UNICAMP/FEQ 

Marintho Bastos Quadri - UFSC 

Mauri Fortes- UFMG 

Mauro Esperanza Neto- PUC/RJ 

Meuris Gurgel Carlos da Silva - UNICAMP/FEQ 



Mikhail Mikhailov - UFRJ/COPPE/PEM 

Milton Biage- UFU 

Milton Mori - UNICAMP/FEQ 

Miriam Rocchi Tavares - EPUSP 

Mônica Feijó Naccache - PUC/RJ 

Narciso Angel Ramos Arroyo - UFSC 

Nísio de C. Lobo Brum UFRJ/COPPE/PEM 

Nivaldo Cabral Kuhnen - UFSC 

Orosimbo A. de Almeida Rego - UFU 

Osvair Vidal Trevisan - UNICAMP/FEM 

Oswaldir Taranto - UNICAMP/FEQ 

Paulo A. B. de Sampaio- UFRJ/COPPE/PEC 

Paulo Afonso de Oliveira Soviero - CTA/ITA 

Paulo Bordoni- LNCC 

Paulo César da Silva Jucá- UFSC 

Paulo César Philippi - UFSC 

Paulo de Barros Correia - UNICAMP/FEM 

Paulo de Tarso Rocha de Mendonça - UFSC 

Paulo Gomes - PUC/RJ 

Paulo lgnácio Fonseca de Almeida - UFSCar 

Paulo L.C . Lage- UFRJ/COPPE/PEQ 

Paulo Moraes Júnior- CTAIIAE 

Paulo Roberto de Souza Mendes- PUC/RJ 

Paulo S. Schneider- UFRGS 

Paulo Seleghim Júnior- USP/São Carlos 

Pedro A. N. Bernardini - UFSC 

Pedro Carajilescov - UFF 

Philemon M. Cunha- PUC/RJ 

Pio Caetano Lobo - UFPb 

Pradeep Kumar Bansal - UFSC 

Rahoma Sadik Mohamed- UNICAMP/FEQ 

Ramon Molina Valle- UFMG 

Regina Célia Cerqueira de Almeida - LNCC 

Regina F. P. Muniz Moreira- UFSC 

Reginaldo Guirardello - UNICAMP/FEQ 

Renata Crespo - UFES 

Renato Machado Cotta - UFRJ/COPPE/PEM 

Renato Simões Silva - LNCC 
' Ricardo Fortes de Miranda - UFU 

Ricardo Nicolau Nassar Koury- UFMG 

Roberto da Mota Girardi - CTA/ITA 

Roberto Guardani - EPUSP 

Roberto Lamberts - UFSC 

Roger Josef Zem- UNICAMP/FEQ 

Rogério José da Silva - EFEI 

Rogério Pinheiro Klüppel - UFPb 

Rogério Silveira de Queiroz - UFES 

Rogério Tadeu da Silva Ferreira - UFSC 

Ronaldo Nobrega- UFRJ/COPPE/PEQ 

Rosa L. Dias Blanco - UFRGS 

Rubens Maciel Filho - UNICAMP/FEQ 

Rubens Sampaio- PUC/RJ 

Sandra Cristina dos S. Rocha- UNICAMP/FEQ 

Sandra Mara Cardoso Malta - LNCC 

Saulo Güths- UFSC 

Sebastião Varella - EFEI 

Selene M. A. Guelli Ulson de Souza - UFSC 

Sérgio Colle - UFSC 

Sergio Frey - UFF 

Sérgio Mourão Saboya- CTA/ITA 

Sérgio Pérsio Ravagnani - UNICAMP/FEQ 

Sergio Peters - UFSC 

Sérgio V. Moller - UFRGS 

Severino Rodrigues de Araújo - UFPb 

Sílvio de Oliveira Júnior - EPUSP 

Simone T. Sebben- UFRGS 

Tapan Kumar Seu - EFEI 

Theo Guenter Kieckbusch - UNICAMP/FEQ 

Tito Livio M. Alves - COPPE/UFRJ/PEQ 

Vera Maria M. Martins- UFRJ/COPPE/PEQ 

Vicente de Paulo Nicolau~ UFSC 

Victor Juliano deNegri- UFSC 

Vilson Carlos da Silva Ferreira - UFRGS 

Waldir Antônio Bizzo - UNICAMP/FEM 

Waldir Luiz Ribeiro Gallo - UNICAMP/FEM 

Wanyr Romero Ferreira - UFMG 

Washington Braga Filho - PUC/RJ 

Webe Mansur - UFRJ/COPPE/PEC 

Wu Hong Kwong - UFSCar 

Zulcy de Souza - EFEI 



EDITORIAL 

Both the Brazilian Congress of Engineering and Thermal Sciences, ENCIT, and the Latin 
American Congress of Heat and Mass Transfer, LATCYM, are the most important South 
American events in their field . For the first time these congresses are being held jointly, as a 
combined effort of both the Brazilian Society of Mechanical Sciences, ABCM, and the Latin 
American Center for Heat and Mass Transfer, CLATCAMA. The events are being sponsored 
by the Department of Mechanical Engineering of the Federal University of Santa Catarina. 

This edition of the ENCIT is in celebration of the tenth anniversary of the event. The first 
ENCIT was held in Rio de Janeiro in 1986 after the brazilian thermal science community 
decided that the Brazilian Congress of Mechanical Engineering, which was the main forum 
used so far, had become too large to allow a dose interaction among the participants and to 
accommodate the large attendance. Following the ENCIT 86, carne ENCIT 88 held in Águas de 
Lindóia, SP, the ENCIT 90 in Itapema, SC, the ENCIT 92 held again in Rio de Janeiro, and the 
ENCIT 94 that took place at São Paulo and was organized by the Universidade de São Paulo, 
USP in conjunction with the Instituto de Pesquisas Tecnológicas do Estado de São Paulo, IPT. 
For ENCIT 96 it was decided that the original name of the Congress, Brazilian Thermal 
Science Meeting, was no longer reflecting the scope and the size of the event, and was altered to 
Brazilian Congress of Engineering and Thermal Sciences, keeping the acronym ENCIT. 

Traditionally, the LATCYM has been organized by the chemical engineering community, 
and the first event was held in La Plata, Argentina, in 1982. The second LATCYM was held in 
São Paulo, Brazil, in 1985. Mexico was the place for the third LATCYM that happened in 1988. 
The fourth and fifth LATCYM's were held in La Serena, Chile, in 1991, and Caracas, 
Venezuela, in 1994, respectively. For this edition of the LATCYM, for the first time, the 
mechanical engineers were invited to sponsor the event. 

The result of this joint congress is represented by 331 accepted papers out of 408 submitted 
manuscripts. Sixty-six technical sessions were planned to accommodate the oral presentation 
of ali the papers, which covered a very large spectrum of topics concentrated in main areas of 
Chemical and Mechanical Engineering. The proceedings, with 1890 pages divided in three 
volumes, are an indication of the maturity and the levei of technical and scientific excellence 
acquired by the ENCIT and LATCYM series, and by the latin american community active on 
applied and fundamental aspects of heat and mass transfer, fluid mechanics and 
thermodynamics. The large size of this joint congress also indicates that it may be time for 
creating new conferences or workshops with narrowest scope. It is worth mentioning that, in 
addition to the large number of papers from research institutions of Latin America, there are 
severa! contributions from other countries, mainly Europe and North America. 
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A a cm CHARACTERIZATION OF POROUS CERAMIC MEMBRANES 
FOR MICROFILTRATION 

Almamloz C.', Amaral M.', Antón R.' and Marcbese J.'·2 

'Centro Regional de Estudios /\Vanzados- Gohierno de la Prov. de San Luis 
2Facultad de Quími~,;a, Bioquimiça y Fannacia (U.N.S.J..) CON!CET 

Av. dei Fundador S/N. C.C. 256- (5700) San Luis (Argentina) 

SUMMARY 
1l1e structural and pem1eose/ective properties of non-supported ceramic membranes were 

determined by the gas and hydraulic pemzeability methods. The methods were applied to investigate lhe 
influence of the paste components upon membrane structural characteristics. A model that inc/ude the 
diffusive and viscous contributions to the total gas transpor! was used to interpret the gas fluxes data. 
1he mean pore sizes were between I and 0.1 micra with an effective porosity between 44% and 7%. The 
high retention capacity ofthese membranes were verified. 

INTRODUCTION 

Synthetic mcmbranes have diJTerent applications in 
industries, for example: food, phannaceuti~,;al, cledroni~,;, 

el11uent treatrnent and biotechnology industries. Thc porous 
ceramic membrancs show particular propcrties which make 
them attractive in U1ese industry app!ications. 

TI1is kind of membranes possess a high thennal stahility, 
they are rcsistant to corrosion, incompressible and show a high 
resistance to microbiological degradation. 

The success of these mcmbranes is related to a hetter 
knowledge ahout their strudure and penneoselective hehaviour. 
Among the most important paramcters used m the 
characterization of these membranes can he mentioned: mcan 
pore size (m), pore size distrihution, porosity (c) and tortuosity 
(q). lJsually, these parameters can be established hy N2 

adsorption a.ndlor mercury porosimetry (l.in and Burggraaf, 
1993 ). 

'lbe main purpose of this work is the characterization of the 
microfíltration porous membranes synU1esized in our laboratory. 
The membranes were prepared controlling the particle size, U1e 
paste fonnulation and the thennal treatment. 

The separative capacity of U1ese memhranes were 
established by measul"ing the rejection coctlicicnt fór a liquid 
san1ple. 

TIIEORY 

Figure I - Structure of a Syn1illetric ceramic membranc 
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Figure I shows a scheme of a transversal section of a 
symmetriç ceramic membrane. 'lbis membrane consists of small 
agglomeratcs and interstices or interconnected cavities (pores). 
The penneate species tlow Urrough these pores. 

Gas Permeability The total gas tlow through the pores 
occurs hy a combination of Knudsen ditTusion, hulk diflusion 
and viscous flow with the relative contribution of the transport 
mechanisms for a particular case, depending on the temperature 
and pressure conditions in the pore. Equation for tlow in porous 
media, can be only approached by analogy ""ith flow in 
capillaries. Cannan ( 1956) suggests a general equation for 
penncability in capillaries with non-circular cross sections, in 
agreemcnt with the pore shapes, Eq. (1) 

(I) 

whcre K is thc total efTective penneability . The first tenn on 

the right-hand side is related to slipping flux being V the mean 
molecular speed of penneant, ( ~:/q 2 ) the efTective porosity and I 
the membrane thickness. The last tenn is relatcd to viscous flow 

knn wherc p is the mean pressure, TJ the penneant viscosity and 
p2 lhe do""nstream pressure. Numeric factors k, and k, account 
for change of pore shape; b is a numeric factor for a particular 
system and it is related to U1e mean pore size (m) and the mean 
frec path. Yasuda and Tsai ( 1974 ), Marchese and Pagliero 
( 1991) found that, the values for these constants were k0 : 2. 5 
and 8/k, - 0.8. These va!ues werc used in the Eq. (I), 
resulting: 

K = 1.0667 mv .!:... + 0.4 ~ ", -
lp z q 2 lfJp, q· P (2) 

For the same membranc and gas penneant ali quantities in 

Eq. (2), except K and p are constant. So a graphic of K vs.p 
would give a straight line, where the intercept ~~ at p = O and 
the slope B0 are given by: 

Ko = 1.0667 
1
mv ~ 
p, q (3) 



m2 ~ 
Bo = 0.4 i '1P2 q' 

(4) 

Combining Eq. (3) and (4) leads to 

m = 2 667 Bo "n V 
. Ko 'I 

(5) 

Equation (5) indicates lhat the mean pore size m can bc 
calculate from gas permeability data, wilhout further estimation 
of porosity and tortuositv. Once, m is evaluated the t:ffective 
porosity can be calculated using lhe Eq. ( 3) and Eq. ( 4 ). 

EXPERIMENTAL 

Membrane Preparation Both disc and tubular shape 
membranes were formed by plaster casting process and then 
consolidation, by sintering at 11 00-1400°C, of rcsu1ting "green 
body" . ln the green dope formtilation different percentages of 
lhe following powdered material in distillated water was 
prepared: ball clay, kaolin, a alumina, calcium carbonate, silica, 
feldspalh, and 0.1 - 2% w/w of additives to give rheological 
properties . The dopes formed have lhixotropic properties close 
to those ofclay between 1000 to 5000 mPa.s. Table I shows the 
different ceramic membranes obtained together with their 
particle size range in lhe dope composition. Thcse are 
designated M-1 to M-5 . 

Table I - Membrane classifications 

Membrane Particle size (micra) 

M-1 75- 105 

M-2 50-75 

M-3 30-50 

M-4 20-30 

M-5 < 20 

Gas Permeabthtv Figure 2 shows a scheme of the 
apparatus used to determine lhe gas permeabilities, where C is 
lhe cell which contains lhe disc ccramic membrane; it is placed 
in a lhermostatic box (TB). A differential prcssure was applicd 
to the membrane (i\p), it was read on the differential pressure 
transducer (DT). The upstream pressure (p1) was maintained by 
means of a line-pressure regulator (B) and measured with an 
absolute pressure transducer (AT). The downstream pressure 
(p2) was kept wilh a micrometric needle valve L,. The permeatc 
gas fluxes were dhermined wilh a qigital flowmeter F. A 
vacuum pump (VP) was used for sample degasification. The gas 
used in lhe permeation tests was N,. 

The experimental effective permeability at steady state was 
calculated by means of: 

K = f PA F~ Ta 
A !lp Te 

(6) 

where pA: is lhe atmospheric pressure, Ta the ambient 
temperaturt!, A lhe cross sectional arca of lhe membrane, T, lhe 

cell temperature, Fg volumetric flux of permeate gas . 

Test o[ water /lux Water flux measuremcnts were carried 
out in tubular membrancs wilh a length of 0.2 m, and an inncr 
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diameter ll)=O.O I m and wall thickness l of about 10·' m. These 
membranes were pla~:cd in a module showed in Figure 3. 'The 
water was pumpcd through the inncr si de of the membrane using 
a peristaltic pwnp. 'The transmembrane difterence pressure i\p, 
is read in lhe manometer M and regulated with the L needle 
valve. The pcrmeate water Oux was cakulated from 
measurements of the volume water flowing out per unit of time. 

L I L2 

,----·r·--· ·--------- ... _1 __ .. , 
~ c ! 

: 
. CIJ---.lTB i l ___ __________ __ ----- ·- -- -- -- ~ 

Figure 2 - Schematic representa ti ou of U1e gas pcrmcability 
equipmcnt. 

Tesl o(Separation Thc module described in the figure 3 
was used to make the tests of the separa ti v e capacity of the 
membranes. A sample of liquid effiuent, wilh a microbial 
charge near to I 00 millions of viable aerobic colonies (CA V) per 
millilitre of effiuent and 48 millions of total coliform bacteria 
(MPN) per millilitre was used. The sample was pumped 
through U1e irmer side of the membrane, using a peristaltic 
pump. The amount of micro-organisms contained in lhe feed 
and penneate solutions were analyzed using lhe microbiological 
method described in lhe Standard Melhods for the Examination 
of Water and Wastewater (1992 ). 'Ibe most probable numbcr 
(MPN) and recount in plate methods were used. 

M 

Figure 3 - St.:heme of the tubular membrane module 

MPN is lhe quantity of coliform bacteria developed at 37 °C 
in nutritive agar media wilh standard dilutions using as indicator 
the Echerichia coli or lhe lactose fennenting. It is made 
inoculating a lactose brolh wilh convenient dilutions of lhe 
effiuent sample. The smaller volume of inoculwn producing 
fermentation gives an approximate indication of lhe quantity of 
fermenting lactose coliform bacilli in lhe sample. 

The recount in plate is lhe total numbcr of bacteria that 
have lhe sample. Dilutions and inoculations are made in two 
plates. The first one prepared with nutritive gelatine and 
incubated at 20°C and lhe olher one prepared wilh nutritive agar 
and incubated at 37°C. ln lhis way, it is possible to distinguish 
bctween lhe water natural bacteria which grow s at 20°C and lhe 
warm blooded animal ones which grows at 3TC. Biochemical 
tests are then made in order to characterize each germ. 

l 
l 
~ 

I 
i 
t 



EXPERIMENTAL RESULTS: 

Determination o( mean pore size and effective porosi(y 
Nitrogen gas at 303 K was used for the gas penneabilitics. The 
experimental results are showed in Figures 4 and 5, with 

p = (p 1 + p2 ) I 2 and the molecular mean vclocity givcn bv: 

(7) 

The viscositv was evaluatcd using the Chapman-Enskog 
cquation. 

ll = 2,6693.10 5 (8) 

whcre n and (J are the collision integral and the effective 
diameter of the molecule, respectively. 

The K
0 

and B
0 

values werc evaluated from the plots of 
Figures (4) and (5), according with Eq. (2). The m valucs were 
obtaincd from Eq. (5) and (Eiq2

) data were calculatcd with 
equations (3) and (4). Results are summarizeJ in tablc 2. The 
total J?Orosity (cT) was cxperimcntally dctennined by the wet-dry 

wcigh method. 

3: 
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Figure 4 - Dependencc ofthe effective penneability as a 
function of mean pressure for M-1 , M-2 and M-3 

11 í 

0.8 

O.ó 

. "' 
A M ~ 

__ _. ... .--·· 

--·· 

r

i ~ _ ... ~--" 00 ..... ~~·~A •. ~-..-_.....~ 

0.1 --L - ' . .. .. L _ _._ ______ l __ ---•-- - __L_______, ______ ,,t . 

80 100 110 ,.., lóO III) 100 

Figure 5 - Dependence ofthe effective penneability as a 
function ofmean prcssurc for M-4 and M-5 
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Tablc 2 - Mean pore size , cfTective porosity and total 
porosity ofthc ceramic mcnJ-rancs 

:Vkmbrane B,. lO' I. 102 
·---,-- -- ·- T------ · 

K.,. 10' m 106
) t: ·4z ! t: totnl 

(m' ts) 
(m) 

(llll i t 
· - - ---- --- -

M-1 2.37 1.14 0.69 0.99 l 042 0.5 
·--i--- --··r-

M-2 1.15 0.26 0.67 O. 5 I 0.44 0.5 
- - c--· 

M-3 4.5 0.37 0.384 0.175 0.078 0.324 

M-4 0.04 0.032 0.345 0.136 0.064 0.317 

~vl-5 0.029 0.011 0.149 0.08 0.068 0.35 

Determination o( Hydraulic Permeabili(y ln order to 
determina te thc hydraulic penneability of the membranes a feed 
f1ow of 0.025 1/s, and a transmembrane pressure between 10-4 
and I o · ~ Pa were used. The pem1eate liquid t1ow F1 was used to 

detcnnine the hydraulic penneability L,, according with 

F, (;) = Lh !1p (9) 

The results are showed in Table 3. 

Tablc 3 - Hydraulic Penneability of thc Ceramic Membranes. 
Membrane L,. I O' 

(I . m i h. m'. Pa ) 

M-1 67.5 

M-2 6.25 

M-3 0.24 

M-4 0.19 

M-5 0.1 

Detetmination o( the rejection rate The tests mn on the 
separativc capacity of the membranes confinn an important 
reduction of CA V. ln ali cases, it was near I O' colonies. 
Figure 6 reprcsents the rejection coe!Iicicnt (%R) as a function 
of the mean pore radius, where: 

%R = ( I - ~{. ).1 00 (I O) 

where CP and C, are thc bacteria concentration (CA V) in the 
penneate and feed f1ow respectively. 

CONCLUSIONS 

The unsupported ceramic membranes wcrc prcparcd by the 
slit-casting method, followed by sintering at 1100-1400°C. -rbc 
main parameters used in the preparation werc the particle size 
and thc paste fommlation. 

The structural properties were detcrmincd using thc gas 
penneability method. Results indicate that the membrane size 
and the effective porosity decreasc with decreas;ng thc particle 
size. The mean pore size was between I and O. I ~m with an 
effective porosity between 0.4 and 0.07. The total porosities 
were from 50 to 30%. 

The total porosity detemlined from the wet-dry method may 
not necessarily be the sarne as the kinctiL: porosity (r,) . Ir the 
membrane has many dead-end pores, thc static porosity can bc 
ordcrs ofmagnitude larger than the kinetic porosity Pores with 



dead-ends do no contribute to the transport properties of the 

mcmbrane. 

100.0 ~\--- -···-----------l 
\\\ ... , 

\ 

~ 99.0 
,,, 

'·· 
98 .5 

9s .o L ________._ ___ ____L... -~-L________....... ___ _L_ ... _~-.L___..c 

o. o 0.2 0.4 0 .6 0.1 1.0 
m IOE6 fml 

Figure 6 - Dependence of the micro-organism as a function 
ofthe mean pore size. 

Therefore the effective porosity seems to be a better 
parameter to characterize transport properties of a membrane 
because both E and q are kinetic parameters so far as the 
transport properties ofthe membrane are concemed. 
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Water flux through membranes is connected with many 
important phenomena for the filtration processes. rhe hydraulic 
permeabilities values indicate a high water flux performance of 
the synthesized ceramic membranes. This is attributed to the 
intrinsically high membrane porosity. 

Rejection tests were run with an effiuent having 
micro-organism with sizc around 3 - I ).UTI. lbe high rejection 
values suggest that thcse membranes are useful for black water 
treatrnents. 
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MODELO DIPUSIONAL DE EXTRACCION DE COBRE POR SOLVENTES -' !Sem SOBRE MEMBRANAS UQ'JII>AS DE SOroRTE SOLIDO APLICADO A 
Miiil I , SOLUCIONES RESIDUALES DE LIXIVIACION DE MOUBDENITA 

Fernando Valenzucla, Claudia Patatori, Cristián 'f'apia, Carlos Baaualto y Jaime Sapag 
Lahorntorio de Opc,·ac:ioncs tlnitarias. Fact~ltad de Cicncins Qulmicns y Farmacéuticas, 

Univcrsidad de Chile, Casilla 233, Santiago, CHILE. 

Se analizan media11te 1111 modelo dt• tmm/(•u•llcia de masa difitsional los resultados 
experimemales obtenidos r11 ('{ r.Hrulio de la 1ecuprmciô11 dr los contenidos de cobre presentes eh 
solucione.ç rrsidrwles de la li.tidación ácida dr co/lcrmmdos de molibdenita, mediante rxtracción 
por solventes en un reactor cominuo en base a memhra11as lfquidas de soporte sólido de/ tipo 
"lwllow jiber". 

JNTRODUCCION 

Un gran avance lecnolcígico en cl área de la hidro · 
metalurgia lo constituye el uso de las membranas líquidas. 
en particular las de soportc s61ido. <hdo las vcntajas qne 
ofrcccn para scp:uãr y concentrar iones metálicos desde 
soluciones diluídas. Es posihlc prcdccir que eslc tipo de 
procesos serán ahsolutarncnte competitivos con proccsos 
convcncionales de extraeciôn por solventes (SX) cn 
extractores mc7.cladores-dccant;~dores y procesos de 
intercambio iónico con resinas s<ilidas (IX) (Kim. 198-f ). 

Dos tipos de mt·mhr~mas lfquitlas han sido cru picadas en 
hidrotnclalurgia (Mc.:lling.1979): las mcmhr:mas lfquitlas 
snrfactantes o tcnsonctivas con~islt'ntcs en 111n dohlc 
emulsión acuosa-orgánica -acuosa y las mcmhr:mas lí<luidas 
de soporte sólido empleadas cn este cshrtlio . Estan 
consisten en un soporte sólido altamente poroso y delgado. 
de material polimérico, cuyos poros rcticm·11 la fase 
orgánica dehido a fuerzas capilares . Son cstahles JX:rn e! 
nujo de metal y cl área de mcmhra!la son J'l'<jlll'iias. l'ar.t 
compensar estas ddiciencias se ha desarrollado una 
mcmhrana hasada cn fibras huecas (hollow fihers) con 1111 

áreà hastantc alta. ai incorporar dentro de tm reactor tubular 
un paquete de fihras huccas (Matsumoto, 1990). 

En este trahajo se cshrdia la t''llt acci<íll de <·ohr c p11r 
solventes sobre membranas lfquida~ de sopo11l: stílido dc~<k 
soluciones residuales de la lixiviacitín :ícidr. de nHK-cntrados 
de ntolihdcnita. l'llll'k:uulo I' \IIII•' Ir :111 ·. 1" '' t:rd11r d 
cxtrnctante LIX 860, una s·alicil:tldoxima de :nnplio u~o 
comcrcilll. Con cl prop<isilode podn explicar los rcs11ltados 
c:ttpcrimcntalcs l<>~'· '·:rdos cn este cst11diP. SL' <kk11nin:rn 
p:u:ímctros de transfcrcncia de m:t•:a L' inln11n:tvi•ín qtw cs 
fundamental para poder modelar cl fen•ímcno de tr:tnsporte 
dei metal a través de la mcmhrana lfquid:r y permitir s11 
comparaciôn cem la :1plicación de 1111 rmxlclo de rcncci<ín 
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inlct facial heterogénea propuesto en esludios anteriores a 
p:ntir de soluciones puras de cobre ( Valenzuela et ai., 
1994 a,h,). 

PROCEOIMIENTO EXPERIMENTAL 

Se crnple6 un extractor continuo tubular de vidrio, en 
c11yn interior se dispuso "fibras huecas" microporosas de 
tctltín como soporte sólido. con excelentes propicdades de 
flcxihilidad, pcrmcahilidad y resislencia qufmica y 
rncdnica . Sus espccificaciones son 60-80 % de porosidad, 
2.0 11111 como máximo tamaiio de poro, 0,85 mm de 
di:ímctro interno, 1,8 mm de diámctro externo y 270 mm 
de longitud (Valcnzucla ct ai., 1996 a,b). 

Como fase acuosa se empleó una solución residual de 
la lixiviaciôn con ácido nítrico de concentrados de 
molihdcnita de la Divisiôn El Salvador de Codelco-Chile. 
E~ una soluciôn fucrtcmcnte ácida, con contenidos variables 
de Cu(ll) (0.6 1,0 g/L), 4 -10 g/L de Mo(VI), 0,2-0,5 g/L 
de Rc(VII) junto a otros metales . 

Como fase orgánica en la preparación de la mcmhrana 
líquida se utili7.Ó el extractante LIX-860 (Henkel Co.) que 
corresponde a la 5-dodecilsalicil-aldoxima. Es un producto 
de peso molecular 305,4 g/mol g. densidad relativa 0,91 
(::!5 .C), de 130 cp de viscosidad a 3o·c, es un reactivo 
ácido. fncrtenrente extractor de cohre, que forma complejos 
dd tipo qndalos con d mdal. Corno dihrycnte se emplc:ó 
kL"rllt:tL' 500-T , pnxlncto grado técnico cuya composieiôn 
prPmnlia 91% alifatieos y nafténicos y 9% conslituyentcs 
:uorn:íticos . 

Mediante bombas pcrist:ilticas apropiadas, Ia solución 
:kida de alimcntaci<Ín se hiw circular por el interior de las 
lihrac; y las soluciones orgánicas en flnjo contrncorrientc por 



cl exterior de las lihras. Mueshas de amhos dlncnks se 
tomaron a intervalos de ticrupo p:11a dcterrninar h 
concentracicín dei metal mediante espectrofotometría de 
absorcidn atómica cn tm equipo GBC-902 . 

RESULT AL>OS 

La velocidad promcdio de hans t\-rencia de cohre J /11 · 
a través de ln prtrcd de ln ribra hueca se ohtuvo planlcando 
un balance de masa cn la f:tse acuosa, resultando : 

JM = -
u di 
4 L 

(Ccll. - Ccu) (l) 

donde los snhfndiccs "s" c "c" irrdican la concentraci1ín dei 
metal n la salida y a la entrada dd rt·actor rcspn:tivamerrte. 
"u" es la velocidad !inca! de la f<tsc acuo~a . d; el d i:ímctro 
inlemo de la membrana y "L" su longitml. El cxtractante 
presenta una cstnrclura que conlicne un grup\' oxima y oiro 
grupo Olr fendlico. lo que le permite actuar como ligante 
bidentado frente al ión Cu(ll), reaccionando de la siguicnle 
forma : 

Cu 2
+ ac + 2HRorg = CuR?. org ~ 2 /l ' ac ( 2 ) 

En la Figura N" I se presenta cl cfccto sohrc la 
vclocidad 1k tmnsfcrcncia dei ml'lal. dd pll de la fas e 

acuosa y cl coHI!: rr ído dei extractanll: en la fase org:ini ca . En 
cllas se apr cda 1111 au mento dei llnjo dd metal transportado 
cem cl ;rll mcnh de la conccntraci<in de la s ~1licilaldoxima cn 
cl sol v('n lc or ~!, ;lni c n . Se :~prcc ia :rdcnr :ís una modnada 
influct;:_i;> dcl inCJ ern ,: nlo dei pH de la sohrci<in acuos:~ 

sobre la velocidad de extmcci6n de cobre. efccto cl ctml \a 
cn aumento junto con una mayor concenlmciôn de LIX -860 
en la fase orgánica en el rango de acidez sohre pH I ,5 . 

-B 
/~o=-c:o 

@ · r - ·· · · !J=~ 
-9 

~ ...., 
~ I • o .-. 

---e------ • 
LlX-060 

-10 u LO M 

T 0 . 1 M 

Ll 0.01 M 

• u.out M 

-1j L _____ l .. _ _ . I 
·----· ·· '···--··-

O 
,. 

·'-' 1.0 1 I" 
·'-' 2.0 2 

,. 
·'-' ::LU 

pll 

Figura I .- EfCcto de la concenlraci1ín de cxtractante y d pll 
inicial de I:~ solucidn de alimcntacilin sohre d llnjo de cPhre 
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En la ri~ura N • 2 se presenta la variación de la 
\T ioc idad de transporte de cobre a través de la membrana 
líquida cn funci<in dei tiempo de proceso, en experimentos 
realizados en diferentes condiciones de acidez y contenido 
de exlractanle en cl solvente orgánico. Se observa que en 
general se rcquicren breves minutos para lograr condiciones 
de estado estacionario. 

9e-009 

Be - 00911 o l" (ttll)/M 
. '17 I .O 

fj 2 . IS I .O 

~ 7e-00911: 
2 . f 5 O. I 
1.77 O. I 
0.76 0.01 

Se-009 · o a 
tJ 

Se-009 I ........ / o -o 
a 4e-009 1 rY ~ó 
-" 

~ 
3e-009 

u - 2e-009 ..., 

::::::~~ _: ___ E1 

o 30 60 90 120 150 180 

Tlempo lmlnulol'lj 

Figura 2.- Efecto dei ticmpo sobre el flujo de metal 

ANALISIS Y DISCUSION 

En la Figuro N · 3 se presenta un diagrama 
simplificado de la distribución de concentración de las 
cspccics en la membrana lfquida. 

Fas~ Org:inica 

!L'{ 

Pareci de la 
Fibrn 

Cu.Xz 
-·-··-- -- -- .. 

x=z 

Fn..~e Acuo~n 

I Cuubulk 
1""-
.i 
! 

Cu 2 ~ li 
x=O 

Fi1~111 a 1. Pnlfl dl· concl'lllrnciones eu la memhr:um lfqnicl:-t 



Asumiendo que la reacci6n de cxtrncción ocurrc cn la 
pared interna de la fibra hueca y que la etapa determinante 
dei proceso es la difusión dei complcjo CuR 2 cn la 
memhrana. es dceir en 1:1 parcd de la libra hucca, se pueden 
plantear las siguicnll:s ecuacioncs: 

Ecuaci6n básica: 

o[Cu] 
at D(Cu) o" [Cu] 

OX:> 

L,s condiciones en la Eq .(3) son: 

lCuJM = O en t=O para todo x. 

( 3) 

[Cu]M = K(Cu) [Cu] 1 en x~ n para t>O (11) 

lCuJM = lCuR2 Jorg, en x=z para todo t. 

donde fCuJM es la concentraci•ín dd metal cn h rm:mhra11a . 
K(Cu) la constante de equilíbrio de distrihuciôn dei mctr~l 

en la interfase entre la fase acuosa y l::t nu:mhrana. 7. cl 
espesor de la fihra hueca y D(Cu) el coeficiente de difusi<in 
dei metal en la membrana. 

Los moles de cohre transpor lados en el ti empo a 
través de la membrana, n(Cu), se estiman segtín : 

n (Cu) 

Siendo A el ;lrca de la nu:mhr a na. Taga l'l ai ( 1981) 

resuelve la Eq .(3) usrmdo y combinando atlccuadamentc la~ 
Eq .(4) y Eq.(5), resultando la siguicnte cxpresiôn para cl 
tramporte dei metal: 

n(Cu)=[AK(Cu) [Cu] 1D( Cu) 1 [t-(--~.::_ __ ) 1 (t.) z 6D( Cu) 

L, concentrnei<in dei metal cn la mcmbr:m:t_ ICuiM· <1 

x=O y cl corrcspondicnte coeficiente de dic;trihnciôn dd 
metal. D(Cu), se obtuvieron de la pendicnte y c1 intcrct'pto 
de las Hneas rcct:-ts de tlll gráfico n(Cu) vs l , ai on.kn:-tr los 
datos expcrimenL.,Ics scgtín la Eq.(6). 

A su vez , la vclocidad de trnnsfcrencia de masa cn la 
pclfcula :~cuos:-t viene dada por: 

kL ( [Cu] bulk - [ Cu] 1 (7) 

( 8) 
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El coeficiente de trnnsferencia de masa dei metal, kL 
cn la Eq .(7) se eslimó a partir de expresiones usuales 
v:llid:ts para fluidos en flujo la!itinar en función de los 
mímcros adimcnsionalcs Re y Se (Bennet y Mycrs, 1962). 

El coclidcntc de di fusilin dei metal cn t:tsc aeuosa 
rl'querido para la detemtin:~ción de kL se tom6 de Kondo et 
ai ( 1978). La difusividad dei cxtrncL.·mte se eslim<l 
emplcando la corrc!:lcitín de Wilkc-Chang. Se ohtuvo un 
valor para kL de 3,56.to·3 cm/scg .Los valores de kJIR 
resultaron entre 4 .10-5 y 2 .10-4 cm/scg, hastanle simil:lrcs 
:1 los c:-tku!:ldos scgtín cl modelo de re:~cciôn interfacial 
heterogénea informado previamente (Valenzuela et :~I, 1994, 
a.h). 

Usando clllujo dei melai experimentalmente observado 
cn estado estaciona rio (Figurn N · 2), kL dctenninado y 

Cubulk conocido. se dctcnninó la concentración dei met:-~1 
cnla interfase JCuJ;· Con estos valores, K(Cu) fue ohtenido 
emplcando la Eq.(4). 

En la Tabb N · I se resumen los resultados logrados de 
todos cstos parámclros. en diferentes condiciones de 
experiment:~ci<ín. Se :-tpreci:-t que los valores de D(Cu) est;in 
aproximadamente en el rango de w-6 cm2/seg, los que 
corrcspondcn en la práctica a la difusividad dei complejo en 

la f:~se orgánica en la matriz polimérica, D CuR2· 

AsumiemJo que la etapa controladora dei proceso serfa 
la di fusi<Ín dei complejo cn la mcmhrnna, se procedi() a 
rcl·alnrlar los flujos dd metal trnnsporlados, de acuerdo a 
la siguicnte ccuación que representa la difusión dei 
complcjo CuR2 a trnvés de la membrana líquida soportada: 

donde ((0,8) y o(l,l) representan la p~>rosidad y la 
tortuosidad de la fibrn a considerar para efectos de estinmr 
el :lrea efectiva que ofrece la membrana ai transporte . L'l 
di fcrcncia de conccntraci<ln dei metal eomplejado a amhos 
lados de la membrana en la práctica queda representad:-t por 
ICniM determinada experimentalmente a partir de la Eq. (6). 
L(ls resultados de estos tlujos se prescntan tmnbién en la 
Tahla N ·· 1. 

1\dcmás. cn la Figura N · 4 se presenta la cornparación 
entre los valores de los Oujos de transporte de cobre 
expnimcntalcs observados y los calculados segtín la Eq .(9). 
Se ••hscrva cn general una huena corrclaci<Sn, lo que 
validada el modelo difusional propucsto. 

Estudios adicionales se requieren :~I rcspecto, sin 
embargo la informaci<Ín ohtenid:-t en este estudio es 
f~mdamcntal en la comprensi<Ín y el análisis global dei 
procesn de tr:msfcrcncia dei cobre cn la membrana lfquida 
de snpot te s<ílido. 
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Tabla 1: Parámetros detenninados en este estudin. 

[CuJbulk: 740 mg/L Q
0

q: 1.0 mllmin 
---------------------------- --
pH HRin 

(m~>IIL) 

0,76 0,01 
1,77 0 , 10 
2,15 0,10 
2,15 1,00 
2,27 1,00 

,......, 
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aa 
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() 

........ ...... 
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a! ...... 
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a! 
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u -..... o 

0(CuR2) 
(cm2/s) 

0.53E-6 
0.24E-6 
0,92E-6 
0.86E 6 
0,41E-6 

o o 

/o o 

Jexp Jt·alc 
(mol/s.cm2) 

0 .88E-9 
0.91F 9 
1.32E-9 
3,71E-9 
5,45E-9 

o 

/o 

O. 77E9 
I,OJF 9 

I.U5E-9 
3,00E q 

4,61E-9 

Q,·o 

o 

Oe+OOO L ___ ________ _ 

Oe+OOO 2e-009 .te-009 6e-009 

J(Cu) experimenlnl Lmol/cm2segj 

Figura 4.- Comparaci6n entre los flujos de metal 
cxpcrimenlalmcnlc observados y los calculados por cl 
modelo difusional. 
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ABSTRACT 

·1 he transpor! of eopper from acid lcach residual 
solulions of chilean molyhd.enite concentrate by solvent 
exlraction in a mcmhrane extractor using a hollow liber as 
solid support has been studied . LIX-860, a salicylaldoximc 
wns uscd as carrier. The flux of metaJ was highly 
influcnced hy lhe exlraclant concentralion and slightly by 
lhe pH of feed solulion . 

lhe experimental results wcre analyzed hy a diffusion 
modcl which considcrs cxtraclion chemical reaction would 
occur ai inner interface of liquid rncmhrane and assumes 
lha! di ffusion of coppcr-exlract;~nt complex through the 
mcmhranc would he lhe rnle-controlling slcp. A good 
agrccment was ohserved between lhe experimental results of 
flmt. and the calculated ones hy use of this diffusional 
h:msport model. 
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ABSTRACT 

The purpose of this work was to carry ou/ a mathematical and experimental investigation of propy/ene 
.faci/itated transpor/. The differenlial equations describing .facilitated transpor/ are presented and a 
generally app/icable numerica/ solution is summarized. The experimental investigation consisted o.f lhe 
steady state rate l~[ transpor/ o.f propylene through thin fi/mç o.f Ag (l) ion ~vlutions. The effect o.f Ag (I) ion 
concentration and olefin pressure on propylene transpor/ has been ana/yzed. The experimental results were 
filted by using a .film theory with chemical reaclion model. 

INTRODUCTION 

Performing separation processes with membranes has been 
an active field of research and development and over the years 
there has been many attempts to develop semipermeable 
membranes for separation processes. 

Although severa! polymers such as silicone rubber and 
polysulfone are usefu\ membrane materiais, in general polymeric 
material are not desirable as semipermeable membranes as they 
are relatively impermeable to ali gases and liquids. Severa! years 
ago, Robb et ai. considered liquids as potcntial membrane 
materiais, and based on this concept a highly effective 
immohilized liquid membrane for carbon dioxide remova! from a 
life supportiflg environment was developed hy Ward y Robb 
( 1967). During this work it was found that it was possible to 
increase chemically lhe transpor! of carbon dioxide across the 
liquid film. This phenomenon known as facilitated transpor!, 
was first observed hy Scholander ( 1960) and Wittenherg ( 1966) 
in the steady state diffusion of oxygen al.Toss thin films of 
aqueous hemoglohin solutions. 

Facilitated transpor! is a process whereby the permcation 
of a so\ute across a membrane is chemically aug:mented. The 
system sclectcd for the present experimental investigalion was 
propylene in silver nitrate solution. The objective of the 
experimental investigalion wa<; lo measurc lhe slcady stale rate 
of transpor! of propylene through thin tilms of silver nitrate 
solutions and lo measure indcpcndently lhe values of lhe syslem 
parameters, namely the soluhility of propylene in silver nitrate 
solutions and lhe equilibrium constant of propylene-Ag 
tormation. 

A method of finile differcnccs to obtain numerical 
solutions to the equations which describe lhe steady slate 
diffusion of propylene has becn used. 

Mathematical Treatmcnt of Facilitated Transpor! Thc systcm 
under study is shown in Figure I and it is formed by a supported 
liquid membranc (SLM) and two gaseous phases. The SLM is 
made by supporting a aqueous film containing the carrier, J\g ion 
(B), on a mil-Toporous membrane. The gascous phase is 
propylene (/\)to be transported 

1281 

A 

Higll Propylcne 
Pressun: 

lP Ali 

intedace I 

x=D 

Supported liquid 
Membram: ISI.MJ 

A A 
.. .. 
B B 

!J li 
AB~AB 

A 

Low Propylene 
Pressure 

IPA 21 
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Figure 1- Representation ofthc Facilitatcd Transport of 
Propylene 

The equations which describe thr propilenc solubility inthe 
aqueous solution and the chemical reactions with Ag ion at the 
gas-liquid interface are: 

A(gas) A(aq.) (1) 

k1 KAB __ CJ\B ___ kl A(aq.) + B(aq.) ~ AB(aq.); (2) 
k2 CACI:l k2 

where AB is the coordination comp1ex propylene-Ag; KA and 
KAR are lhe solubility and complcxations constants 
respcctively; C is the molar concentration in the aqueous phase; 
p A is the partia! pressure of A. 

The solubility and chemical reaction are represented in 
Figure L in which the transpor! dircction (x) of each species are 
indicated with single arrows. ln our analysis we consider an 
aqueous film of thickness L, containing a nonvolatile carrier B, 
across which propylene, A, is diffusing, a reversible reaction 
between A and carrier B occurs according to Eq. (2). If we 
assume dilute solutions with no hulk flow, the steady state, one­
dimensional, diffusion-reaction equations are: 



.. 

d2 
CA 

DA ct;2 
d2 Cs 

Ds~ 
d2 CAB 

-DAB~ r (3) 

where Di is the diffusion coefficicnt of specie i (i = i\ AB, 13), 
and r the reaction rate given by: 

r= ktCACB- k2 CAB (4) 

in which k1 aild k2 are the kinetic coefficients of AB formation 
and decomposition, respectively. 

The boundary conditions applicable are based on the 
assumption that the concentration of species A is know at thc 
two boundaries and that the species B and AB do not leave the 
physical boundaries ofthe film, Thus : 

at x= O, CA CA
0 

dCs 

dx 

at x= L, 
dCB 

CA = CAr.; ~ 

dCAB 

dx 
o 

dCAB = O 
dx 

(5) 

At this point we shall simpli:ty the problem assuming D AB = 
D8 which is reasonable because the carrier molecule is much 
larger than the dissolved gas molecule with which it combines. 
As a consequence 

Ca + CAB = C0 (6) 

where the total carrier concentration is constant at any point of 
the liquid film and is equal to the carrier concentration charged 

to the liquid film ( CB) 
Equations (6) defines C8 as function of C AB' reducing by 

onc number of dependent variables. Therefore combining 
equations (3), (4) and (6), gives: 

d2 CA 
DA~ k1 CA Ca - k1 CA CAB - _h_ CAB (7) 

o KAB 

d2 
CAB , kl 

DAB --
2
- = -k1 CA C80 + k1 CA CAB +-- CAB (8) 

dx KAB 

ln the final analysis, the quantity desired is the net molar 

flux of A, N I. There is a closed solution to equation (7) and (8) 

from which N I can be calculated. ln this case, it is useful to 
I 

proceed by adding lilth equation to give 

2 2 c 
D d CA D d AB 

A -- + AB --ô-'"'-
dx2 dx2 

o (9) 

The first integration of Eq. (9) results in a constant value 

at any point ofthe membrane and equal to N I, 

-DA dCA - DAB dCAB 
dx dx 

ai NT 
A (lO) 
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As AB is considered as a trappcd spccies, N I can be 

expressed by 

NT 
A 

d CA I d CA I -DA-- = -DA-- (11) 
dx x=O dx x=L 

ln the facilitatcd transport systcm. where the complexation 
takes place inside the membrane, a hasic parameter of interest is 
the facilitation factor, F, is defined as the facilitated propylene 
flux divided by the flux of propylene in absence of the carrier, 
then 

F 
T 

NA 

NAo 

dCA I 
-DA -d~- x=O 

p~ (CAo -CAL) 
L 

(12) 

Numerical Method lt is well known that, in order to solve 
numcrically systcm Eqs. (3-5), it can bc reduced to a sccond 
order differential equation for C A- ln addition, from (9), it 
follows that CA=- (DA/DAB) CA+ (l/DAB) (Rix + Ro) whcre 
R I and Ro are two unknown numbers. One of the main issues in 
this approach is the estimation of thesc numbers. We use the 
method of tini te di fferences. 

EXPERIMENTAL 

Solubility Measurements A large number of complexes 
fàrmed by Ag ions in the oletins in solution are known in the 
literature, Berverwijk (1970) and Van der Kerk (1969). 
Unfortunately very little about the solubility and argentation 
constants as a function of silver solution concentration is 
reported. To evaluate KA and KAB a solubility device showed 
in Figure 2 was used. Propylene is stored with a predetermine 
pressure in chamber A, anda certain volume (10 mi) of water 
solution with NaN03 or AgN03 was placed in cell B. 

Digital Reading Olghftl Reading 

Figure 2- Solubility device: A. gas chamber; B, solubility 
cell 

Propylene was allowed to come in the cell 8 through valve L5. 
The aqueous solutions was stirrcd with magnetic bar (MB) until 
the equilibrium was reached. The chamber and cell pressures 
were measured with absolute transducers s1 and s2, 
respectively 



For each experimental run lhe gas pressure was varied 
between I to 6 atm. The amount of absorbed gas at equilibrium 
was calculated by means of: 

(13) 

where n~ are the moles of gas absorbed in the step j; pi and Pej 

the total and equilibrium pressures respectively, V 2 free volume 

[cell volume (V8 ) - liquid volume (VL)]; nt1 moles of gas 

absorbed in previous step ( j -I). 
The molar concentrat"ion of dissolved propylene, C AT• at a 

equilibrium pressure (p ;\) is evaluated by : 

(14) 

Transpor! Measurement SLM preparation: The aqueous 
silver nitrate phase forming the liquid membrane was 
immobilized within the pores of microporous cellulose nitrate 
support. Filling the pores of these support membranes with the 
carrier agent was accomplished by immersing the membrane in 
the aqueous phase. The aqueous silver solutions were prepared 
with 20% (v/v) of hydrogen peroxide and 10% (v/v) of glycerol. 
The prepared SIM was placed in the cell (C), resulting in a 
cross sectional arca of A= 3.14 x 10-4 m2. 

Figure 3-Schematic Representation of Permeability Equipment. 
( I) and (2) gas propylene and gas carrier (N2) cylinders; (V 1, 
V2) gas regulator; (R1, R2) pressure regulators; (B 1, U2) 
destilled water bubblers: (C 1, C2) bubble flow meters; (C) 
permeation cell: (M 1, M2) sampler valves 

The propylene conccntration in the feed and permeate side 
was determincd by gas chromatography with a Shimadzu GC-
3BT device. 

INTERPRETA TION OF EXPERIMENTAL RESULTS 

Solubility Constant, KA To observe the effect ofthe ionic 
strength of lhe medium on propylenc absorption, experimental 
tests of ptopylene solubility in aqueous solutions of NaN03 
(CNa= I: 0.5; 0.25 M) havc been madc. The results, cxpressed 
as molar concentration of propylene soluhilized (C A) versus the 
equilibrium pressurc ( PA), are plotted in Figure 4 
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Figure 4- Solubility ofpropylene in NaN03 
Temperature: 308 K 

6 

The KA values were obtained from the slopes, assuming that the 
Henry's law is fulfilled. The results are listed in Table I. lt 
should be noted that the solubility constant decrease with the 
inLTeasing ionic strength. 

Complcxation Constant Evaluation, KAB: ln order to 
evaluate the argentation equilibrium constant;-The solubility of 
propylene in aqueous silver nitrate (1- 0.5- 0.25 M) were 
detennined. The argentation reaction can be expressed 
combining Equations (1) and (2), as follow: 

A(gas)+B(aq .)~~aq.) , K=KA KAB = CAB (15) 
PACB 

lntroducing Eq. (6) in Eq. (15)and rearranging (assuming that 

C AT = C AB), gives: 

CAB 

1 
-+ 
C a Ca K PA 

(16) 

The 1/C A T values plotted against 1/pA ln all cases linear 
relations were observed. which were used to evaluate the K 
constants from the slopes. Figure 5 shows thcse experimental 
results and K and KAB values are tabulated in Table I 

Tablc 1- Solubility, Argentation and Diffutivity parameters 
at T=308 K 

C" B KAxJ05 Kx106 KABx 102 D X JOIO A D x1010 
AB 

(M) (mole 1m3 Pa) (Pa-1) (m3/mole) (m2/s) • (m2/s) 

2.76 1.35 

0.5 4.07 1.99 4.891 1.55 8.19 

0.25 4.96 2.42 
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Figure 5- Equilibrium concentration of AB as a function of 
propylene pressure and carrier concentration 

Diffusion Coefficients D AJ2AB· The di ffusion coefficients 
were çstimate from the Stokes-=Einstein cquation: 

kT 
D; = 6 [J r J.l (17) 

wcre k is the Boltm1ann constant: T is the absolute temperature; 
r is thc molecular radius ofthe i spccies; and J.l is the viscosity of 
the aqueous phase. The results are presented in Table I. 

Facilitated Transpor! Intemretation. In the steady state the 
propylcne tlux is constant throughout the SLM and cquai thc 

propylene molar flux density ( N I). A material balance for the 

propylene in the permeation cell gives 

NÀ = Fv2 CA2 
A 

(I8) 

where Fv2 is the carrier volumetric flow and CA2 = KA PA2 is 

the molar concentration of P.ropylene at interface 2 of the SLM. 
The experimental results for different operational conditions are 

listcd in Table 2, in which C~g = CJ3 is the carrier 

concentration charged to SLM and PAI the pressure in the feed 
side ofthe pcrmcation cell. 

The propylene flux in absence of the carrier, NAo , was 
calculated by 

- DA (CAl- CA2) 
NA -

o L (I9) 

where CA, = KA PA, is the propylene molar concentration at 

interíàce I of the SLM. Thc N Ao values evaluated are reported 
in Table 2. 

Equations (7) and (8) were solved by lhe mcthod of finite 
ditferences. By combining it with an appropriate use of the 
boundary conditions Eq. (5 ) we get a rather stable method of 
determining an approximation of the function C A The method 
was implemented in GAUSS 3 vmi. Computations were made by 
taking 150 points during the discretization step. 
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Table 2- Molar Flux Dcnsities ofPropylcne 
from Experimental Data 

PA, C X 105 
A2 NA,x 1012 NT X 1012 

A 

(atm) (M) (mole/m2s) (mole/m2s) 

0.921 1.68 0.33 2.47 
2.85 6.16 1.02 7.50 
4.79 9.24 1.72 12.15 
6.72 13 .16 2.4 1 15.52 
0.916 3.296 0.48 2.16 
2.85 10.71 1.50 7.21 
4.68 17.72 2.47 11.38 
6.20 25.54 3.33 12.15 
0.921 4.52 0.60 1.85 
2.85 7.04 I.R4 5.01 
4.79 10.56 3.10 8.15 
6.72 13 .58 4.35 10.65 

ln the solutions of Eq . (7) and (8) O A, D AB K AB values 
from lable I and k 1 = ~-5 x 104 wcre uscd. Thc concentration 
profiles obtained fór C il = 0.5 M and PAI= 2.85 atm are 
showcd in Figure 6 
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Figure 6- Typical predicted conccntration profiles for SLM 
thickncss L= 1,2 x lO -4 m and PAI= 2.85 atm 

The theoretical molar tlux density of propylene was 
calculate with Eq (li) and is shown as dotted !ines in figure (7) 
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Figure 7- Molar tlux density of propylene as a tunction of 
carrier concentration and the upstream propylene pressure 



Figure (8) compares lhe predicted facilitation factor (Eq. 
12) with experimental results. FigUre (8) indicates lhe de<..Tease 
in lhe extent of facilitation as a function of both lhe increasing 
upstream pressure and diminution of thc carrier conccntration. 
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Figure 8- Facilitation versus PA1 on lhe high propylene side of 
the layer. Compares the theorical predictions with the 
experimental results 

CONCLUSIONS 

The transpor! behavior of propylene gas across a supported 
liquid membrane containing silver ion as carrier was studicd. 
The effect of propylene pressure and carrier concentration on 
facilitation propylcne flux is investigated. 
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Permeation experiences showed a net transpor! of 
propylene through lhe SLM. The carrier concentration have a 
marked effect on propylene facilitation while the feed propylene 
pressure does not. With increasing concentration of the agcnt in 
the liquid membrane the facilitation increase. When the 
upstrcam pressure is augmented lhe facilitation gcntly decrease 
indicating that, in lhe range of upstream pressure studied, the 
carrier is saturated throughout thc membrane, preventing any 
significant facilitation. 

The propylene facilitated transports by silver ion was fitted 
to an analytical diffusion-reaction model. The experimental 
results compare well with the non-equilibrium model 
predictions. 
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RI·:SUMFN 
Hn este trahaju se investiga la tmnsferencia y separación de Vb(V) y Ta (V) en media clorhídrico a través 

de una memhrana líquida suportada cmttenimdo Trihutil fosjàlo como agente complejante. Se realizaron 
experi<'llcias de partición líquido-líquido para eva/um· las condiciones experimentales de las jàses acuosas a 
amhos lados de la membrana. /.as experiencias de transporte se realizar()n con una ce/da de pemwación. La 
concentraciiÍn de ácido clorhídrico riene 1111 marcado e}i'cto sohre eltran~porte de Nh. Cone/ aumento de la 
concentmción de f [( 'I eltmnsporte de Nh aumenla y se ohtiene 1111 máximo entre fi-8A4. H/ transporte de Ta 
ji1e escaso en las condiciones e.xperimenta/es ensayadas, por lo que se logra una separación se/eclil·'ll de/ Nh. 

INTRODIJCCION 

J·:I niohio y ..:1 tantalio son elementos csçasos , su wnlcnido 
en la corte;.a t~JTcslrc es de aproximadamente 1 x 1 o-é' y 2 x 1 o-4 

%p/p. Se los encucntra juntos naturalmente, cn mud10s 
mincralcs que los contienen se hallan como prinçipulcs 
conslituyeutes, pcro en los restantes se cncnentran çomo 
nnpurc;as En la lemología modema son muy importantes 
dchido a sus propicdadcs físico-químints que los haçen 
elementos muy versálilcs. 1':1 niohio cs usado cn alcacioncs 
rcsitentes a] calor v supcn:omludoras, y wmo material de 
constmcción cn energia nuclear. El tantalio cs usado para la 
wnstrucción de recipientes para tratamicnto químiw de 
comhustihlc nuclear, cn aleacioncs de aparatos resistentes a la 
wJTosión en la industria química , entre otros, (<Jihalo, 1970). 

I .os pri!Kipalcs métodos que han sido prohados cn c] 
tratamienlo de sns minerales pncden ser divididos cn watro 
grupos, (<lupta and .lena, 1 %5): litsión wn hidróxidos akalinos 
o çarhonato·, tralamicnto con tlujos 1kidos; digcslión con met.das 
de ácidos; y doración (Ruiz et ai. 1993 ). Postcrionnenlc son 
purifiçados, siendo la cxtracción wn solventes una de las 
técnicas más emplcada (Carlson and Nielscn, 1%0 and Dcorkar 
and Khopkar, 1991 ). 

Dentro de los proccsos scparativos, las rncmhranas 
líquidas soportadas han wmenzado a jngar un rol atractivo. Su 
dicicncia y ventajas económicas las deslaçan como óptima 
soltKión de algunos prohlcmas de la cicncia y la tccnología, tal 
wmo la rccnpcración de mctalcs prcóosos, climinación de 
productos tóxicos de aguas contaminadas, ele, (CampdcJTós and 
Man:hcsc, 1994: Morcnoctal. , 1993). 

En este lrabajo se cstudia la transferencia y separación de 
los ioncs niohio (V) y tantalio (V) por 1111 mecanismo de 
transporte tàcilitado, cn medio clorhídriw a través de una 
mcmhrana lfqnida soportada (MI$). La MLS está f(mnada por 
Tri-bnlil Ü>sfato (TBP) wmo agente carrier, impregnado cn un 
soportc polimériw miaoporoso de lctlón. 

Se investigá cl cfccto de la concentración de ácido 
clorhídrico en amhos lados de la mcmhrana sobre cl transporte 
de las especies metálicas. 
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1'/\RTE EXI'FRfMENTAL 

l'rcparación de la MI ,S. La.f(ue orgânica de la mcmhrana 
líquida fuc cl trihutyl fosfato (TBP). Este compuesto actúa a su 
ve7. como agente transportador de tipo solvatantc , de difimdido 
uso cn procxsos de extracción son solventes. E! TBP es 
introdncido cn e] soportc polimérico por çapi laridad 

La memhrana soporte fue una banda comercial de tctlón 
hidrofóhico. Sus características estmcturales titeron 
experimentalmente determinadas : cspcsor de la membrana, 1= 
33.4 ~Lm medido wn un micrómetro, porosidad aproximada, c = 
89% detcnninada por pesada, tamafío nominal de poro= 0.895 
cvaluada mediante permcabi lidades de gases. Los valores 
ohlcnidos concuerdan con otras membranas de lcl1ón 
miuoporosas típicas. 

Reactivos. Fase Acuosa. Las soluciones acuosas de niohio 
se obtuvicron a partir de soluciones patrones preparadas 
fundiendo aproximadamente 50 mg de Nb20s químicamente 
puro con un gramo de pirosulfato de potasio en cápsula de 
platino, tomando el fundido con ácido clorhídriw concentrado. 
Las soluciones acuosas de tantalio se prcpararon timdicndo 35 
mg de Ta2o5 con 1111 gramo de pirosulti.1to, se adicionan 5 mi de 
ácido tmtárico se lleva a cbullición y luego se toma con lfCI (c). 

La concentraóón de los iones fue detenninada en fase 
acuosa, cn medio HCI II M, donde cl Nh f(>Ima tm complcjo con 
un máximo de absorción a 281 mJ.l y Ta presenta su máximo a 
220 111J.l (Alimarin ct ai., 1962). Las medidas se rcalizaron con 
1111 espeL:trofotómetro doble haz Shimadzu (UV-150). Las 
soluóones ohtenidas resultaron muy estahles y ohedecen la Lcy 
de lkcr cn el rango de concentración entre 0.8 y 12 ~tg de 
Mc2o5/ml. 

l'artición Líquido-Líquido. a) Extracciún: Se realizaron 
cxperiencias contactando iguales volíunenes de fase orgánica 
(TBP) y acuosa, soluciones puras de Nh(V) y Ta(V) a 
di fcrentcs wnccntracioncs de H C I, cn cl rango entre 1 y I O M. 
Las soluciones se agitaron durante 10 minutos y se dcjaron cn 
rcposo 2 hr. en hafío tcrmostático a 25 oc para que c] sistema 
akançc cl equilihrio. 



h)Comraexlracción : Se realizaron IU\él serie de expericncias eon 
la fase orgánica "cargada" con cada ión , equilibrándola con 
soltKioncs acuosas de IJCl cn concentracioncs entre 1 y 7 M. 

Medidas de Transporte. El equipo emplcado en los 
cstudios de penneabilidad se mucstra en la Fig. I . La cclda estú 
fonnada por dos hemiccldas, ambas con entrada y salida de 
soluciones, de tal manera que puede operar con llujo contínuo. 
Todas las cxperiencüts de pcnneación se llevaron a cabo con tm 

llujo de aJimentación de (5 ± 0.02) X 10-9 m3/s impulsado por 
una bomba peristúltica. La celda está recubierta por una camisa 
de! mismo material por la que ci~cula agua tem10statizada a 29S 

±0.5 K . Las soluciones Tucron mecímicamcnte agitadas a I 00 
rpm, por mcdio de motores sincrónicos. 

E}--i Wa Celda 

6 

cb 
Figura I: Esquema dei equipo experimental empleado 

( I) Soluc. Donora, (2) Soluc. Aceptora, (3) Homba Peristáltica, 
(4) Alimentac. Sol. JJonora, (5) Alimentac. Sol. Aceptora, (6) 
Salida Sol. Donora, (7) Salida Sol. Aceptora, (S) Barras 
Magnéticas, (9) Motor, (10) Sincronizador, ( 11 ) Fuçnte de 
Poder. 

La densidad de llujo molar de los iones metálicos, NM<.: ' 
se calculó en cond iciones estacionarias de acuenlo a : 

NMc 
Fn(!Me]e2 - [Meb) 

1\ 
( 1) 

donde Fv2 es el llujo volumétrico de lu solución aceptora; 
l Me le2: l Me ls2 las concentraciones de metal a la entrada y 
salida de la solución aceptora~ y 1\ es e! área transversal de 
membrana . Los balances de masa ccrraron con tm error relativo 

de ± 10%. 

RI •:SULTADOS Y DISClJSlON 

r:xtracción y Contra htracción Líquido-Líquido. Los 
resultados se encuentrun en las Figuras 2 y 3 pam niobio y 
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tantalio respectivamente , d<JtKk el porcentajc de çxtracciún, 
( 0/,,J-:) y c! porccntaje recuperado de la litsc orgúnica, (%.R), se 
calcularon de acuenlo a: 

. IMclorg 
0 ó l•. = X IOO 

I Mclorg + I Mclac 
(2) 

[Mclac x
1
oo 

'X, R= I M•'l . + I Mclac 
~ org 

(3) 

::I ~ /- ·~:: 
\ / 

(_j 

40 I 
/ %[ 
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Figura 2. Fxtraceión y contra-cxtracción dei ion Nh(V) en 
l"unción de la concentración de IICl ( T=29X K) 

l .os resultados ohtenidos çn la Fig. 2 mostraron que cl ión 
Nb( V), presenta un múximo de extracción por encima de 7 M de 
I lCl, con tm porcentaje de extracción superior al 50%. Por otro 
lado cl Nh es recuperado con cticiencia en concentraciones 
próximas a I ICl 1 M . Por debajo de esta com;cntración úcida se 
producc la hidrúlisis de ambos ioncs, con formación de 
precipitados de tipo coloidal. 

Estos resultados están en concordancia con la bibliografia, 
((iihalo, 1970), que indica la fonnación de los siguicntes 
complejos dei ión Nh(V) dependiendo de la [IICI] : 

- entre 4-6,5 M, predomina d complcjo neutro: [Nh(Oli)2Cl3j 

-entre 6- X M, predomina c1 complejo aniónico: INh(Ol I)2Cl4r 

- por ..:ncima d..: X M, predomina [li NhOCIJ I+ 

De acuenlo con la fonnación de estos complejos para Nh, 
se postulan los siguientes posihles mecanismos de reacción por 
los que cl ión puede ser extraído en litsc orgánica por cl TBP· 
a) Fom1ación de tm aducto con el complejo neutro: 

[Nh(Ol l )2CIJ](ac)+TBI'(org)<=>!Nb(Ol l)2Cl 3 I." Mll'(org) (4) 

h) Fonnación de una asociación iónica con c] complejo aniónico: 

[ Nh(Oil)2CI4 n ac) + I r+ + TBI'( org)<::::> 

1Nb(OIJ)2CI4r TBPII+(org) (5) 

"#. 



La r..:au;ión ( 5) se producc dado que cl TllP cn medi o 
ácido l'ucrtc actúa como base de I ,c\\ 1s. 

"' I-

II: 
~ o 

40 40 

30 30 
o/nE 

:>O 20 .. 
o/nR • 

10 #, 

A 
i , .. 10 

o,__ _ ___.'-----------"-------'~--'---'o 
3 4 6 7 8 9 10 

HCI,M 

Figura :1 l·>.;tracciún y wnlra-cxlracción dei ion Ta( V) cn 
lilm:ión de la conccnt.ración de IICl ( T=2'JX K) 

"' I-

w 
~ o 

Fn la hg. 3 cl ión Ta(V ). que es un iún menos reactivo v 
con poca lcndcncia a fonnar compkjos clornrados, presenta un 
má:-.11110 de aproximadamenlc .\0 % de cxtracción en 
concenlmciones clorhídricas hajas, aunquc é~las soluciones 
prcsenlan una ligera turbidez. dehido a la I(mnación de 
hidróxidos coloidalcs. 

I-:xperiencias de l'enneación. Separación Nb-Ta en la 
MLS. Se realit.aron experiencias de pcnneación a !ln de 
dctenninar cl grado de transporte de las especies investigadas y 
la dlciencia dei sistema en la separación Nh-Ta en función de Ia 
concentración de liCl en la I ase acuosa de alimentución. I .os 
dalos de partición líquido-líquido fücron tomados como hase 
para llevar a caho estas experiencias. 

l·:n todas las corridas experimentah:s la alimcntación en 
lado I de la memhrmw consistió en una met.cla Nh(V)-Ta(V) de 
apro:-.imadamentc 15 ppm de cada uno de los iones a dikn.:nles 
concentraciones de IICI , fa alimentación en d lado 2 de la 
membrana rue IICI I M. Los resultados ohtenidos se muestran en 
la hg. 4 . 

La lnmsli:rencia dei ion Nh(V) con TllP a través de la 
MI ,S, presenta un máximo para IIICII aproximadamente entre ú 
y X M, mi entras que Ta( V) no es prúcticamente transportado en 
el rango experimental analizado. 

De acuerdo a eslos resultados y las expericncias de 
partición líquido- líquido las ecuacwnes quhmcas que 
represcntarían la extracción dei Nh(V) en la interfase I , son: a) 
la f(mnación de una asociución iónica con cl compkjo aniónico 
de Nh de acuerdo a la cc. ( 5 ), y la fonmtción de tm aducto con el 
complejo neutro de niohio, cc. ( 4) . FI mecanismo de transporte 
a través de la MLS postulado es cl que se representa en la 
Figura 5 : 
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Figura 4. Dcnsidad de !lujo molar de Nh y Ta cn limción de la 
concenl.ración de úcido dorhidrico, emplcando Tlll' 

como ag.:ntc canier en Ia MLS. 
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Fignm 5. Representación esquemática dd transporte ütcilitado 
dei ion Nh(V) a través de la MLS. 

CONCUJSJONES 

Se realizó tm estudio experimental de la e:xtracción y 
contra extracción líquido-líquido de los iones Nh(V) y Ta(V). 
Niohio rue extraído cn !ase orgánica por rormación de di!erentes 
complcjos con el agente empleado Tlll' . 

I .as expericncias de pcnncación rnostraron un transporte 
neto de Nb(V) a través de la MLS. Se encontró que la 
concentración de ácido clorhídrico en la solución donora tienc 
un marcado efecto sohrc la transferencia de Nh(V) a través de la 
MLS. Con tlll aumento de la concentración de ácido clorhídrico 
cl transporte de niohio aumenta ohteniéndose UI~ má:-.imo para 
conccntración entre 6 y X M de HCI. EI transporte de tantalio li.te 
despreciahle en el rango de condiciones experimentales 



cstudiadas, por lo que se puede logmr una eficiente separaciún 
dei ión Nh(V) con respecto ai ión Ta (V). 
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SIJMMARY 

lhe lran~(C'r and separation of :'Vh(l) and Ta (I ) ions in 
chloride medium across a supported liquid memhrane 
COIIfaining Tri- butyl phosplwte as carrier Iras he<'ll 

invesligated. 
Conditions for hoth .fi'ed wul slripping sollllions, were 

investigated hy means of liquid liquid exlraction experimen/. 
'lhe transpor! experimeflls were carried ou/ with a pem1eation 
cell with conlinous jlow system and a constant agitalion. The 
hydrochloric acid concentration in the feed solution has a 
marked effect on iVh(l] transpor/. IFith increasing hydrochloric 
acid concentralion the transpor/ of Niohium (V} increase anda 
maximum flow r~/ this ion hetween 6 and 8 ;\I o/ I !C! was 
ohtained. 7Jw Ta(l ') transpor! was ncgligiblc in the range of 
experimental condilions studied. so a selective separation of 
Nh(V) from Ta (V}, could tlms be pe1jàrmed. 
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Sl!MMARY 

The coupled rransporr C?( copper (I!) ion rhrough a .wpporred liquid memhrane COIIfaining /,/.\" 98-1 11s 

rhe mohile carrier dissolved in kerosene lws hee11 srudied. ,\ /any commercial memhrmw supporr has hee11 
evaluared ar dijfi!renf slirrer SJ>eed in a permeaTion cel/. '!1te .~vstem resistances evaluation lws heen 
petjármed hy mea11s ofa mathematicaltreatmenl. 

TN'l ROI)UCTlON 

l.iquid memhranes play an attractive role in separation 
st:ient:e. Th..:ir eflíciency and ..:conomic advances designatc them 
as the optimal solution or som..: important prohlems in st:i..:nc..: 
and teclmology, such as precious metal recovcry (Juang, I ')91 ), 
ehmination of ltl'\ÍC product Ji·om wastc waters (Kathios d 

ai ,I 994 ), radioactive producls (Chiari;.ia , I 99 I), etc. Therdi}re, 
scicntific rescarch in this ticld continues to he verv active 
despite some important solution-awaiting technological 
prohlems, that actually placc this technology in a "stand-hy" 
state ( Schulz, I L) RR) 

Thc separating powcr o r liquid memhrancs is relatcd to the 
ctliciency of thc carricr molcculcs prcscnt in thc mcmbranc. i\ 
grcat dcal of research has hccn devoted to this prohlcm (Goto 
and Yanamoto, ll)91 ~ Patel ct ai. , 19l)5). Much less information 
is availahle about the role playcd hy the membrane support 
itscll~ whieh is directly rclated to thc memhrane liletimc, onc or 
the most important problcm to resolve. 

ln the prcscnt paper a study of coupled transport or 
coppcr(ll) with LIX ')84 in kcrosene through dilkrent 
cornmcrcial support is pertonned. The carricr is a chclation 
agcnts, highly selcctive lor copper and otlcn used in industrial 
solveu! cxtraction . Thickncss and porosity ctlcc.ts us soon as 
resi stances or ion transpor! through lhe supported liquid 
mcmhranc (SI ,M) has hccn studied with a mathcmati~.:almodd. 

T!-IEORY 

The systcm undcr study consists of two aqucous phascs 
and an organic phasc which contains the carricr, dcnotcd hy llX, 
conlíned within lhe mcmhrane pore via capillary action The 
mcmbranc serves hoth as a support fór lhe organic phase and as 
an unilonn harrier hctwcen two aqueous phascs. This rcsults in 
two aqueous-organic phascs with wcll-ddin..:d transfcr arcas. 
Figure 1 shows a s~.:hcmatic represcntation of lhe couplcd 
transport of Cu. 

The relationships involvcd hetwecn the metal ion and lhe 
carrier in thc mcmhrane intértàces are govemcd by the 
cq ui li hri um 

(I) 
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with 

K = ]Ct!X~Jlll' 12 

]IIX]2 ]Cu2 I 
(2) 

where K is the complejation constant and thc overbar indicates 
thc concentration in lhe organ i~.: phase. 

Side 1 SUA Side 2 

Donor Solu tion Organic Phase Stri pping Solution 

~ 

+ I, 

+ I, 

CuX 2 r-- Interface 2 Interface 1 o 

Figure 1- Schcmatic rcprcsentation ofcouplcd transpor! ofCu(IJ) 
with UX 9R4 

Thc trunsport of metais through lhe supportcd liquid 
mo.:mhnmc system is considcred to he composed of many 
elcmcntary stcps (Marchese ct ai. , 19l)) ). ln our fhcoretical 
considcrations the following stcps are takcn into account, (i) 
diflí.Lsion of metais through the stagnant laycr or feed and 
stripping solutions~ (ii) diffusion ofthe cxtractant and thc metal­
carrier complex in the organic mcmhranc phase. In agrcement of 
thcsc supposition the mathcmatical cxpression of thc metal tlux 
dcnsity, Ncu' at stcady state is expressed as: 



-

NC'u= Ro--'-+Ra -'-+-~- <\[Cu2+J 

r . ]_, 

l KC; 
1
/ [111+ I~ I H li l ' lli'i' (3) 

The driving. fon;c ofthc transport proccss is: 

(
fCu

2
' ]) (fCu

2 ' lJ r1Cu 2+ll 
(\ [II I f = III' 12 ) I - \ III I f ) 2 

(4) 

where the suhscrípts I and 2 reter to si de I and 2 of lhe SI ,M 
respect i v c! y. 

Ro and Ra are thc org.aníc phase rcsistancc and thc 
slagnanl laycr resístancc rcspcclivcly, with 

Ro =h I l>cux21; 
(5) 

Ra =li ! Deu 
(6) 

bt:ing I , the SLM thickness, 1: and f: the support tortuosit~ and 
porosity, li lhe stagnant layer thickness, Dcuxz is thc diffusion 
coetlicient of thc mdal complex in the organic phase, and Deu 
is lhe dilfusion coetlicienl of the mdal in the aqueous phase. 

I ·:XI 'I ·:RIMENT AI , 

Reagents. Thc carrier agent used in these studies was LIX 
984. 1t rcagcnt is a I: I volume blend of LIX 860 (5-dodecyl 
salicylaldoxime in kcroscnc) and LIX R4 (2-hydroxy­
nonylacetophcnone oxime in kcrosene). The mixturc of thesc 
two rcagents rcsults in a compound highly selective coppcr 
cxtractant, with làst kinctic and thermodynamically strong 
(Tech. Buli., llenkel , 1986). The LlX 984 is an hydrogen donor 
agcnl, and its reaction would bc comparcd to an ionic 
interchange system (Eq. l ). 

The donor solution was an aqueous solulion of Cu(!I) as 
CuS04.51120, at an ionic conccntration of 0.1 g dm<l, in 
distillcd water saturated with kerosene. The cxtraction of Cu( !I) 
solution with LJX is pi f dependenl , thus huiTers acetic-acelate 
were uscd. The stripping takc place at strong acid mcdium, in 
this work solution of sulphuric acid was employed. Anal}1ical 
grade reagents wcre uscd throughout 

Kerosenc was used as organic solvcnt for its ]ow soluhility 
in water, high smfacc tension, and low volatility, which makes 
lhe liquid memhrane highly stahle. The kerosene used, JP I 
grade , has a boiling point hetween 523-300 K and a viscosity of 
0,15 kg m- 1 s-1 (298 K). 

l'olymeric Support: Thc cli!Terent support analyzed are 
showed in Tablc f . 

1292 

TABIJ •: 1: Slntctural charactcristic ofthc support. 

Support 

Polycthersulfonc a 

2F-PPa 
(polypropylcnc) 

2F-I lF PP a 
(polypropylcnc) 

Tdlon c 

Tcllon b 

a J\Kí'.O 

h Cole l'anncr 
c Gorctcx 

Porc sit.C Thickncss 
( ~llll) ~llll 

0.2 110 

02 !50 

02 160 

I. O 45 

02 163 

Transport Measurcmcnts. Thc cxpcrimcntal transport 
mcasurcmcnts havc hcen carricd out with a small stirrcd ccll, 
which is represcnted in Figure 2. Thc cell has two half-cclls, 
cach o r which has both inlct and outlet , and llms can opcrate as a 
continuous 11ow system. Thc SLM was clamped bctween the 
half-cclls, rcsulting in a cross-scctional arca of A= 1.37 x 10-4 
m2 Thc donor m:d slripping solutions are li;d by a pcrislallic 
pump. Both compartments are stirrcd with magnctic hars that 
are drivcn hy synchronous molors. 'l11c experimental 
lempcralure was 298±0.5 K. Thc conccntration of the mctal 
ions was dctcnnincd hy alomic ahsorption allcr stcady statc was 
rcachcd. 

2 

.4 

l 

I 
~ 
iJ 
~ 

I 
~ 

'­~ i! 

~ 

! 

~ 
ft 
' j 

BD !fi!! ~ j ~Iii ~ i 
. !ii!· 5 SLM iii\ Moto 

!ii: ::: s 

6 7 

Figure 2 Cross sectional diagram o r the continuous stirred cc!L 
( 1: donor solution ICcd; 2:stripping solution fecd; 3:thcnnostatic 

jacket; 4: plcxiglas cell; 5:Spin har; 6:clonor solution exit; 
7: stripping solutíon exit.) 

RESULTS J\ND DISCUSSIO. 

Fficct • of the Stagnant Laycr: J\ scries of penncation 
~xpcrimenls were perlonned lo investigalc lhe ctkct of stirrcr 
spced (w) upon Cu(lf) transport. 

ln ali lhe cxpcricnces lhe donor solution was an aqucous 
Cu(ll) solution at pH=2 (hufler acetic-acctate). Thc stripping 
solution was sulphnric acid or 2 .7 M. 



The organic phase in the memhnme 11as I.IX <)S4 , :-o'!--;, in 
kerosene <Jnd was im:orporaled to lhe supporl memhrane h; 
(<tpillarv action . 

The tlow rate ot'hoth aqueous solution wcre (S ± 0.02) 
:-< 10-9 111:- s- 1 · 

The tigur<.: 3 shows lh<.: r<.:sults fór the ditll.:r<.:nt suppoli 
analyzed _ ln ali cases, lhe ion metais tlu-.; increuses with 
incn.:<Jsing stirring rate (decreasc slagnanl layer). J)ue to lhe lil<.:t 
lhal high slirring speeds promot..: lhe possihle loss or organic 
phasc h; r<.:moval and soluhili;ation in lhe aqucous phase, thc 
<.:xperimcnls \Yere carricd oul ai w kss lhan 250 rpm. 
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Figure 3_ Copper molar llux dcnsity through lh..: SLM vs. rpm 
for di lkrenl memhranc supports. 

RcsislatKcs l·:valualion orthe SLM. ln accorJance ~>.ith our 
experimental condilions, lhe proton conccntratious in bolh Jonor 
and stripping siJ..:s or thc mcmhran..: havc hecn k..:pt constant , 
und lll+l1 « 11!+12, thus_ 

(7) 

introducing Eq.(7) in Eq.(3) and r<.:arrangcrncnt , the overall 
rcsistancc is givcn hv: 

with 

and 

111+ 12 •\(!Cu2 +1/ 111 + 12) 
Rr = _ __,1'----- -----

Ncu 

R = R III ' 1
2 I KC" 

2 

,, , " I 11 '< 

(S) 

(9) 

(lO) 
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Th<.: R.,.can h<.: c'\perimcntally cvalualcd h~' plotting R r 
against stirr<.:r spccd raised to n<.:galivc IX>wcr y. This CX\Xlll<.!lll is 
a fum:tion ot' both thc ccll gcomctry and hydrodymuuic 
condilions, and its valuc is, y = 0,74 (Marches~ and col. 1989). 
lhe r<.:sults are pr<.:scntcd in Fig. 4. 

i= 
.!! 
~ 
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• Teflon 
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c\ • ; III 11 
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Figure 4 . Ukct o r stirrcr sp..:..:d on copper ov..:rall 
r<.:sistancc through thc SI.M_ (y=0.74). 

1\ 

• 

2.5 

Thc R.,, valucs wcrc ohlaincd li·om thc y a-.;is intcrccpl l(>r 

rpm~OO((') ----) o y Ra ---) o) 

Combining Eq. (10) with Ec.(5) thc lüctor ul' cll'cctivc 

porosily ( Eh) is cvaluatcd. K is appro-.;imatcly 2 Xx I o-4 
(Valcnlllcla ct ai , 1993), and lhe ditTusion cocllicicnt of lhe 
comple'\ , DcuX2• was <.:stimalcd by th<.: Stokcs-Finstcin 
cquation. Thc rcsults <~rc in Tahlc 2. 

Tablc 2: Experimental V alues o r Transport Rcsistancc and 
l': rtl.:ctivc Porosily fór Dilll.:rcnt Support. 

Support R x to-s 
i { .l EfT. 

Polycthasultonc 2.5X 042 

2EPP 1.52 () 91 

2Eill-'PP 1.57 O.X9 

Td1on (c) 101 o 55 

Tcllon 2.10 077 

CONCI ,l JSIONS 

Thc coppcr (II) couplcd transpor! with LIX 9R4 in 
k<.:rosenc solulion through a SI .M with dill'crcnl commercial 
SllP!Xlfl has occn invcstigatcd. 



Pcnncation cxpericncc showcd thc cxistencc ot' a slagnanl 
laycr. The ion Cu(ll) llux increase with increasing stirring rate. 
At low stirring rate (w= 30 rpm), the stagnanl layer adjacent to 
lhe membrane is rclativcly thick. Thc rcsulting conccntration 
gradient ofthe metal in this layer will tcnd to decrcase lhe metal 
flux . With increasing stirring speed the stHgnant layer thickness 
is reduced and the metal llux is increased. 

A pem1eation rate equation was dcrivcd taking into 
account ditTusion of metais through thc slagnant layer of t'ecd 
and stripping solution and dilfusion ofthc cxtractant and thc Cu­
LIX complcx in thc organic membrane phasc. 

By mcans of this treatrncnt the copper ovcrall transll:r 
resistance and the C':perimental determinHtion of thc e!Tcctivc 
porosity value (<:IT), for cach mcmbranc support have bccn 
pcrt(mncd. The (~:h:) factor is an important parameter lo cvaluale 
the eflcctiveness of a support on the SLM trimsport propcrtics, 
since both & and < are kinetic parametcrs, that takc into acconnt 
thc rcal cmpty fraction and path for thc transport process. For 
the samc condilions, the 2E-PP membranc sccms to hc thc 
bettcr support so fàr as the transpor! properties of thc mcmbranc 
are concemcd. 
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AllSTRJ\CT 
Supporls l'olvsu!fime memhranes .fár ulin{/iltralion (l !/•) were produced hy a phase inl'ersioll process. 'lhe 
(j]i'CI oj'llte polvmer cmtcelllralion in lhe casling solution on hydraulic permeahiliry, lme retention mui mass 
lrallsfá coe[ficiellls were studied. l/tese coí'(licienls were evaluated applvi11g lhe .ft'lm laver theory for lhe 
concenlration polarization phenomena. 

INTRODI JCTION 

The applications of UF 111L'll1llranes in concenlration and 
fractionation pnx:esses has becn devdopcd during the last two 
dccadc. Among thcm, spccilic applications as dilkrcnl as 
elllucnt trcatmcnt and hiomedical can he mentioncd. Thc hroad 
ficld of applications shows how signiticant is thc devdopment of 
such separative hmTicrs. 

The mcmbrane dliciency can he cstimatcd by dil1erent 
mcthods. These methods allow to evaluated thc di stribution of' 
the pore sil.e as wdl as lhe propertics of mass transpor! undcr 
nonnal operalional conditions. Water transport is one of lhe 
most frequently reporled properties hy manufactures of 
conunercial mcmhrancs. This inlonnalion logcther wilh lhe 
mcmhrane cul-otl are uscd as a comparalion pHramcters hctween 
thc dillerent UF membrancs otkrcd in the market. 

As is \\'cll kn0\\11 (Blatt , W. F.; I 976 and l'oter, M. C. ct 
ai. , I 972), penneation of solulions of' macromoleculcs having 
sharp molecular weight dislribulions are widely used tor the 
purpose or delennining lhe effcctive sieving activily of the 
mcmbrane or ils molecular cut-otf Nevcrthcless, lhe separalion 
perlonnancc of' a memhrane is depcndcnt not only ou the 
dimensions of the solute molcculc, but also on ils shape and 
intcractions with lhe memhrane surface. When a 
macromolccular solutc is prescnl al lhe membrane surtacc, a 
polarizalion ellcct which i~ concenlration dependenl appears. fn 
general, the pol<~rit.ation phenomenon rcduces lhe separation 
efficicncy. Thcrc are dillercnt modcls that describe this 
behavior. lhe lilm theory is lhe mosl widcly applied (Jonsson 
and Boesen , 19S4 ). 

ln lhi s paper, we reporl on lhe perfonnance properties of 
severa! lJl! polysulli:me membranes rclative to dillerenl polymer 
concenlralion in lhe casting solution . For such , measuremenls of 
!lu:-; and rctt:ntion of dextran solutions has heen made. The mass 
lransiCr and real rctention coellicienls for lhis macromolecules 
solutions werc ohtained by lhe application of the lihn theory. 

TIIEORY 

ln any memhrancs process an accumulalion or deplction 
of solutes takes placc near the memhrane surfacc hccause of lhe 
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pennsclectivity of the memhrane. Tlms a conccntration gradicnl 
is li:mned at which stcady state is cslablished hy lhe dillüsion or 
solute hack lhrough lhe stagnanl tlim laycr. 'lllis phenomenon is 
called polarization . Figure I shows lhe concenlration prolilc in 
thc slagnanl boundary laycr. Thc mass transpor! within thc tilm 
is assume to be one-dimensional . ln the sleady slalc lhe solute 
llux is conslanl throughout the film and equal lhe solutc !lux 
density through lhe mcmhranc, N s. 

Permeate Solution 

<----
Jv 

c 

y 

Figure I - Schematic ofthe fílm-thcory modd 

i\ material balance lor lhe solule iu a dit1i:rcntial element 

gtvcs 

N =J C = J C - D(dC 1 dv) s v r v · " (I) 

where Jv is lhe total !lux through lhe mcmbrane; C i, Cb, and CP 
are the solute conccntrations al lhe memhrane-solution intcrfàce, 

in lhe hulk solulion and lhe pem1eate respectively; C thc solutc 

concentralion at any poinl in the solution phasc; ]) the di!Tusion 

codlicient o r solutc. 
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lnh::gration of l•:q. (I) with lhe following boundary conditions 

C=CA at y=O 
C=Cs at y=o (2) 

giVCS 

(c, -cr) -l' v!k) 

(cb -cr)-

whcn: thc mass lransfer coct1icient k= 0 /(\_ 

(3) 

Eq. (3) can bc rearranged lo givc a relation betwccn thc 

ohserved rct.:ntion (RJJ = 1 • CP I Ch) and th.: tmc retention 
(R= 1-Cp/Cj) as f(Jl!ows. 

( 
I - R0 J _ n( I - R ) J v ln - - -1 -- +-

R0 R k 
(4) 

For thc samc solutc and conslant !low vclocity of thc fccd 

solution , 1 ~q- (4) shows that a plol of ln l(l-R0 )/ R0 j vs_ Jv 
should givc a straight linc, intcrsccting th.: ordinatc axis 
at ln!( 1-R)/R j and slopc equal to k-1 

EXPERIMENTAL 

Uf Mcmbrancs Prcparation. Thc polysulfon~ (l'St) 
mcmhrancs wcrc prcparcd following thc traditional wet phasc 
invcrsion proccss (Loeb y Sourirajan, 1960). lhe tlat supports 
wcre glued on glass plates and thc PSf solutions wcr(; cast al 25 
oc in air, using a lilm cxlemlor. ·n1e operalional condilions 
werc: 

I'Sf conccntration : 12-20 'Y.. p/p 
Solvcnt : l)imcthylfomutmide 
Non-solvcnt: distilled watcr 
Wct casting thickness: 275 ~tm 
Halh coagulalion temperature 25 oc 
Relalive humidity: 40% 
Non wovcn support: .126 

lhe UF mcmbran.:s pn:pared trom dilfcrcnt l'Sf 
conccnlration are lisled in Tahlc I 

Tahlc 1. tJF membrancs clasitications 

Mcmhrane l'Sf% (w/w) DMF% (w/w) 

M-12 12 RR 

M-13 13 R7 

M-14 14 86 

M-15 15 RS 

M-16 I() 84 
I 

M-17 17 R3 

M-20 20 80 
-----
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Watcr Flow and lkxlran Rctenlion Mcasuremcnl: For hoth 
thc pure watcr flux though th.: membranes aqd d.:xtran 
rclcnlions tcsls a Milliporc Minitan S dcvicc was us.::d. 

'fhe hydraulic pcnn.:ahility was calculatcd from Darcy's 
law, mcasuring the perrneatc amonnt of purc watcr at ditlcrcnt 
transmcmhrane prcssurc (20 - I 00 Kl'a). Thc water tlow in the 
fccd was k.::pt constant at rate of 2,5 x 1 o-2 1/scc_ 

The ohservcd retcntion coctlicicnt w.::rc cvaluatcd with 
aqucous solutions of dextrans supplicd by Fluka with nominal 
avcragc molecular weight from 8.800 to 2.000_000. 'l11c dextran 
concentration of thc tccd solution was 0,5 % (w/v) with a tlow 
rate of 2,5 x I o-2 1/scc. lhe dextran conccntralions werc 
dctennincd hy refractomctry (Index lnstnnncnts (;PR I 1-37 ). 

RESULTS 1\ND DISCl;SSION 

llydraulic l'cnncabilitics (l,hl Figure 2 shows the water 
tlux lhrough thc mcmbrancs ag~tinst of thc lransmcmhran.:: 
prcssure. The hydraulic penncahilitics wcre cvaluatcd trom thc 
slop.: of straight lin.:s acconling to: 

.I v= Lh L\p 

0.4 

0.3 

~ 
E 
à 0.2 
~ 

> ..., 

0.1 

0.00 

. ... 
... 

10 

-~ 
,·""' 

... 
• 
20 

• 
/ .. 

./ 
... ... 

u 

... • • 
• 11 

~-· ........... ~--.. 
() ~:) -

30 40 50 60 
Pressure (KPa) 

(5) 

• M~12 

... M-13 
• M·1• 
• M-16 
.. ,..1& 

M-17 
h M·20 

70 

Figure 2 - Watcr !lux variation with the transmembrane pr.::ssure 

The Lh values oblained are given in tablc 2 and they are 
rcpr.::scnted in Figure 3 against the polysulfonc conccntration_ ln 
this plot a linear corrdation bctwc.:n Lh and I'Sf% is obscrvcd. 
lhe water pcnncability dccrcascs whcn polymcr conccntration 
in the casting solution incrcascs. lhe results allows to predict 
the transpor! propcrtics of a mcmhranc, t<>r a given sct of 
casting parameters, jnst hy controlling lhe concentration of the 
polvmcric solution. 



l"ahk 2. I Iydranlic Penneahilitics ofthe prepared 
mcmhrancs 

Mcmbranc Lh X 106 
(Kglm2sJ>a) 

M-I2 5.60 

M-I3 2.70 
1---· 

M-I4 1.74 

M-I5 1.03 

M-Iô 0.99 

M-17 040 

M-20 0.07 

• 
• .. .. 

10~ • D. • 
i 
~ 
_j 

1 Q·7 

12 13 14 15 16 17 18 19 20 

PSf%(wlw) 

~igure 3. l·:llccl ofpolymer concentralion in the casting solution 
on lhe hydraulic penncabili1y. 

Mass Transfer Coellicicnl (k). The dexlran transport in the 
membranes has been calculated by lhe ohserved retenlion (R

0
) 

a~ 11 funclion of transmembranc pressure. Thcse results are 
r<:presented in Figure 4 for M-I 5 UF membrane. Then the R

0 

a: 
#. 

e MW•8800 
• MW-19200 
.6. MW•40000 
+ MW-:70000 

100 • • 90 • • 80 • • JJ,. 
70 

60 À 

50 

40 • 
30 • • • 20 • • 10 • • 

o 10 20 30 40 50 60 70 
Pressure (=)KPa 

i'igure 4 - Observed rdention codlicients versus 
lransmemhranc prcssure l(Jr M-15 
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values are plotted againsl \ according with I·:q. (4). ln ali cases 
there is a linear corrdation. Eq. ( 4) is used to identify lhe mass 
translcr coeflicient lrom lhe slopc and lhe true retenlion (R) 
intersecting thc ordinate axis at ln I (1-R )/R j. 

The R and k values evaluated lor the synthetized 
memhranes are reported in Tahle 3. For a givcn molecular 
weighl of dextran, thcre is a marked incn.:ase in the retcntion 
with the increasing polysulfone concentration. 'llüs relative 
rcslriction to soiute transport through thc mcmbranc is duc to thc 
fact thal increasing the polymer amonnt in thc casting soiution 
gives smaller mcan pore size at the memhrane surfacc. 

Figure 5 shows the dependence helween ti1c mass lransfer 
codticienl and the polysulfone concentration for a given dcxtran 
molccular wcight. 

Tahie 1 - Tme rctention and mass lransfer coellicicnts .. 
Mcmhrane MW (g/mol) %R 

M-I2 70,000 12.35 
1 [().(')00 21.25 
580,(~00 100 00 

2,000,000 100 00 
M-13 70,000 19,78 

110,000 6035 
580,000 100,00 

M-I4 I 9,200 45.00 
40,000 74.27 
70,000 98.82 
I 10,000 IOO.OO 

M-I5 8,XOO 11.10 
l9,20U 44.27 
40,000 95.65 
70,000 100.00 

M-I6 8,XOO 24.97 
I9 ,200 71.91 
40,000 99.40 
70,000 IOO.OO 

M-I7 8,XOO 38,22 
19,200 60,82 
40,000 99,79 
70,000 IOO,(JO 

M-20 8,800 46.25 
19,200 80.33 
40 ,000 I 00 00 

• 
6 

5 • 
Ui 
] • 4 
~ À o 

3 • >< • :.:: 
2 • 

o 
13 14 15 16 17 18 

o/oPSf(w/w) 

19 

k x10) (nlfs) 

-· 

16.61 
12.50 
0.15 
0.12 
5.00 
1.92 
1.49 
4 35 
3!\5 
() 95 
0.94 
6.67 
3.12 
o 63 
0.21 
5.26 
2 5(J 
0.54 
O I I 
3.57 
2.22 
0.49 

0.089 
o 93 
0.85 

0.070 

MW~19200 

MW•8800 

20 21 

Figure 5- Mass lransfer cocllicicnt as a fimction of polysulfone 
concentration (fór two dextran molecular wcighl). 



The true retention is plotted against dextran moleculur 
weights, allowing to estimate the memhrane molecular cut-oll. 
The decreasing cut-otf values obtained with increasing polymcr 
concentration are showed in Figure 6. 

• 

• t 
~ 105 

" o "r • 
• • ..• • " 

104 
12 13 14 15 16 17 18 19 20 

%PSI(w/w) 

Figure 6 - E11ects of polymer concentration on 
membrane cut-otT 
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CONCLlJSIONS 

Supportcd UF mcmhrancs were preparcd hy the invcrsion 
phasc techniquc lrom polysult(mc solutions with di llercnt 
polymcr concentration. 

The true retcntion and mass transler cocflicicnts werc 
cvaluated applying the film layer theory fix the concentration 
polarization phenomcna. For that measurcment of watcr !lux and 
retcntion tcst with polydispcrse polymer solutcs ( dcxtrans) has 
been made. An increase of polymcr conccntration in the casting 
solution alfects thc stmcture of thc prepared mcmbrane 
diminishing hoth ctTcctive porosity and mean pore size in the 
dense skin. This will provide a highcr mcmhrane resistance to 
the water !lux decreasing lhe hydraulic pcnncahility. A 
diminution in the mean pore sizc atlccts the solute retcntion 
decreasing the mcmbrane cut -ofl. 
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RFSUMl ~N 

/
1ara analizar e/ ejúH1 de espesor de moldem/o y soporle sobre las propiedades de lransporle en 

membranas de ultrqfi/tración se prepararon membranas con distintos espesores de moldeado y con distintos 
tipos de soportes no tejidos comerciales. La permeabilidad de cada una de las membranas fil e evaluada 
tanto medidas de Jlujo de OKua pura como por pmebas de ultrr4iltr6lción con solutos polidispersos 
(Dc~xtanvs). /,os datos de rechazo de los dextranosfiwron inte17Jretados mediante ef modelo de capa película, 
e/ que file utilizado para e/ cálculo de los coeficientes de tran.y{erencia de musa (k} y e/ rechazo real de la 
membrww. ~:·.~ te último permitió estimar ef corte de peso molecular para cada membrana. 

INTRODUCCION 

La ultraliltración (UF) es un proceso de separación con 
membranas en donde la fuerta impulsora es la presión y se 
ultili t a para la separación de macromokculas (Cherian, l9S() ). 
En las membranas de ultrafíltración la barrera separadora 
efectiva constiluye una capa densa o piei de unos pocos 
nanómctros. debajo la cnal est;í una subestmctura porosa 
polimérica . Sin embargo debido a las presiones de 
transmembrana utilizada en los procesos de ultrafiltración estas 
membranas trecuenlernente se tracturan pcrdiendo su e!iciencia. 
Es por este motivo que las membranas de UF son generalmente 
soportadas en una matrit no tej ida de mayor resistencia 
mecánica , moldeandose la capa polimérica a un detenninado 
espesor sobre Jícho soporte. 

En cstos casos la permcabilidad en cl sistema de 
membranas de UF puede estar dada en ténninos de varias 
resistencias: resistencia de la capa límitc, resistencia de soluto 
depositado en Ia membrana y resistencia de Ia membrana de lJF. 
Esta última inlluye las caracterí sticas estructuralcs de la 
membrana asimétrica y dei soporte. 

En cl presente trabajo se anali1.a ci dccto dei espesor de 
moldeado y dei soporte sobre los parámetros de transporte en las 

membranas de UF. Para dlo se prepararon membranas con 
diferentes espesores de moldeado y con distintos soportes no 
tejidos comercialcs. 

Preparpción de las Membranas /\simétricas So!XJrtadas: 
Materiales: Polisulfona P-3500 lhe provi sta por AMOCO 

lnc.; y N, N-Dimetil!onnamida grado lfPI.C fue suministrada 
por Merck . 

Los soportes no tejidos utíli;,ados en la síntesis de las 
membranas asimétricas soportadl!s (MAS) l'ueron provistos por 

SFPJ\REM S.A cuyas características son : 
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Soporte: .12() 

Material : Poliester 
Espesor: 0. 11 ± 0.02 mm 
Permeabílidad ai a ire a 2 mbar: 150 ± 40 dm3 /s m2 

Soportc: Hohtcx 

Material: Pohestcr 

Espesor: 0. 1 J2 ± 0.02 mm 
Pem1eabilidad ai aire a 2 mbar: 700± 100 dm3/s m2 

Soporte: Viledon 2430 

Material: Polipropileno/Polietileno 
Espesor:0.22 ± 0.02 nun 
Permeabilidad al aire a 2 mbar: I 80±50 dm3 /s m2 

Soporte: Viledon 2431 
Material: l'olipropileno/Polidikno 
1-:spesor:O. 14±(UI2 mm 
Penneabilidad a! aire a 2 mbar: 500±70 dm3/s m2 

l'rocedimiento: Las membranas se prepararon por e! 

método de inversión de tàse (Kesting, 19S5), el cual consiste en 

moldear la solución polimérica mediante un extensor de película 

sobre una placa de vidrio la cual tiene adherida cl soporte, 
extendiendose la solución sobre d mismo. Posterionnentc se 

deja evaporar e! solvente durante 30 segundos y se introduce en 
un bafio que contiene ;tgua bidcstilada . Una vez lonnada Ia 

membrana se transficre a otro bafio que contiene agua por dos 
horas para eliminar d solvente atrapado en cl interior de la 

membnma y finalmente se realiza w1 post-tratamiento con agua a 

85 °C durante 10 minutos. En la Tabla I se indican las 
condiciones operacionales de preparación de las membranas 
sintetizadas. 
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Ta h la 1- Condiciones opcracionales de síntesis de las MAS 

Membrana % PSf(p/p) Fspesor Soportc 

!Iúmcdo,l (ll) 

M-1 20 175 J26 

M-2 20 230 J26 

M-3 20 275 J26 

M-4 20 340 J26 

M-5 20 450 J26 

M-6 17 275 I Jolitex 3426 

M-7 17 275 Viledon2430 j 

M-X 17 275 Viledon2431 

M-9 17 275 .126 I 

~-- - - -

Medidas de Penncabilidad 

Hquipo de J>emteación: En la Figura I se muestra cl 
esquema dei equipo de pem1eación utilizado para las medidas de 
pcnneabilidades hidráulicas y de solutos polidispersos. 

Figura I - Esquema dei equipo de pcm1eabilidades, en donde: 
reservorio, 2 bomba pcristáltica, 3 manómetro de presión, 4 
entrada de alimcntación, 5 celda de penneación Minitan-S , 6 
membrana, 7 recirculación dei no-pcnneado, X salida dei 
penneado, 9 vaso de muestrco, I O balanza 

Medidas de Nujo de Agua (J,J: Las medidas de Jv se 
detenninaron haciendo pasar agua bidestilada y pretiltrada 

(microtiltro de 0.2 11 ) a través de las membranas sintetizadas, a 

diferentes presiones de transmembrana. 

Medidas de Rechazo o Coeficientes de Retención: Estas 

pruebas tiencn por objeto detemlinar el corte de pesos 

moleculares (cut-oll) de las membranas obtenidas. Para 

caracterizar las membranas se prcpararon soluciones patront::s 
con dextranos comerciales (Fiuka) de peso molecular de 8.ROO, 

19.200, 40.000, 70.000 y 110.000 g/mol con una conccntración 

de 5g!l , las mismas fueron impulsadas a la celda de penncación 
con un caudal constante de 1.500 ml/min y las presioncs de 

lransmcmbrana aplicadas tuvieron un rango de 20 -IOOKI'a. 

Todas las corridas se llevaron a cabo a 25°C v Jas 
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.:on.:entraciones de dcxtranos lüeron determinadas con un 

rcfractómetro digital. 

RESULTN)OS Y DISCUSION 

Pcnncabilidad llidráulica (Lhl L·:n la Tabla 2 se indican 

las valores de pcnneabilidadcs hidraúlicas obtenidas de la 
pendientc que resulta de grallcar los valores de llujo volumétrico 

de agua (Jv), en función de la prcsión de transmcmbrana (1\p), 

de acuerdo a la siguienlc cxpresión: 

Jv= Lh 1\p (I) 

Tabla 2 - Pt:nncabilidadcs Hidráulicas de las Membranas 
Preparadas 

Membrana Lhx I O 7 

(Kg/m2sl'a) 

M-1 6.00 

M-2 1.00 

M-3 070 

M-4 0.32 

M-5 0.09 

M-6 4 .70 

M-7 12.3 

M-8 10.7 

M-'J 4.00 

En la Figura 2 se muestra la disminución !inca! de la 

penncabilidad hidraúlica como una función dei aumenlü dei 
cspcsor húmedo de mo ideado para las membranas M-1 a M-5. 

Este comportamicnto es debido a que un aumento dei espesor de 

moldcado aumenta la cantidad de polímero disponible en la 
inlerütse sohtción aire, en cl proceso de inversión de fase . Esto 

contri buye a la fonnación de una capa densa o piei superficial 
con lamailos de poros y porosidad menor. 
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Figura 2 -Influencia dei Espcsor de Moldeado sobre la 

Penncabilidad Hidráulica. 



Los soportes Viledon 24~0 v Viledon 2431 utilizados en la 
prepararcion de las membranas de lJF muestran mayores 

penneabilidades hidraúlicas que aqudlas preparadas sobre 

Holite:-.: ~42ó y J26. 

Coeficientes de Retención y Transferencia de Masa: 
mediante la pemteación de soluciones de de:-.:tranos ha sido 
posible evaluar d tamiwdo efectivo de las membranas 

preparadas, ddiniéndose para tal lin d coeficiente de retención 

observado (R) como: 

(2) 

donde Cp es la concentración de dextrano en e! penneado y C/\ 
es la concentración dei soluto en la alimentación. 

Mediante e! uso de la teoría de la película (Jonson, G. y 

Boesen, C, 1984 ), la cual incluye el efecto de polarización por 
concentración, es posible detenninar el coeficiente de retención 

real (Rr): 

(~) 

donde Cs es la concentración de soluto cn la supcrlicic de la 

membrana en contacto con la solución de alimcntación. 
La teoria pelicular permite cstablcccr la siguicntc rclación 

entre c] Oujo de agua (.Jv) y las conccntracioncs. 

J.=kln (Cs -Cp) 
' (CA -Cp) 

(4) 

en donde k cs el coeficiente de transfcrcncia de matcria, 
combinando las Ecs. (2), (3) y (4) se ticne que: 

1-R 1-R J 
ln( --) = ln(--r ) + __x_ 

R Rr k 
(5) 

Cuando los caudales de alimentación son iguales y 
constantes para tm mismo soluto, la Ec.(5) representa la 
ecuación de una línca recta.· 

Los valores de R obtenidos de los datos expcrimentalcs 

son graiicados cn función de Jv, acorde con la Ec.(5). De esta 

reprcsentación se obticnc cl valor de Rr cn la ordenada ai origcn 
y k de la pcndientc de la recta. La Figura ~ mucstra hna gráfica 
característica para la M-7 , y en la Tabla 3 se hallan volcados 

los valores de Rr y k para cada dcxtrano y membrana analizada. 

Corte de Pesos Moleculares (Cut-ofl). Como c! tamafio y 
fonna de la molécula de dcxtrano cs modificada a la entrada dei 
poro debido ai esfuerto de corte que cs sometida con las 
diferentes prcsiones de transmcmbrana ( ;\p ), se define c] corte 
de peso molecular como aguei valor para cl cual e! Rr a ,\p=O 
Ov=O, ) cs igual ai 90 %. 

Para obtcner e! cut-ofl de cada membrana se gralica Rr cn 
función dei peso molecular (PM) de cada dextrano, y de la curva 
obtenida se interpola cl I'M para el cual %Rr= 90 '%. Este 
procedimiento esta cjemplilicado para la M- 2 en la Figura 4. 
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labia 3 - Codicicntcs de rctcnción rcales y 
de transporte de masa 

Membrana l'M ( g/mol) 'YoRr k xl o5 (m/s) 

M-1 8,800 21.41 18.86 
19,200 32.95 17.54 
40,000 89.10 1.44 
70,000 94.50 1.40 
110,000 I 00 00 o ~2 

M-2 8.800 28.64 2.63 
19,200 66.15 o 90 
40,000 95.25 <U7 
70,000 100.00 o 17 

M-3 8,80 46.25 0.93 
19,200 67.95 o 85 
40,000 100.00 0.07 

M-4 B,800 
I 

60.83 () 22 

19,200 68.1~ 0.20 

40,000 100.00 0.016 

M-5 8,800 91.91 0.025 
19,200 94.% 0.024 
40,000 I 00.00 0.014 

M-6 8,800 32.10 3.22 
19,200 48.75 ~.00 

40,000 91.21 1.19 

70,000 97.00 0.92 

M-7 8,800 23.86 4.~5 

19,200 71.10 1.64 

40,000 98.74 o 79 

70,000 100 00 014 

110,000 100.00 0.12 

'.1-8 8,800 34.52 5.26 
19,200 66.37 2.8ó 
40,000 98.91 0.71 

70,000 100.00 0.35 

M-9 8,800 38.22 3.57 
19,200 60.82 2.22 
40,000 99.79 049 
70,000 100.00 0.089 

-+- PM=8.800 

• PM=19.200 _,.. 
PM=40.000 

3 -·- PM•70.000 

2 
._ ___ -· 1 ·------ li • • o • A 

-1 I"' 
!!: -2 • ~ 

-3 • -~ -4 
-5 
-6 
-7 
-B 

o 2 3 4 5 6 7 8 

Jv x 1 os (m/s) 

Figura 3- Estimación gráfica de Rr y k para M-7. 
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i"igma 4 - Representación dei Coeticiente de Rechazo Real en 
función dei Peso Molecular para la M-2 

En la Tabla 4 se encuentran los valores de cut-o!T para 
cada membrana como era de esperar. Se observa una 
disminución en los valores de cut-oll encontrados a medida que 
e! espesor húmedo moldeado se incrementa. 

Tabla 4 - Corte de Pesos Moleculares de las 
Membranas Sintetizadas 

Membrana Cut-off 

M-1 43,478 

M-2 41,000 

M-3 30,000 

M-4 27,000 

M-5 7,912 

M-6 40,000 

M-7 30,000 

M-8 30,810 

M-9 35,000 
--- --

CONCLUSIONES 

Se estudió e! efecto del cspesor de moldeado y del suporte 
sobre los parámetros penneosclectivos de membranas 
asimétricas de UF. 
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La pcnneabilidad de cada una de las membranas lite 
evaluada tanto medidas de Oujo de agua pma como por pruebas 
de ultrafíltración con solutos polidispersos (Dextranos). ' 

Los datos de rechazo de los dextranos füeron interpretados 
mediante elmodelo de capa película, el que fue utilizado para e! 
cálculo de los coeficientes de transferencia de masa (k) y el 
rcchazo real de la membrana . Este último pennitio estimar c1 
corte de pesos moleculares para cada membrana detinido como 
aquel valor de PM cuando c! rechazo o la retención es dd 90 %. 

Los resultados mostraron que existe una variación de la 
pcnneabilidad hidraúlica con los distintos soportcs utilizados 
sín afectar rnayomtentc cl corte de peso molecular. Los soportes 
de Vilcdon 2430 y 2431 son mas apropiados por presentar las 
mayores pem1eabilidad hidráulicas. 

El aumento de espesor de la solución de moldeado afecta 
a la cstructura de las membn:nas sintetizadas de dos maneras 
fhndamentales: a) produce un aumento dei espesor de la 
membrana final , y h) provce una mayor cantidad de polímero en 
la superfície densa cn cl instante de producirse la coagulación 
disminuyendo por lo tanto d lamaüo de poro inedio y la 
porosidad de Ia piei. Estos dos factores provocan una mayor 
resistencia ai t1ujo de agua disminuyendo Ia penncabilidad 
hidráulica. Por olro lado la disminución dei tamaüo media de 
poro incide directmncnte en la rctención de los solutos, 
disminuyendo c! corte de pesos moleculares. 
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SUMMARY 
lhe ciTect of both the casting thickness and support on lhe 

propcrtics transport in the ultralíltration (UF) memhrm1cs were 
studied. For tlüs asymmetric polysulfone membranes ti-om 
diffáent casting fhickness and distinct types of commercial 
nonwoven supports were prcpared. ·lne penneahility of each 
mcmbranc was cvaluated through thc measurcmenl of water t1ux 
and by ultrafiltration test with polydisperse polymcr solutes. The 
rctention of dextran data wcre interpreted through lhe lilm­
theory modcl , which was used to evaluated lhe mass transfer (K) 
and thc true relention coellícients. This allowed to cstimate the 
mcmbranc cut-otls. 



VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

A:ICiil TRANSFERÊNCIA DE CALOR NO ESCOAMENTO ANULAR 
DESENVOLVIDO DE DOIS LÍQUIDOS IMISCÍVEIS EM TUBOS CURVOS 

Ricardo J. Silva, Márcio Ziviani e Ramón M. V alie 
Departamento de Engenharia Mecânica 
Universidade Federal de Minas Gerais 

31270-90 I - Belo Horizonte - MG - Brasil 

RESUMO 

Neste trabalho estudou-se a troca de calor na região completamente desenvolvida de um escoamento anular 
de dois líquidos imiscíveis no interior de tubos horizontais retos e ligeiramente curvos de seção circular, em 
regime laminar permanente. As equações de conservação da massa, da quantidade de movimento e da energia 
foram resolvidas utilizando-se o método de diferenças finitas com formulação em volumes de controle, 
utilizando o esquema de interpolação Power-law. No acoplamento pressão-velocidade foi utilizado o método 
SIMPLE. Os resultados são comparados com dados da literatura. 

INTRODU CÃO 

Nesse trabalho estuda-se a troca convectiva de calor na região 
completamente desenvolvida do escoamento anular de dois 
líquidos imiscíveis em trechos retas e curvos de um tubo 
horizontal de seção circular constante. O escoamento é dito 
anular quando os dois fluidos que o compõem escoam 
segregados, um como um filme junto à parede e outro no núcleo 
da tubulação. 

O escoamento bifásico como o estudado no presente trabalho 
ocorre em vários sistemas e equipamentos industriais. Em 
sistemas de geração e distribuição de vapor, os fluidos são fases 
distintas da mesma substância; já em trocadores de calor por 
contato direto e em tubulações industriais são fases distintas 
(gás-líquido) ou iguais (líquido-líquido) de substâncias 
diferentes. A presença de um outro fluido no escoamento pode 
ser inerente ao processo, como nos trocadores de calor por 
contato direto; inevitável, como nos vazamentos de óleo nas 
bombas e compressores, ou um segundo líquido pode ser 
propositadamente injetado no escoamento para formar um filme 
junto à parede do tubo. 

Esse filme pode ter a função de reduzir a perda de carga em 
escoamentos como os de óleos pesados, com um filme de água 
(Gould et ai.. 1974). Pode aumentar ou reduzir a perda de calor 
através da parede nos casos em que há troca de calor (Lieb et ai., 
1977). Ou ainda criar uma proteção contra oxidação ou 
incrustação na pareqe em circuitos de água, usando um filme de 
querosene (Nogueta, 1988). Qualquer que seja o caso, é 

Figura 1 - Tubo circular helicoidal. 

1303 

importante que se garanta a integridade do filme, já que seu 
colapso poderia causar o superaquecimento ou o aparecimento de 
pontos de oxidação. 

O escoamento em uma curva é uma aproximação daquele em 
um arranjo helicoidal, desprezando-se a inclinação devido ao 
passo da hélice, ou seja, considerando D >> p, conforme Fig. 1. 
Sabe-se, há muito tempo, que o processo de troca de calor nesse 
arranjo é mais eficiente que em tubos retos, devido ao 
escoamento secundário, além de produzir equipamentos mais 
compactos. 

Um problema convectivo é composto por dois problemas 
distintos, embora acoplados: o problema hidrodinâmico e o 
problema térmico. A maior dificuldade encontrada na solução de 
problemas convectivos está na parte hidrodinâmica, porque 
envolve a solução simultânea da equação de conservação da 
quantidade de movimento (equação do momentum) nas três 
direções coordenadas e da equação de conservação da massa 
(equação da continuidade). 

O Problema Hidrodinâmico. O estudo se inicia com William 
et ai. ( 1902 ), que observaram o deslocamento da velocidade 
máxima na direção externa da curvatura do tubo. Eustice (1910), 
utilizando a técnica dos traçadores de Reynolds, observou a 
existência do escoamento secundário em forma de duas 
helicoidais. 

A primeira solução se deve a Dean (1927), que mostrou que 
os efeitos centrífugos deslocam o pico da velocidade principal 
para o lado externo da curvatura e dão origem ao escoamento 
secundário. Além disso, estabeleceu a representação deste 
escoamento por um grupo adimensional, que hoje leva seu nome: 

K = ReJa/rc , (1) 

onde K é o número de Dean, a o raio do tubo, rc o raio de 
curvatura e Re o número de Reynolds dado por 

Re= paw/11, (2) 

onde w é a velocidade principal média, p e 11 são a massa 

específica e a viscosidade médias na seção transversal, 
ponderadas pela área transversal de cada fluido: 



~ 

p = p,((28)2(1- p') + p') (3) 

~ = ~~~((28n1- ~·) + ~·) (4) 

onde p' e ~' são as razões entre as propriedades do .filme e do 

núcleo: 

p'=pt/P, (5) 

~·=~! ;~,- (6) 

Desta forma, o escoamento em tubos curvos é caracterizado 
pelo número de Dean e pela razão de curvatura ( r,/ a ), sendo que 

quando essa última é grande o escoamento é controlado apenas 
pelo número de Dean. 

Segundo Berger et ai. (1983) o número de Dean é a medida 
do escoamento secundário, e pode ser interpretado como: 

K = ~F,~/r: (7) 

sendo F, a força de inércia ( F, = pa2w2 
), F, a força centrífuga 

( F, = pa3w2 /r, ) e Fv a força viscosa ( Fv = ~aW ). 
O escoamento secundário é explicado pelo surgimento de um 

gradiente de pressão induzido centrifugamente na . seção 
transwrsal devido a diferença de velocidade entre o fluido 
escoando mais lentamente na parte interna e mais rapidamente na 
parte externa da curva, como ilustra a Fig. 2. 

a) /;:::·~:-:~.::··"' h) ~~~:>-::--... 
,'~/::;.-' ---~::::.<""''-" ""'. " t!<0__..c:- ) - ~~~-~ / / . _,. -- ' '· ' -. \ :?,7/ - - 7 -- \ ' ' \ 

//•> ' ' - ..... \ '.\ •\ \ //,/r _L - ',\ 1,\ . 

/ ( ./ ··,-._ ' \, I \ I /!? .. - • I '- /' ' \·, \ 

< , I ' 1 ~~\_ _l : !:!? ' - \ . '/ -
1 

I 

Figura 2 - Padrão do escoamento secundário. 
a) Baixos número de Dean; b) Altos número de Dean. 

(-velocidade principal,- -linha de corrente.) 

A partir de um determinado número de Dean as equações de 
Navier-Stokes apresentam solução dual, com o aparecimento de 
quatro vórtices (Ito, 1987). O limite do número de Dean para isso 
ocorrer não está claro na literatura, mas Brum ( 1988) citando 
Nandakumar e Masliyah (1982) afim1a ser esse fenômeno mais 
comum em geometrias cuja parede externa do duto é plana. 

Recentemente, Nogueira ( 1993) estudou o escoamento 
completamente desenvolvido de fluidos imiscíveis em tubos 
retos. Ziviani ( 1991) resolveu numericamente o problema do 
escoamento anular de dois líquidos imiscíveis em tubos retos e 
curvos, na região de entrada, considerando a interface entre eles 
circular e concêntrica ao eixo do tubo. Braga (1995) estudou a 
região completamente desenvolvida, com as mesmas 
considerações de Ziviani. 

O Problema Térmico. Os trabalhos experimentais correla­
cionando o número de Nusselt médio com os diversos parâmetros 
do problema no escoamento monofásico em tubos curvos iniciam 
com Richter ( 1919) e prossegue com os trabalhos de Jeschke 
(1925), McAdams (1942), Berg e Bonilla (1950), Kirpikov 
(1957), Prabhudesai e Shah (1959) e Seban e McLaughlin 
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(1963). 
O primeiro trabalho teórico deveu-se a Mori e Nakayama 

(1965) que, com a condição de contorno de fluxo de calor 
prescrito na parede (condição de contorno de 2a espécie), utilizam 
o modelo de camada limite restrito a problemas completamente 
desenvolvidos e altos números de Dean; resolvem também o caso 
turbulento ( 1967a) e com éondição de contorno de temperatura 
de parede constante (condição de contorno de 1" espécie), além 
de apresentarem correlações para o número de Nusselt (1967b). 

Dravid et ai. (1971) apresentam uma solução numérica, para 
as regiões de entrada térmica e desenvolvida, usando o modelo de 
camada limite e resolvendo pelo método ' numérico ADI 
(Implícito de Direções Alternadas). São utilizadas condições de 
contorno de 1" e 2" espécies. 

Akiyama e Cheng (1971) resolvem o problema hidrodinâmica 
e termicamente desenvolvido com condição de contorno de 1 a e 
2" espécies, para altos números de Dean. Kalb e Seader (1972) 
fazem o mesmo sem a restrição no número de Dean. Os mesmos 
autores apresentam soluções para condição de contorno de 1 a 
espécie (Akiyama e Cheng em 1972 e Kalb e Seader em 1974). 

Patankar et ai. (1974) resolvem numericamente as regiões de 
entrada e completamente desenvolvidas, com condições de 
contorno de 1 a e 2" espécies. 

Bentwich e Sideman (1964) estudam a transferência de calor 
no escoamento anular de dois líquidos em um tubo reto 
horizontal, nas regiões de entrada e completamente 
desenvolvidas, com condição de contorno de 1 a espécie. 

Lieb et ai. (1977) investigam a transferência de calor no 
escoamento anular de dois líquidos em um tubo reto vertical, com 
condição de contorno de 1" espécie. 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

Sistema de Coordenadas. A configuração geométrica e o 
sistema de coordenadas utilizado estão representados na Fig. 3. 

~ 

,- I, 

::;.. 

n' 
--:.L_·, 

I L"' 
-\ '' !"'·y -' i''. I ,:,(: \'. ,\ 

í ·. H \ J: I ' 
.. I ' 

! -m----

. ) -

Figura 3 - Geometria e sistema de coordenadas adotado. 

Modelamento Matemático. No escoamento completamente 
desenvolvido as derivadas com relação a z são nulas, o gradiente 
de pressão constante e 

u = l~r,ro ), v= v(r,ro ), w = w(r,ro ), e= e(r,ro ), (8) 

onde 8 é a temperatura adimensional, definida por 

e(r,ro) = ( T(r,ro,z)- T, )/( T,er(z)- T,). (9) 

Aqui T,er é uma temperatura de referência. Com isso, supõe-se 



que a pressão possa ser escrita como a soma de um valor médio 

na seçào ( p ) com uma flutuação na seção ( p •• ), ou seja, 

p(r,ro,z)= p(z)+ p"(r,ro,z). (10) 

Considera-se ainda que a flutuação de pressão é independente da 
posição axial , pois, 

à .. àD 
_'!!_«.E 

àz àz ' 
(11) 

Define-se ainda uma pressão modificada que inclua os efeitos 
gravitacionais 

p' = p'' + pgrsenro. (12) 

Considerando apenas tubos com grande raio de curvatura, as 
equações descritivas do problema se reduzem a: 

equação da continuidade: 

1 a 1 a · 
--(rpv) +--(pu)= O 
r àr r oro 

equação da conservação da quantidade de movimento 
direção axial: 

1a 1a aji 
--(rpvw) + --(puw) = -- + 
ror ràro àz 
1 a ( àw) 1 a ( ~ àw) 
--; ar r~"'&- +--; aro --; aro 

direção radial : 

1 a 1 a op' 
--(rpvv)+--(puv) = --
r ar r aro ar 

1 a ( àv) 1 a ( ~ àv) +-- r~- +-- -- +Scv +Spvv 
r àr àr r aro r oro 

onde: 
pu2 pw 2 2~ àu 

Se,. =--+--cosro ---
r rc r 2 aro 

Sp,. 

direção angular: 

1 a 1 a 1 ap' --(rpvu) + --(puu) = --­
r àr r oro r aro 

1 a ( au) 1 a ( ~ àu ) +--r~- +-- -- +Sc"+Spuu 
r ar ar r aro r aro 

onde: 
pw 2 2~ àv 

Se =---senro+--
" rc r2 aro 

pv ~ 
Sp, = --- 2 

r r 

equação da energia: 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

l30S 

(21) 

(22) 

As condições de contorno do problema são: 
- Na parede do tubo (r = a). Não deslizamento, impermea­

bilidade e temperatura superficial constante ou fluxo de calor 
constante: 

àT u =O, v= O, w =O e T = T. ou - k- = q ar s· 
(23) 

-No plano de simetria (ro =O e ro = n). Devido à simetria do 
problema, não há fl~xo de massa ou calor nesse plano: 

àv àw àT u=O -=0 -=0 e -=0 , aro , aro aro . (24) 

-No eixo do tubo (r= 0). O eixo do tubo é um ponto singular 
com área igual a zero: 

au àw àT 
-=0 v=O -=Oe-=0 ar , , ar ar . (25) 

Interface entre os líquidos. Devido à complexidade dos 
fatores que afetam a forma e a posição da interface e observando 
os trabalhos experimentais de Anderson e Hills (1974) e 
Maddock e Lacey (1974), foram feitas simplificações no modelo . 
O modelo utilizado considera que os dois líquidos escoam 
completamente segregados, não havendo penetração, formando 
uma interface sem espessura, lisa, circular e concêntrica ao eixo 
do tubo (Ziviani, 1991). São desconsiderados portanto os efeitos 
da instabilidade de Kelvin-Helrnholtz provocada pelo salto de 
viscosidade na interface. 

A regiijo ocupada por cada líquido é definida pela posição da 
interface (8). Essa posição é tal que satisfaça a equação de 
conservação da massa para cada líquido, ou seja: 

(26) 

(27) 

O modelo apresentado é válido em todo ponto do domínio em 
que as propriedades sejam contínuas e continuamente 
diferenciáveis. No contato ~ntre os dois líquidos (r = 8), devido 
às descontinuidades nas propriedades tisicas, as equações de 
conservação assumem formas específicas, representando 
continuidade de velocidade, de temperatura, de tensões de 
cisalhamento e de fluxo de calor: 

[ au] [ au] [ àvl [ àv] ~- = f..l- f..l- = f..l- . 
ar s+ ar s-, ar + ar s- ' 

(28) 

[~ àw] _ [~ àw] e [k aT] = [k aT] 
ar s+ - ar s- ar o+ ar 0- . 

Número de Nusselt. Para comparação entre a troca de calor 
foram calculados números de Nusselt assim definido: 



-

Nu= h2a 
kf 

(29) 

onde h é o coeficiente convectivo e k1 a condutividade ténnica do 
filme . 

METODOLOGIA DE SOLUÇÃO 

As equações foram discretizadas segundo o método de 
Diferenças Finitas com formulação em volumes de controle, 
confonne descrito por Patankar (1980). Foi utilizado o esquema 
de interpolação Power-law e o acoplamento pressão-velocidade 
nas direções angular e radial foi feito com o algoritmo SIMPLE 
(Semi-Implicit Metod for Pressure Linked Equations). O 
acoplamento pressão-velocidade na direção axial foi feito por um 
procedimento semelhante. Foi adotado um esquema 
desencontrado de alocação das variáveis (Patankar, 1980). A 
malha adotada foi não-homogênea, com refinamento nas regiões 
próximas à parede e à interface 

V ALIDACÃO DO MODELO 

Não 'foran1 encontrados dados experimentais de escoamento 
anular, por isso o modelo foi validado simulando um escoamento 
monofásico. Para a validação do modelo foram comparados os 
perfis de temperatura com resultados experimentais de Mori e 
Nakayama (1965) e numéricos obtidos por Patankar et aL (1974). 

Os resultados nas seções A-A e B-B (ver Fig. 3) são 
mostrados na Fig. 4 onde T,.r (ver Eq. (9)) é a temperatura do 
centro do tubo. A discrepância observada entre os resultados 
encontrados e os experimentais de Mori e Nakayama na parte 
interna da curva (seção A-A) se deve à dificuldade, no trabalho 
experimental, de se manter a temperatura da parede do tubo 
uniforme na seção. No entanto concordam bem na parte externa 
da seção, na seção B-B e com os resultados de Patankar et aL , 
cujo erro máximo é 6,8 %. 

1.0 !""'::==:::c:====---r---,----, 

<::3 ....._ 
.... 

o o+ 

(> 

0 .0 

~ 

Patankar et ai. 

Mori e Nakayama 

Esse trabalho 

A-A 

I :::::::::::+ ---Lo • 
0.0 1.0 

e 
Figura 4- Validação do modelo. 

RESULTADOS 

2.0 

Foram analisados os efeitos do número de Dean sobre os 
perfis de temperatura em duas composições: querosene I água e 
água I querosene, onde o primeiro componente de cada mistura 
escoa no filme. Na Tab. 1 estão indicadas as relações entre as 
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Tabela 1 - Relação entre propriedades tisicas nas 
composições consideradas (filme I núcleo). 

Querosene I água Agua I querosene . 1,04 0,9615 p . 2,2459 0,4453 Jl 

k* 0,3196 3,1289 

c: 0,4 762 2,1186 

propriedades dos líquidos nas composições estudadas. 
Neste trabalho foi utilizada uma razão de curvatura (r! a) 

constante igual a 6,25 em todas as simulações. A definição desse 
valor se deu em função de sua utilização por Patankar et aL 
(1974). A razão de vazões considerada foi 0,5. 

Nas isocurvas do escoamento principal (Fig. 5 e 9) está 
representada a velocidade principal adimensional, ou seja, w I w . 
Nas isoterrnas (Fig. 7 e 11) está apresentada a temperatura 
adimensional 6 , com T,.r=Tmédia (ver Eq. (9)). Na representação 
dos vetores do escoamento secundário (Fig. 6 e 1 0), para melhor 
visualização, as figuras não mantém a mesma escala. Na mistura 
querosene I água um vetor da Fig. 6b equivale a 13,9 vezes um da 
Fig. 6a; na mistura água I querosene o fator de escala é 28,8. 

Foram feitos diversos testes para definir o número de malhas 
nas direções radial e angular. Foi escolhida uma malha com 62 
pontos na direção radial e 51 na direção angular. 

Neste trabalho foram estudadas situações onde ocorrem 
apenas os vórtices principais, o que ocorreu com número de Dean 
até 600 para a composição querosene I água e até 400 para a 
composição água I querosene. 

Querosene I água. Nesta composição o líquido mais viscoso e 
com menor condutividade ténnica escoa no filme; o que significa 
que a introdução de um filme de querosene dificulta tanto o 
escoame1ao quanto a transferência de calor, comparado ao 
escoamento monofásico de água. 

a)l·;:~~:-~~?~~~::~<~ b)4J} ~::L~~u~~~~~~ 
/;:x. >;;if:~:-.<~'-:::<\ ~ l!:t \ r (- -) ) ; \ \\ 

I/ / //;,/;;:--. ~<;-''\' \ \ \ \ ,';t,?F I \ ,' /--- ; ' i \ \ \ : 1:: , '•,1(!("--2,2 1 i.~\i.:hd, o,6 \ o,2 1 l!tf 1 
1 114 1 '( o,.6 \ o:2_', lLi!.1 '{ i , ,-, I ·, I', I ', '_j.J Iiii I i I - \ - j________L_____J.J 

Figura 5 - Escoamento principaL Querosene I água. 
a) K = 30; b) K = 600. 

Nas Fig. 5 e 6 observa-se que o escoamento com K=600 
apresenta acentuada variação da velocidade principal na região 
próxima à parede e um escoamento secundário muito mais 
intenso que o escoamento com K =30, devido ao aumento da 
força centrífuga. Por isso, a transferência de calor no primeiro 
caso é muito mais eficiente. Esse efeito pode ser observado no 

a) b) 

.... ' . 
-~-::> ~:"~< ·:··_. '' . ; 

Figura 6 - Escoamento secundário. Querosene I água. 
a) K = 30; b) K = 600. 
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gráfico de Nu x K apresentado na Fig. 8. 
Com a análise das Fig. 6 e 7 conclui-se que os gradientes de 

velocidade maiores no escoamento secundário provocam 
gradientes mais acentuados de temperatura e maior eficiência no 
processo de troca de calor. Por isso, quanto maior o número de 
Dean maior será a transferência de calor. 

o ) 

Figura 7 -lsotermas. Querosene I água. Tw constante. 
a) K = 30; b) K = 600. 

Conforme já observado por Patankar et ai. (1974) no 
escoamento monofásico. as condições de contorno de fluxo 
prescrito e temperatura prescrita não alteram substancialmente os 
resultados obtidos, como observado na Fig. 8. São apresentadas 
apenas as isotermas para a condição de temperatura prescrita já 
que a foMa dos perfis de temperatura também são semelhantes. 

As Eq. (30) e (31) fornecem as correlações do número de 
Nusselt com o número de Dean para condição de contorno de 
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Figura 8 - Efeito do número de Dean no número de Nusselt. 

fluxo prescrito (Nuq) e de temperatura prescrita (NuT)-

Água I querosene. Nesta situação o líquido menos viscoso e 
com maior c<>ndutividade esooa no filme, facilitando tanto o 
escoamento quanto a troca de calor, quando comparado ao 
escoamento monofásico de querosene. 

Assim como no caso anterior, observa-se nas Fig. 9 e 1 O uma 
diminuição dos gradientes de velocidade próximo ao centro do 
tubo e um conseqüente aumento desse gradiente junto à parede, e 
o aumento do escoamento secundário com o aumento do número 
de Dean. 

O efeito desse aumento é observado na Fig. 11, onde vemos 
que, com o aumento do número de Dean, as isotermas se 
aproximam da parede do tubo, indicando um maior gradiente de 
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Figura 9 - Escoamento principal. Água I querosene. 
a) K = 30; b) K = 400. 

temperatura. ou seja, maior transferência de calor. Isso pode ser 
observado na Fig. 8. 

A variação do número de Nusselt com o número de Dean 
para esse caso é: 

a) 

NuT = 6,797+ 1,047x10'1K-l,496x10-4K2+ l,165xl0-7K 3 (32) 

Nuq = 5,887+8,34x10-2K-7,109x10-5K 2+1,822x10-8K 3 (33) 

b) 

,. 

~ . .... - ... . . ___ ·_-::_-_.;-,---r·:·_·.- --
Figura 10- Escoamento secundário. Água I querosene. 

a) K = 30; b) K= 400. 

Comparação das composições estudadas. Analisando os dois 
casos estudados vimos que a troca de calor é influenciada 
fundamentalmente pelo escoamento secundário. 

As Fig. 5 e 9 nos mostram que há um maior gradil'nte: ;;" 
velocidacitl principal próximo à parede externa na comjJusJÇ<io 
água I querosene devido à menor viscosidade do Jíquidu que 
escoa no filme. 

''AJ$!Es~\~'$;, h) r~,, ~" 
/f/P/' '---- · )·4) 1:o; \\\\ ~; __ 1 ____ '·. ____ ,_J,h',:'( __ ;:_.~,\,_ 

//(-.-, '-.. '---- __ ... / / ; Ob I . · .. I 

;(t( i( .. :·:.-~:::;;:-: :;.:~) !2 

\ · \_ .r-- _/:- ': -~-:4)/!?~ 
Figura 11 - Isotermas. Água I querosene. Tw constante. 

a) K = 30; b) K = 400. 

Pelo mesmo motivo, comparando as Fig 6 e I O percebe-se 
que o escoamento secundário é maior nessa composição . que na 
querosene I água. 

Assim sendo, a troca de calor é maior na composição 
água I querosene, caracterizado pelo maior gradiente de 
temperatura próximo à parede (Fig. 7 e 11) e pelo número de 
Nusselt (Fig. 8). 

CONCLUSÕES 

A presença da curvatura no tubo desloca o máximo da 
velocidade principal para próximo da parede extern;l e causa um 
escoamento secundário. Isso acentua a troca convectiva 
aumentando a eficiência da troca de calor. 

Como esperado, o aumento simultâneo do gradiente de 
velocidade principal próximo à parede e do escoamento 
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secundário com o número de Dean levam a um aumento do 
número de Nusselt, melhorando a eficiência da troca de calor. 

O fato da condição de contorno ser de temperatura prescrita 
ou de fluxo de calor prescrito não altera significativamente a 
troca de calor. 

Devido à importância do escoamento anular em muitas áreas 
da engenharia, considera-se relevante os resultados obtidos, ainda 
que com um modelo simplificado. Modelos mais complexos, que 
se aproximem melhor do problema real , estão sendo 
desenvolvidos pelos autores. 
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ABSTRACT 

The .present paper reports the heat transfer in the fully 
developed region in a steady laminar annular flow of two 
immiscible fluids inside an horizontal and slightly curved tubes 
with circular cross section. The finite volume method was used to 
solve the mass, momentum and energy conservation equations. 
Results are compared to literature data. 
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CONCENTRICOS EN OPERACION TRIFASICA 
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RESUMEN 

E/ objetivo de este estudio fue investigar e/ me:.clado de/ liquido en una columna de burbujeo de tubos 
concéntricos (CBTC) de !50 I con un sistema trifásico constituido por aire, agua y arena a altas concentraciones 
de sólidos en operación semicontinua y continua. E/ equipo experimental está formado por dos tubos de p/ exigias 
dispuestos de forma concéntrica. La velocidad superficial de gas variá desde 0,057 hasta 0,22 m s·' La 
concentración de sólidos variá desde 120 hasta 500 kg m·3 La operaoión fue semicontinua y continua. Se 
inyectô un tra:.ador a/ sistema y a partir de las respuestas, fueron determinados e! tiempo de circulación y de 
me:.c/ado. Los da tos experimentales júeron comparados con un modelo de N tanques en serie con recirculación 
interna y aunque e/ ajuste no es perfecto, e/ modelo muestra la tendencia correcta y en todos los casos 
ana/izados e/ número de tanques en serie obtenidos en la comparación júe cercano a 28. Se estableció una 
correlación empírica para e/ tiempo de circulación. 

INTRODUCCION 

Las columnas de burbujeo son ampliamente usadas como 
reactores químicos en procesos industriales. Estas consisten en 
recipientes a través de los cualcs una mezcla multifásica tluye en 
cocorriente ascendente. En algunas aplicaciones es necesario 
incrementar la circulación y el contacto entre las fases lo cual 
puedc lograrse ai colocar un tubo cn el interior de la columna de 
forma concéntrica (lazo interno) o un tubo externo que conecte el 
tope y el fondo (!azo externo). En la conliguración de !azo 
interno. e! tubo interno permite formar canales de circulación 
mediante la entrada dei charro de gas por interior dei mismo. con 
lo cual se induce una recirculación global en la que el tlujo es 
ascendente por el tubo interno y descendente en la rcgión anular. 
Para estos sistemas se emplea usualmente una sección de entrada 
cónica a fin de ayudar la circulación dei líquido y e! sólido 
ademas de ev itar la deposición dei sólido. 

Las columnas de burbujeo de tubos concéntricos (CBTC) son 
de gran interés ya que tienen un simple diseí'io, mezclado 
satisfactorio y gran capacidad para transferencia de masa. Estos 
reactores ofrecen la posibilidad de una muy alta y efectiva 
fluidi zac ión lo cual sugierc un alto potencial en aplicaciones de 
procesos trifásicos donde el gas. el líquido y el sólido deban 
permanecer en contacto. Estos sistemas tienen gran aplicación en 
procesos de fermentación, reactores químicos y procesos para 
tratamicnto de efluentes. En una CBTC la presencia de una alta 
concentración de sólidos puede afectar el patrón de circulación y 
mezclado normalmente observado en un sistema bifásico. En un 
sistema de este tipo los sólidos pueden ser uno de los reactivos o 
un catalizador. Algunos parámetros pueden cstablecer el patrón 
de mczclado en una CBTC tales como e! ticmpo de circulación y 
mezclado, la. ve locidad superficial de gas. la conccntración de 
só lidos y la geometría dei sistema. 

El objctivo de este estudio rue investigar d mezclado dei 
líquido median te un análisis de la distribución de los tiempos de 
residencia incluyendo el tiempo de circulación y de mezclado. 
La opcración se realizó cn forma semicontinua y continua y 
opcración trifásica (aire. arena y agua) para diferentes 
velocidades superticiales de gas. eoncentración de sólidos y 
velocidad superficial de líquido. 

))()9 

EQUIPO EXPERIMENTAL 

El equipo experimental usado está formado por una sccción 
cilíndrica con un diámetro interno de 0,3 m y 3 m de longitud. 
El tubo interno dispuesto de forma concéntrica tienc un diámetro 
de O, 14 m y 2 m de longitud con un cspesor de pared de 0,5 cm. 
La sección de entrada es de forma cónica con un ángula de 60° 
y una Iongitud de 0,26 m (Fig. I). EI tubo interno fue colocado 9 
cm encima de la base dei cono tal como proponen Pironti et a/_ 
( 1995) para este sistema. La columna dispone de 21 puntos de 
toma muestra localizados axialmente con separación de 9 cm que 
permiten determinar la concentración locaL La sección de tope 
que corresponde a la zona de separación dei gas posee dos sal idas 
que permiten la recirculación de una porción de la suspensión 
hacia un tanque para luego ser introducida nuevamente a la 
columna mediante una bomba de diafragma de modo que pueda 
reali zarse la operación en continuo Para med ir la variación de la 
concentración de trazador en el líquido se dispone de dos 
electrodos de conductividad, colocados uno en la zona de 
separación dei gas (tope) y otro en la sección cónica (fondo). 
Los electrodos estan conectados a un sistema de adquisión de 
datos que permite rccopilar datos de concentración en función dei 
tiempo. 

Los experimentos fueron realizados a presión atmosférica y 
25°C. Se usó aire como fase gaseosa, el cual se introdujo a Ia 
columna por la parte inferior de esta (sección cónica). E! flujo de 
aire se midió mediante un rotámctro pre-calibrado. La fase 
líquida fue agua y la fase sólida arena polidi spersa de densidad 
2800 kg m·3 con un tamaí'io de partícul a promedio de 280 Jlm. La 
operación fue semicontinua y continua, siendo la altura de 
operación 2,2 m. La vel.ocidad superficial de gas basada en la 
sección transversal dei tubo interno fue variada desde 0.057 hasta 
0.22 m s-1 y la velocidad superficial dei líquido basada en la 
secc ión transversal de la columna se varió desde O hasta 0,0155 
m s-1

• La concentración de sólidos fue variada desde 100 hasta 
500 kg m·3 

La seí'ial de entrada que se usó fue un pulso ideal de solución 
salina (I 0- 15 g r 1

) que se introdujo por el tope de la columna. 
La respuesta dei sistema cs monitoreada mediante el sistema de 
adqui sición de datos que permite tomar datos cada O, I s. A partir 
de las respucstas dei sistema se determinaron el tiempo de 
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circulación y mezclado. La retención global de gas se midió 
como la diferencia entre la altura de operación y la de la 
suspensión estancada. La distribución axial de sólidos se 
dcterminó mediante muestras de suspensión tomadas a lo largo 
de la columna para diferentes posiciones radiales. La 
concentración puntual se determinó midiendo el volumen de las 
muestras y su peso después de secarias. El tiempo de 
circulación se determinó como la distancia entre dos picos 
consecutivos en la curva de respuesta y el tiempo de mezclado 
fue medido como cl tiempo requerido para que el sistema 
alcanzara 5% de no homogcneidad en la curva de respuesta. 

Colurnna 

J L 
Tornas de 

1 1 1 11 
muestra 

Figura 1- Diagrama dei equipo experimental. 

BASE TEORICA 

El tiempo de circulación se determinó a través de las curvas 
de respuesta dei trazador. Con los valores obtenidos de esta 
forma se ha propuesto una correlación empírica para el tiempo de 
circulación en el rango de operación dado con respecto a la 
velocidad superficial de gas (U

8
). la fracción volumétrica de 

sólidos ($,) y la velocidad superficial de líquido (U1). Muchos 
investigadores han determinado relaciones de proporcionalidad 
dei tiempo de circulación con algunos de estos parámetros. 
Kawase y Moo-Young (1989), midieron tiempos de circulación 
en una columna de burbujeo de tubos concéntricos y 
establecieron que este disminuye con el aumento de la velocidad 
superficial de gas. Verl aan et ai. ( 1989) investigaron la 
dispersión axial y la tranferencia de masa en una columna de 
burbujeo con un Jazo externo y encontraron que el número de 
Bodenstein basado en la velocidad superficial dei líquido 
disminuye cuando el tiempo de circulación aumenta y el tiempo 
de mezclado parece ser directamente proporcional ai número de 
Bodcnstein . Kenard y Janekeh ( 1991) estudiaron e] mezclado en 
un fermentador de tubos concéntricos y establecieron que el 
tiempo de circulación es inversamente proporcional a la 
velocidad superficial de gas y determinaron un coeficiente de 
dispersión a partir de la teoria de penetración. En este trabajo se 
propone para e l tiempo de c irculación la siguiente expresión: 

(1-$ J0,58) b u c 
t =a • 

c (l+du, •) (I) 

donde a, b.c,d,e son constantes determinadas mediante una 
rcgresión de los datas experimentales y $, es la fracción de 
sólidos que ha sido relacionada cun la mayor fracción de sólidos 
que puede tenerse en una columna de burbujeo para que ocurra 
tluidización dei lecho ($, = 0,58). La fracción de sólidos se 
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relaciona con la retención global de gas (E8) y la concentración de 
sólidos (C,) como sigue: 

$ , =(1-E)s. g 
P, 

(2) 

Merchuk y Siegel ( 1988) sugieren un modelo para el 
mezclado dei líquido en CBTC en el que consideran tres partes 
diferentes: la sección de ascenso, el separador de gas y la sección 
de descenso. Una versión simplificada dei modelo supone que el 
separador de gas es un tanque de mezcla completa mientras que 
las zona de ascenso (tubo interno} y de descenso (ánulo) pueden 
consideranse como flujo pistón . Obradivic et ai. ( 1994) 
estudiaron el mezclado dei líquido en un reactor con un tubo 
interno en operación trifásica y determinaron que el mezclado dei 
líquido puede ser descrito usando un modelo de dispersión axial 
con el número de Bodenstein en un raego de 0,3 a 0,9. Elias 
analizan el flujo de líquido en el tubo in\erno y en ánulo como un 
tlujo pistón con dispersión axial mientras que la sección dei tope 
puede aproximarse como un tanque de mezcla ideal. Wen-Jan er 
ai. (1994) estudiaron el mezclado dei líquido en la zona de 
ascenso y descenso de un reactor trifásico con lazo interno 
usando el modelo de llujo pistón con dispersión ax ial y mediante 
un análisis en el domínio temporal determinan el número de 
Bodenstein en cada sección dei sistema. 

En este trabajo el mezclado dei líquido es estudiado por un 
modelo de N tanques en serie con recirculación interna 
originalmente propuesto por Levenspiel ( 1986). El modelo de 
tanques en serie puede representar desviaciones de un llujo tipo 
pistón o de un tanque de mezcla perfecta que resulta sencillo 
debido a que tiene un solo parámetro de ajuste que corresponde 
ai número de tanques N y la so lución analítica no depende de la 
posición dei punto de medida. El modelo original propuesto por 
Levenspiel ( 1986) da una expresión para la concentración en 
función dei tiempo cuando ia medida se realiza en el mismo 
punto de inyección tal como sigue: 

C=Ne·Nil i: (Nfl rN·l 

"'"'(mN -I)! 
(3) 

donde C representa la concentración adimensional, N el número 
total de tanques, m es el número de pasos dei trazador y f) es el 
tiempo adimensional. En el equipo experimental de este trabajo 
hay dos puntos para medir la concentración dei trazador (Fig. 2) 
uno en la sección de tope y otro en la sección de fondo. La 
inyección en todos los experimentos se realizó por el tope por 16 
que es necesario modificar el modelo anterior para el caso de las 
medidas en el cano. Si la respuesta dei sistema es medida en la 
sección cónica el modelo ctebe considerar la fracción de volumen 
desde el punto de inyección hasta el punto de medida. La 
relación de los volumenes de la zona de ascenso (V.) y descenso 
(V d) para este ~istema experimental con respecto ai volumen total 
(V) es: 

v =..!.v 
' 4 

y V =~V 
d 4 (4) 

Por lo tanto si todos los tanques en el modelo tienen igual 
volumen, la relación entre el número de tanques en cada sección 
y el número de tanques totales debe ser igual a la relación entre el 
volumen de cada sección y el volumen total. Considerando el 
sistema mostrado en la Figura 2b, en el primer paso de trazador 
la respuesta medida en cl tanque j está dada por la siguiente 
expres ión: 



N e N " (N 8 ); 1 

c I = ~---,,---'----;---'--
(.i- 1)' 

(5) 

en el segundo y tercer paso de trazador la concentración 
adimensional será: 

c'=Ne ·N" (Ner·i I 

(N +i-1)! 

para cl paso m: 

(NS) '"'-Il N•i 1 

C"'=Ne N" 
((m-1 )N +i-1 )' 

(6) 

(7) 

(8) 

considerando j= o/. N y aplicando el principio de supcrposición, 
la solución es de la forma sigu ientc: 

~· (Nü)"'N N/• - 1 

c= N c NH I -,--0-~-'--~~---,,--
m=l(mN-N/4-1)' 

(9) 

Esta solución es consistente solo cuando N es múltiplo de 
cuatro. Los datos expcrimentales son adimcnsionalizados como 
sigue: 

y C= c· -c .. 
c~ c .. 

(lO) 

donde C, C0 , Cx. son la concentración puntual, la concentración 
inicial y la concentración final de trazador respectivamente y te 
es cl tiempo de circulación. N fue determinado por comparación 
de la respuesta experimenta l y el modelo. El valor de N 
seleccionado es el que resulta con menor error ai comparar la 
curva experimental y la teórica. El error es calculado según la 
siguientc cxpresión: 

s= _l__f(c-c·)' 
M ;: I 

( 11) 

EI modelo fue usado tanto para operación semicontinua como 
continua debido a que la curva de respuestas es igual en ambos 
casos lo cual indica que el sistema es de ticmpos característicos 
pequenos ya que c lticmpo para la recirculación interna cs mucho 
menor que el ticmpo para la recirculación externa cn operación 
continua. 

El coeficiente de dispcrsión asociado ai modelo de N tanques 
en serie con recircu lación interna es calculado mediante la 
siguiente expresión: 

(V I N)"' 
o = -'-----'---

N t 
ç 

( 12) 

donde DN es el coeficiente de dispcrsión. V es el volumen total 
dei sistema y te cltiempo de circulación. 
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Figura 2 -Modelo de N tanques en serie con recirculación interna 
a) inyección y medida en el mismo punto b) inyección en el tope 
y medida en el cono. 

RESULTADOS Y DISCUSION 

La distribución axial de sólidos resultó seudohomogénea a lo 
largo de los canales dei sistema. En todos los casos, la 
concentración promedio de la zona de descenso (ánu lo) fue un 
poco mayor que cn la zona de ascenso (tubo interno) debido a 
que la retención de fase gaseosa en e l ascenso es siempre mayor 
que en el descenso. La retc:nción global de gas determinada en 
todos los casos aumentó con un incremento en la velocidad 
superficial de gas y disminuyó con la concentración de sólidos 
como se muestra en la Figura 3. En operación semicontinua la 
retención global de gas fue mayor que en operación continua 
para iguales condiciones de concentración de sól idos y velocidad 
superficial de gas debido a la continua entrada de suspensión a la 
columna lo cual aumentá la fracción de líquido cn la m!sma. 

Eg[ 0/d 
• Cs= 120 kg/m3 , 

20,00 Semiconlinuo 

18,00 
•Cs= l20 kg/m3. Continuo 

16,00 Cs=JOO kg/m3, • Semicontinuo 

14 ,00 X Cs=300 kg/m3. Con tinuo • 
12,00 

:.:: Cs=SOO kg/m3, 
:.:: 10,00 Semicontinuo 

• • e Cs= SOO kg/m3, Continuo 
8,00 :.:: 

6,00 >~ 

• 4.00 • • 2,00 • 
0.00 

0.00 5,00 10,00 15,00 20.00 25.00 

Ug [cm/s] 

Figura 3- Retención de gas en función de la velocidad superficial 
de gas en operación semicontinua y continua. 



....... 

Las curvas típicas de respuesta dei sistema en términos de la 
concentración adimensional de trazador como función dei tiempo 
se muestran en las Figuras 4 y S. El modelo de N tanques en 
serie con recirculación se compara con la curva de respuesta 
experimental en todos los casos. Aunque el ajuste no es perfecto, 
cl modelo describe la tendencia correctamente y en todos los 
casos analizados el número de tanques obtenidos (N=28) fue 
practicamente constante e independiente de la posición de la 
scfial de respuesta con lo cual se demuestra la consistencia dei 
modelo. El número de tanques para este tipo de sistemas es 
indicador dei grado de dispersión dei mismo; si el valor de N es 
muy grande cl patrón de tlujo se aproxima ai tlujo pistón 
micntras que si el valor de N ,es pequeno el sistema tiende a 
comportarse como un tanque -de mezcla perfecta. Para este 
cstudio, N=28 indica que existe un bajo grado de dispersión con 
respecto a un tlujo pistón. 

2,; I ft 
2 ·I -;:; .. 

§ •• 
g 1,5 2 c 
E e 
~ 11 u 1 • I 

0,: w 
o 2 

e Experimental 

• • • NT AC (N~28) 

4 

e 

6 8 

Figura 4 -Concentración de trazador en filnción dei tiempo para 
Ug=0,22 m s- 1 y C,=I38 kg m-3 en operación semicontinua. 

3,5 

e Experimental 

• • • NT AC (N~28) 
2,5 

-;:; 
c 

I 
,. 

-~ 2 
c • 
" • E 
'õ 1,5 

"' u 

0,5 

o -
o 2 4 6 8 

e 

Figura 5- Concentración de trazador en función dei tiempo para 
Ug=0, 16 m s·1

: C,= 288 kg m-3 y U1= 0,0136 m s- 1 en operación 
continua. 
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El tiempo de circulación y de mezclado se determinaron en 
todos los casos y mediante un método de regresión se obtuvicron 
las constantes para la ecuación (I) correspondiente ai tiempo de 
circulación en función de otros parámetros característicos, 
resultando la siguiente expresión: 

t, = 22, 174 (I-~ ,I 0,58) ~•m lJ g ~'-'"' 
(I + O, 14 lJ I " ·''" ') 

( 13) 

con un factor de regresión de 0,997. Esta expresión establece 
que el tiempo de circulación decrece con el aumento de la 
velocidad superficial de gas y la velocidad superficial de líquido 
y disminuye cuando la fracción de sólidos disminuye, resultando 
el efecto más importante el cambio con la velocidad superficial 
de líquido. 

Se determinaron tiempos de circu lación empíricos a partir de 
la correlación y se compararon con los valores experimentales 
cncontrándose que el error relativo máximo es de ±11%. Se 
realizó la prueba estadística F a los valores anteriores y se 
encontró que la correlación describe apropiadamente los datos 
experimentales con una tolerancia de 0,05. Adicionalmente se 
graficaron los valores de tiempos de circulación experimentales 
en función de los empíricos, como se observa en la Figura 6 en 
donde los valores se distribuyen alrededor de la línea de valores 
iguales en una banda de ± 15%. Se encontró que el tiempo de 
mczclado varia entre 45 y 70 s lo que muestra que c! sistema se 
estabiliza rápidar.1cnte. 

20,00 r----------------, 

18,00 I 15 % 

' 16,00 ./ • "' c: 
O) 

· ·~ · 
-15% -~ 14,00 

O) 
o, 

"' O) 

~ 
12,00 ., !•t 
w,oo I • 
8,00 

8,00 10,00 12,00 14,00 16,00 18,00 20,00 

te corrclación 

Figura 6- Tiempo de circulación experimental y empírico. 

El coeficiente de dispcrsión fue estimado a partir de la 
ecuación ( 12) para diferentes condiciones de operación, como se 
muestra en la Tabla I, siendo la tendencia de este inversa a la dei 
tiempo de circulación con respecto a la concentración de sólidos: 
disminuye cuando la concentración de sólidos aumenta .• Cuando 
la velocidad superfkial de gas aumenta el coeficiente de 
dispersión también aumenta, de igual forma ocurre con un 
aymento de la velocidad superficial dei líquido, esto como 
consecuencia dei alto grado de mezclado dei sistema. Como se 
observa en la Tabla I, los valores de los coeficientes de 
dispersión son dei orden de 10-3 m2 s- 1 lo cual demuestra un bajo 
grado de dispersión en el sistema con respecto ai tlujo pistón. 



Tabla 1- Comparación de los coeficientes de dispcrsión de una 
columna de burbujcos de tubos concéntricos y una columna de 
burbujco convencional a diferentes condiciones de operación. 

Ug Cs UI DN x lO 3 Dt,x I O 3 

lcmlsl [kg/m3l !cmlsl lm~/sj [m2/s] 

5.72 119 0,00 1,46 58,20 
5.72 289 0.00 1.34 58.20 
16,05 132 0.00 1,77 82,09 
16.05 302 0.00 1,60 82.09 
16.05 506 0,00 1,54 82,09 
21.72 134 0.00 2.01 90,81 
21.72 305 0.00 1.88 90.81 
21,72 515 0,00 1.78 90,81 
5,72 III IJ4 1.80 58,20 
5.72 263 1.53 1.77 58,20 
16.05 168 1.49 1,90 81.09 
16,05 287 1,36 1,86 82 ,09 
16.05 447 1.55 2.07 82.09 
21.72 119 1,42 2.32 90.81 
21.72 298 1,36 2, 15 90.81 
21.72 505 1,30 2,07 90.81 

Adicionalmente. en la Tabla I se muestra la comparación con 
los coeficientes de dispcrsión Dt, estimados a iguales condiciones 
de opcración mediante una corrclación propucsta por Zchncr 
( 1986) para columnas de burbujeo convencionalcs: 

( 14) 

donde D< es cl diámetro de la columna, g cs la acclcración de 
gravcdad y Ug la vclocidad superficial de gas . 

Como se observa en la tabla I, los coeficientes de dispersión 
de una columna de burbujeo convencional son aprcciablemente 
mayores que los correspondientes a sistemas de tubos 
concéntricos. 

CONCLUSIONES 

Los resultados presentados en este trabajo dcmucstran que la 
distribución axial de sólidos cs seudohomogénea a lo largo de los 
canalcs dei sistema. La rctención global de gas aumenta con el 
aumento de la velocidad superficial dei mismo y con una 
disminución de la concentración de sólidos, además de ser mayor 
en operación semicontinua que en operación continua. El tiempo 
de circulación disminuye cuando aumenta la velocidad superficial 
de gas y cuando disminuye la concentración de sólidos. En 
operación continua el tiempo de circulación es menor que en 
operación semicontinua. Se obtuvo una correlación para cl tiempo 
de circulación con respecto a las velocidades superficialcs de gas y 
de líquido y la concentración de sólidos con un coeficiente de 
regresión de 0,997 y un error relativo de ± 11%. El tiempo de 
mezclado es pequeno para este sistema por lo que se alcanza 
estabilidad rápidamente. El modelo de N tanques cn scric con 
recirculación interna describe adecuadamenteel patrón de flujo dei 
sistema, resultando en la mayoría de los casos cstudiados que el 
número de tanques es 28. El patrón de flujo cs similar en 
condiciones de opcración continua y scmicontinua. Se encontró 
que los coeficientes de dispersión calculados a partir dei modelo 
son valores pequenos e inversamente proporcionales ai tiempo de 
circuJación. El sistema tiene un bajo grado de dispcrsión con 
respecto a un flujo pistón y comparativamente con una columna de 
burbujeo convencionaL el sistema de tubos concéntricos presenta 
menores coeficientes de dispcrsión para c! líquido. 
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SUMMARY 

The purpose of this study was to invcstigate the liquid mixing 
bchavior of a !50 I concentric draft tube bubble column (DTBC) 
with a waler-air-sand system at high solid concentrations. A pulse 
of solm;un of sod.ium chloride was injected into DTBC, and a 
conductivity cell was cmployed to measure the variation of tracer 
concentration in the liquid. The fluidizing assembly included a 
0,29 m l.D. x 3 m Plexiglas column with a conical bottom (cone 
angle of 60") and a 0,14 m l.D. x 2 m internal draft tube. The gas 
superficial velocity based on the cross section of thc riser tube 
varied from 0,057 to 0,22 m s·1

. Sand particlcs of 280 J..lffi in 
averaged size were used, \~ith concentraction that varied from 120 
to 500 kg m·3 

. The column was operated eithcr semibatch or 
continuous with a superficial suspension velocity of 0.0 I m s·1 

F rom the tracer outputs, circulation time ( distance bctween peaks 
cenlers) and mixing time (time requiered to achievc a 5% 
inhomogeneity) were dctermined after the pulse had bcen injected. 
Experimental data were analyzed with a tank in series model with 
recirculation. Although the fit is not perfect the modcl does show 
the correct tendency, and, in ali cases analized, the number of the 
tank in scries obtained was in the neighborhood of 2&. The 
circulation and mixing times were found to increasc with the solids 
concentration and when the operation of the column was changed 
from semibatch to continuous, and to decrease as the riser gas 
velocity was increased. The effect of the gas velocil), Ug (m s·\ 
and the solid volumetric fraction, q,, , upon the circulation time, l 
(s), was assessed by an empírica! correlation. It appcars that a 
DTBC has a low dispersion degree \VÍth respect to plug flow and a 
dispersion coefficient v alue of an order of magnitude lower than a 
conventional bubble column. 
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RESUMO 

A estabilidade interfaciaf do escoamento bifásico anular é analisada por dois métodos: usando­
se um simulador transiente para se observar o comportamento de oudas solitárias; e empregando-se 
uma análise linearizada e o critério Kelvin-Helmholtz Viscoso para se determinar os autovalores do 
sistema. Este estudo demonstra a influência da compressibilidade do gás, até então negligenciada, 
no mecanismo e limite de estabilidade; notadamente no caso de escoamento vertical. 

INTRODUCÃO 

O objetivo deste trabalho é a determinação do limite de 
estabilidade do padrão anular do escoamento bifásico 
líquido-gás, particularmente nos casos de grande inclinação 
e vertical. Os resultados obtidos, além de contribuírem para 
uma melhor teoria do mecanismo da dinâmica destes 
escoamentos, também tem grande importância prática na 
engenharia nuclear e na engenharia de petróleo. 

Mapas e Padrões de Fluxo. As figuras I e 2 apresentam 
exemplos de mapas empíricos de padrão de fluxo para o 
escoamento horizontal e vertical. A elaboração destes 
mapas envolve um enorme investimento de recursos 
materiais e humanos, impedindo que se estude, de forma 
adequada, as faixas de valores das variáveis significantes: 
vazões, dimensões, inclinações, tipos de fluidos etc. Uma 
certa subjetividade, ou imprecisão de critérios, na 
classificação visual dos padrões aumenta o grau de 
incerteza dos resultados. Por estes motivos é necessário 
desenvolver-se uma metodologia de cálculo que permita 
estimar os limites de transição, pelo menos tão bem quanto 
os mapas empíricos. 

lO 

FINE BUBBLES 

LONG BUBBLES 
1.0 

'(() 

' ANNULAR .:::! 
L11 

·:>' 
0.1 STRATIFIED 

Figura I - Mapa de padrões para escoamento hori zontal. 
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Figura 2 - Mapa de padrões para escoamento vertical. 

As figuras 3 e 4 ilustram as transições do padrão anular 
que ocorrem quando o filme de líquido não se sustenta: no 
caso horizontal - transição para o padrão intermitente 
(slug); no caso vertical - transição para o padrão 
intermitente ou para o padrão turbilhonado (chum). 

anular 

~~~~~~~~~~~~~~ filme de 
núcleo de gás -+ fÚJui.do 

intennitente 

bolhas alongadas de gás 

corpo 
IÚ]uido 

Figura 3 - Padrões anular e intermitente horizontais. 



• 

filme de corpo mistura 
líquido líquido caótica 

,t ~. • t 

r 
~ 

gás 

anular intennitente turbilhonado 

Figura 4 - Padrões anular, intermitente e 
turbilhonado vertical. 

Estudos Anteriores. Um dos primeiros trabalhos de 
análise da estabilidade interfacial foi desenvolvido por 
Jefreys (1925) para escoamento em canais. Wallis (1973) 
estudou a estabilidade do padrão estratificado. Taitel e 
Dukler (1976) admitiram comportamento invíscido para 
ambas fases em escoamento horizontal. Hanratty (1983), 
Lin e Hanratty ( 1986), Wu et ai. (1987), Crowley et ai. 
(1992), incluíram efeitos viscosos em suas análises, 
também para escoamento horizontal. Bamea e Taitel ( 1993 
e 1994) combinaram os critérios de estabilidade linear de 
Kelvin-Helmholtz Invíscido (IKH) e Viscoso (VKH) para o 
escoamento estratificado horizontal. No caso do 
escoamento anular vertical, Bamea e Taitel (1994) 
concluem que o escoamento não possue estabilidade 
interfacial, por razões que serão expostas adiante; e, por 
isso, delinearam uma teoria de estabilidade estrutural para 
explicar a "paradoxal" existência estável, experimen­
talmente comprovada, do padrão anular. Todos os trabalhos 
mencionados utilizam equações unidimensionais. 

Física da Interface. Quando uma pertubação deforma a 
interface conforme a figura 5, as linhas de fluxo do gás 
tendem a se aproximar, a velocidade do gás tende a 
aumentar e a pressão na fase gasosa tende a diminuir 
("efeito Bemoulli")1 enquanto que o inverso ocorre na fase 
líquida. Este desequilíbrio entre as, pressões interfaciais 
tende a aumentar a espessura do filme de líquido (lift), 
gerando uma realimentação positiva neste processo, que 
pode levar à instabilidade. Em oposição a este mecanismo, 
surgem forças restauradoras. Uma é a ação da gravidade; o 
centro de massa do líquido sobe, e tende a baixar. Este é o 
mais importante mecanismo de estabilização no caso 
horizontal estratificado, que mantém a interface plana em 
baixas velocidades do gás. Velocidades do gás mais altas 
favorecem 'o diferencial de pressão interfacial, tomando o 
escoamento ondulado (wavy). Para velocidades muito altas 
a força da gravidade não equilibra o sistema. No 
escoamento vertical não existe este efeito estabilizador da 
gravidade. Outra força restauradora é a tensão superficial, 
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que confere um comportamento de película elástica à 
interface das fases. Quando a pertubação curva a interface, 
surge uma resultante que tende a puxar o líquido à 
conformação original. No entanto, esta é uma força 
importante apenas para pequenos comprimentos de onda, e 
grande curvatura (pequeno raio), sendo negligenciável para 
comprimentos de onda longos típicos de transientes em 
dutos industriais de médio e grande porte, tanto no caso 
horizontal, quanto no caso vertical. A tensão superficial é 
responsável pela manutenção de bolhas pequenas e grandes 
nos padrões com fase gasosa dispersa, e no padrão 
intermitente. 

~ 
/ ' 

'72277222722222?2< 
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() -- ........ - -+~---
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.' U L 

() 
\ 

Figura 5 -Forças na interface. 

Este modelo, e as análises matemáticas de trabalhos 
anteriores, predizem que, embora o padrão anular vertical 
seja uma solução das equações unidimensionais de 
movimento no regime permanente, este padrão é 
incondicionalmente instável. Admite-se, porém que uma 
onda instável ao crescer possa ser "quebrada" por uma 
forte corrente de gás; mas este processo não-linear e 
tridimensional é difícil de ser simulado num computador. 

Os trabalhos anteriores consideram o gás como um 
fluido incompressível, o que é razoável para as baixas 
velocidades do gás no escoamento estratificado. Para as 
velocidades mais altas do escoamento anular, argumenta-se 
que, na prática, o escoamento ainda é subsônico e que a 
velocidade do gás é muito menor que a velocidade crítica, 
i.e., a velocidade do som, . supondo-se, assim, uma 
influência negligenciável da compressibilidade. No entanto, 
o problema de autovalores do escoamento de duas fases 
separadas é totalmente distinto do caso monofásico, 
existindo, no caso bifásico, velocidades críticas bem mais 
baixas que a velocidade do som. Efetivamente, à altas 
velocidades, o efeito da variação de densidade, refletido na 
equação da continuidade, é minorar a variação da 
velocidade do gás passando acima da pertubação da 
interface, restringindo, assim, a variação de pressão, 
solapando o "efeito Bernoulli", e, até, invertendo-o, 
tomando-o um mecanismo restaurador da interface. Esta 
inversão de comportamento é análogo ao conhecido 
processo que ocorre no escoamento monofásico 
compressível em canais convergente-divergentes. 

Em conclusão, a compressibilidade é um fator 
estabilizante do escoamento anular horizontal e vertical, 
sendo preponderante à altas velocidades. 

j 
1 
'l 



EQUAÇÕES. 

O simulador de regime transiente foi desenvolvido para 
o modelo de fases separadas, sem transferência de massa, 
incluindo as gotículas de líquido dispersas no núcleo de 
gás, introduzindo taxas de asperção e deposição (r. e rd). 
Considerando o enfoque na transiência do filme de líquido, 
associada a tempos característicos mais longos que o tempo 
característico do gás, admite-se que o gás atinja 
rapidamente o equilíbrio (equações quase-permanente). Na 
interface prescreve-se 

(I) 

onde a é a tensão superficial, k a curvatura da interface, 

e Pu e Pe;; as pressões do lado liquido e gás. As 

equações fundamentais são dadas abaixo. 
O balanço de massa total de líquido: 

(2) 

O balanço de massa de gás: 

(1) 

O balanço de momentum no filme de líquido: 

(4) 

O balanço de momentum na fase gás com gotículas: 

(p1A1 + P(;Ac;)gcos(~) a;;·+ ra(u1 - uc;)­

{p1Ad +pc;Ac;)gsen(p) (5) 

Onde p, u, A, P, são a densidade, velocidade, área de 
fluxo, e pressão das fases, design.adas pelos índices L e G, 

para o líquido e gás. F é a fração de gotículas dispersas e 
Ad sua área efetiva de fluxo; ~ é a inclinação do duto; h1• é 
a espessura do filme de líquido; 1: e S são a tensão e 
superfície de atrito viscoso, designadas pelos índices w e 
i, para a parede do duto e interface. As correlações de 
fechamento para as taxas de asperção e deposição, fração 
de gotículas dispersas, e fatores de atrito viscoso são 
apresentadas em detalhe por Gaspar i ( 1995). 
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Emprega-se o método numenco semi-implícito (ref. 
Trapp e Riemke (1985)) para discretizar e resolver as 
equações deste modelo, com incrementos de tempo bem 
inferiores ao tempo característico convectivo na malha 
espacial. 

Este simulador foi usado para o estudo da estabilidade 
interfacial. Determina-se, primeiramente, uma solução de 
regime permanente, a qual é usada como condição inicial 
para a simulação. A partir de pertubações na condição de 
contorno à entrada do duto, gera-se uma onda solitária, que 
se propaga ao longo do comprimento. Observando-se o 
comportamento destas ondas, demarcam-se as condições de 
estabilidade: se a onda cresce indefinidamente, admite-se a 
instabilidade da interface. 

Para a análise do escoamento anular pelo critério de 
Kelvin-Helmoltz, as equações foram simplificadas, 
negligenciando-se as gotículas dispersas; entretanto, o 
termo transiente do gás é considerado, a fim de que a 
equação de autovalores fique completa. O sistema 
resultante é linearizado, da maneira usual, decompondo-se 
cada variável (a) em dois termos: seu valor médio (ã), e 
uma pequena oscilação em torno deste valor (a') . O 
sistema pode ser manipulado algébricamente, eliminando­
se as variáveis em favor de a' e P ',obtendo-se 

(6) 

Os coeficientes deste sistema são detalhados no 
trabalho de Gaspari (1995). a é a fração superficial de gás 
AJ A, que pode ser intercambiada por H", a fração de 
líquido AfiA, onde A é a área de fluxo total no duto . O 
coeficiente de cotnpressibilidade do gás 

ap 
c=-

g aP (8) 

aparece nos coeficientes E2, F2, G21 H11 H2, K 11 K2. No caso 
incompressível , o sistema reduz-se a uma única equação 
para a. Assumindo-se soluções do tipo a' = T(t).X(x) , 
onde 

X (x) =e 
J 

. X 
- 1-

J.., 

T(t) =é"' 

(9) 

(I O) 

e w = w, + i.w; . A parte real de w é responsável pelas 
oscifações, e a parte imaginária pelo decaiJVento ou 
amplificação da onda. O modo de oscilação é definido pelo 
comprimerlto de onda À. Sendo a solução uma combinação 
linear dos modos, o primeiro modo a se instabilizar torna 
toda a solução instável. lnspecionando o sistema, conclui­
se que este modo é justamente o modo fundamental, i.e ., o 
de maior comprimento de onda. 
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O sistema reduz-se, portanto, à determinação de m, na 
forma de uma equação polinomial de quarta ordem. No 
caso incompressível tem-se uma equação quadrática, com 
uma solução analítica fechada. Não sendo possível resolver 
analiticamente o sistema obtido, optou-se pelo emprego do 
software Matematica. 

RESULTADOS. 

Os gráficos a seguir mostram os limites de estabilidade 
obtidos para o escoamento anular com a simulação das 
ondas solitárias, em relação aos mapas empíricos de 
Shoham ( 1982). 
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(6.4)- Inclinação P=5° 

.. Legenda 
O ~o anular estável (Shoham) 

e .- intermitente ou turbilhonado (Shoham) 

limite teórico obtido 

Figura 6 - Mapas de padrões de tluxo 

Nestes gráficos, UGs e ULs são as velocidades 
superficiais das fases do gás e do líquido, definidas como a 
vazão da fase por área total de fluxo do duto A. 

UGs = uG a e ULs = u 1, H1. ( 11) 

Nota-se, para baixas vazões de líquido, a existência de 
uma vazão crítica de gás, praticamente independente da 
vazão de líquido, abaixo da qual o padrão anular não se 
mantém. Acima desta vazão crítica, existem soluções com 
padrão anular em regime permanente estável, o que não era 
admissível no caso incompressível. 

A tabela a seguir mostra o efeito da compressibilidade 
nos autovalores do sistema, obtidos pela análise VKH . 

10·4 

-7E-6 +i 3E-IO 
+2E-5 +i 9 
+2E-4 + i I E-8 
+2E-4 +i 170 

Tabela I - Autovalores m 

10·5 

-7E-6 +i 7E-9 
+3E-5+i9 
+9E-5 +i IE-7 
+3E-4+i 170 

c2 
}; 

10-7 

-7E-6 - i 6E-9 
+6E-4 +i 9 
-I E-2 + i 9E-6 
+lE-2 +i 170 

10-10 

-7E-6 - i 6E-9 
+2E-l+i9 
-12- i I 
+H+ i 170 

UGs = 20 m/s, ULs = 0,0 I m/s, d = 25 mm 
P =O, I MPa, T = 298 K 

Os autovalores enfatizados na tabela são os que geram 
instabilidade, por terem sua parte imagi.nária negativa. 
Nota-se que o sistema torna-se instável com a diminuição 
da compressibilidade do gás. 
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O gráfico seguinte apresenta um estudo preliminar do 
efeito da compressibilidade na vazão crítica de gás, 
usando-se o simulador de transiente, para valores fixos do 
diametro e da vazão de líquido. 

1000 

•· 
"' 

2 ... 100 • • 
::J 

"' "' 

10 

o 

• 

a2 ( 100 kPa .m'/kg ou 105 rrt/s2 ) 

Fi9ura 7 - Influência da compressibi lidade. 
a-= l /c" , d = 25 mm, e U1.s = 0,02 m/s. 

2 

No escoamento anular vertical, com baixa velocidade 
do gás, ou para pequena compressibilidade, inclusive para 
fluidos incompressíveis, a única força restauradora é 
provida pela tensão superficial. Neste caso, o result<J.do da 
análise VKH incompressível, indica o limite mais restrito 
da estabilidade. A figura 8 mostra o comprimento de onda 
À do modo fundamental vs. a ve locidade do gás. Observa­
se o quão pequena é a faixa de estabilidade. Considerando 
que o modo fundamental é da ordem de grandeza do 
comprimento L do duto, conclui-se que, no caso calculado, 
o padrão anular não se sustenta para comprimentos maiores 
do que uma fração do diametro d, para ur; > 2 m/s, e no 
máximo 2d quando ur; ~ O. Isto sugere uma transição do 
padrão anular para o padrão intermitente, a baixa 
velocidade, onde o escoamento acomoda trechos de 
escoamento anular de pequeno comprimento, alternados 
com trechos de escoamento com bolhas dispersas num 
corpo líquido; ou transição para o turbilhonado, de 
características caóticas, a velocidades mais elevadas .. 

2 

"\\\ 
'instável 

"O 

-< 

estável 

o 
o 2 4 6 8 

U G (rrVS) 

Figura 8- Modo fundamental crítico. 
ULs = 0,02 m/s, P = 1,3 MPa, T= 300 K 

cr = 30 J.!N /m, llL = 0,8 mPa.s, llr, = 0,02 mPa.s 
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CONCLUSÃO 

Demonstrou-se a "paradoxal" existência do padrão 
anular vertical, apontando-se a compressibilidade do gás 
como o mecanismo responsável pela estabilidade 
interfacial do escoamento. Limites de estabilidade foram 
obtidos, e comparados de forma satisfatória com mapas 
empíricos. Para baixas vazões de líquido, estes limites 
estão associados a uma vazão crítica de gás, acima da qual 
o padrão se mantém. A estabilidade do padrão anular é 
função da pressão e temperatura do escoamento, e do tipo 
de gás (composição molecular), pois estas são variáveis 
termodinâmicos que condicionam o comportamento PVT 
do gás (compressibilidade), descrito por sua equação de 
estado. 

Propõe-se prosseguir este trabalho com o objetivo de 
produzir mapas de fluxo, levando em consideração outras 
variáveis relevantes, e para obter correlações adimensionais 
para os limites de estabilidade. 
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ABSTRACT 

Two methods are used in the analysis of the interfacial 
stability of annular two-phase tlows: the Kelvin-Helmholtz 
cri teria is used to obtain the eigenvalues of the system, and 
a transient tlow numerical simulator is used to determine 
the behavior of single traveling waves. This study reveals 
the important role of the gas compressibility, which had 
been neglected so far, in the dynamics and limits of 
stability, particularly for vertical tlow. 
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UMA SOLUÇÃO ASSINTÓTICA PARA O ESTUDO DA TRANSIÇÃO DE UM 
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SUMÁRIO 

Neste artigo deu-se ênfase à interpretação fisica das equações para a espessura do filme líquido, obtidas 
através de uma expansão assintótica e apresentou-se uma formulação matemática bastante criteriosa de 
forma a identificar, com sucesso, o ponto de "jlooding" Este ponto é caracterizado pela transição de um 
escoamento de um filme líquido a contra-corrente para co-corrente a um' escoamento de gás. Para a solução 
do problema aplicou-se as equações de conservação para um escoamento bidimensional e isotérmico. 
Utilizou-se o teorema dos PI de Vashy-Buckingham na realização de uma minusciosa análise dimensional, 
onde se obteve parâmetros que possibilitaram estabelecer uma análise assintótica para as equações 
adimensionais. Em seguida, reduziu-se um conjunto de EDP 's a uma única EDP para a espessura do filme 
líquido. Esta EDP foi decomposta em uma equação para o problema permanente e outra referente ao 
transiente. Resolveu-se somente a equação não-linear permanente, aplicando-se o Método Espectral da 
Colocação de Chebyshev para sua discretização. Os resultados são comparados com outros resultados 
experimentais e téoricos encontrados na literatura, o que comprovou a boa qualidade da modelação utilizada 
para o problema. 

INTRODUÇÃO 

A interface entre duas fases pode conter matéria em 
distintos estados fisicos que exibem propriedades termodinâmicas 
diferentes daquelas da fase gasosa ou líquida ( L. E. Scriven, 
1960). Devido a este fato, as f)rmulações de conservação 
aplicadas ao domínio do escoamento envolvem um conjunto de 
equações de conservação para cada fase e outro conjunto de 
equações de conservação para a interface. A contribuição da 
energia livre da interface com relação à energia total livre do 
sistema é reh:tivamente pequena. Entretanto, o comportamento 
dinâmico do escoamento pode ser profundamente influênciado 
pelo efeito interfacial, mesmo que a região material da interface 
seja extremamente pequena. O interesse na análise do 
comportamento interfacial entre dois fluidos ou duas fases está 
relacionado com a eficiência de vários problemas de interesse 
prático que existem na engenharia química, do petróleo ou 
nuclear. 

Em nosso estudo é desenvolvido uma análise sobre o 
escoamento de um filme viscoso sobre um plano vertical, 
escoando contra-corrente a um escoamento de gás. O escoamento 
de um filme líquido sobre a parede de um canal, na presença de 
um gás escoando a contra-corrente, pode existir somente para um 
intervalo de vazões de gás abaixo de um certo limite, para uma 
vazão de líquido fixa. Acima deste limite, experimenta-se uma 
forte diminuição da vazão de líquido descendente sob forma de 
filme. O conjunto composto pela vazão de gás crítica e a vazão de 
líquido, que corresponde a esta limitação, é considerado como a 
definição do que se denomina de ponto de "flooding" (Ataídes, 
1994 e Biage, 1989). 

O termo 'jlooding" tem sido utilizado para descrever 
vários aspectos da transição do filme líquido escoando a contra­
corrente ao escoamento de gás para um escoamento co-corrente. 
Nos estudos experimentais, a definição de "flooding", quando se 
considera a injeção de líquido como sendo feita através de uma 
parede porosa, é dada como sendo o ponto definido pelo par de 
vazões de líquido constante injetado e de gás que para vazões 
de gáses inferiores, o líquido escoa na direção da base da seção 
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de ensaio e para vazões de gases superiores, uma parte de líquido 
é arrastada na direção da parte superior do canal e continuando a 
outra parte a escoar em direção da base (Biage, 1989). 

Esta definição dada ao "flooding" corresponde, na 
realidade, a uma transição na estrutura do filme líquido 
descendente. Esta mudança constitui o inicio de um brusco 
processo de transição da configuração do escoamento, sendo este 
ponto o mais apropriado para comparação entre os resultados da 
modelização teórica com os resutados experimentais. 

Os mais recentes experimentos com técnicas de medidas da 
espessura do filme líquido instantânea, velocidade e direção das 
ondas, têm revelado que este tipo de escoamento apresenta uma 
estrutura bastante complexa. Biage ( 1989) analisou a estrutura da 
interface gás-líquido que baseou-se nas medidas da espessura do 
filme líquido instantânea ao longo de um canal retangular vertical 
e sobre as propriedades estatísticas calculadas a partir deste sinal 
(auto-correlação, função de densidade espectral, função da 
densidade de probabilidade, etc.). O autor descreve que a 
estrutrura da interface gás-líquido apresenta uma estrutura 
diferenciada ao longo canal. Mesmo para uma vazão de gás 
contra-corrente nula, a interface gás-liquido é constituída por 
duas zonas com estruturas interfaciais diferentes. Uma primeira 
zona, chamada de zona lisa, situada próximo do ponto da injeção 
de liquido, é caracterizada por pequenas ondulações, devido 
essencialmente ao efeito de capilaridade. Uma segunda zona, 
chamada de zona de grandes ondas irregulares, situada entre a 
região intermediária e o ponto de extração de líquido, é 
caracterizada por grandes ondas irregulares que se desenvolvem 
em amplitudes ao longo do canal devido ao efeito gravitacional. 
Se a vazão do gás é aumentada, a amplitude das ondas situadas na 
interface gás-líquido aumenta e quando a vazão de gás aproxima 
daquela correspondente ao ponto de "flooding", a amplitude das 
ondas na primeira zona aumenta mais intensamente que as ondas 
existentes na segunda. Este fato caracteriza um aumento espacial 
da segunda zona e uma diminuição da primeira. Assim, observa­
se uma tendência de homogenização da interface gás-líquido em 
todo o c.anal. No momento em que as ondas de grande amplitude 
alcançam o nível do ponto de injeção de líquido (ou melhor, 
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quando a segunda zona atinge o nível da injeção de líquido), o 
"flooding" acontece. Ele provoca a homogenização da estrutura 
da interface ao longo de todo o canal, causando significantes 
mudanças em sua estrutura. 

A estrutura das ondas no ponto de transição do escoamento 
("flooding") revela a presença de grandes ondas altamente 
instáveis. Este fato demostra que o "flooding" é um fenômeno 
dinâmico que só pode ser descrito por uma teoria não linear de 
instabilidade que inclui os efeitos dos vários parâmetros que 
interferem na estrutrura do escoamento, tais como: viscosidade, 
densidade, tensão de superficie, tensão de cisalhamento, 
gravidade, etc. Neste tipo de estudo seria ideal considerar as 
equações de conservação completas, tanto para a fase gás como 
para a fase líquida e interface. Entretanto, uma solução 
envolvendo uma formulação completa constitue uma árdua tarefa 
devido a complexa estrutura do esc'Jamento que é turbulenta na 
fase gasosa e apresenta grandes ondas instáveis na ill!erface. 

Em nosso estudo, nós simplificamos a equação de Navier­
Stokes de tal forma que nossa análise será restringida ao efeito 
das ondas de grande comprimento de onda. O conjunto de 
equações diferenciais parciais é reduzido a uma equação 
diferencial parcial não-linear mais simples, como uma função do 
tempo e da coordenada espacial. Esta redução da ordem de 
variaveis envolvidas no problema resulta da apiicação da teoria 
da pertubação. Os efeitos da fase gás são convenientemente 
estudados através de correlações empíricas para a tensão 
interfacial. Usando este procedimento, não é necessário usar 
modelos complexos para descrever o comportamento do 
escoamento turbulento da fase gás. Também, o efeito das 
pequenas ondulações devido ao efeito do atrito interfacial e de 
capilaridade são considerados indiretamente, pois os mesmos 
estão embutidos nas correlações experimentais utilizadas. 
Qualitativamente, a presença de pequenas ondulações sobre a 
interface aumenta o efeito do atrito entre as fases. Embora, 
correlações experimentais para a tensão interfacial instantâneas 
não existam na literatura, é usado neste estudo correlações 
experimentais médias no tempo, as quais têm mostrado 
satisfatórios resultados (H. Chang, 1986). 

TRANSFORMAÇÃO DO CONJUNTO DAS EQUAÇÕES DE 
CONSERVAÇÃO PARA A UMA ÚNICA EQUAÇÃO PARA A 
ESPESSURA DO FILME LÍQUIDO. 

I 

1 I I 

IL 

~ ,, 

Figura I : Representação esquemática do sistema. 

Formulação Matemática. Na figura I, apresenta-se 
esquematicamente um filme líquido escoando em uma das 
paredes de um duto retangular, a contra-corrente ao escoamento 
de um gás. 
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Para se proceder a formulação matemática deste sistema são 
utilizadas as seguintes hipóteses: escoamento bidimensional, 
fluido newtoniano, isotérmico e sem mudança de fase, com 
tensão superficial constante e ausência de escorregamento na 
parede. 

O sistema de equações de conservação. utilizado neste 
estudo, é constituído das equações da continuidade e da 
conservação do momento aplicadas ao domínio e as mesmas 
equações aplicadas à interface, além da condição cinemática na 
interface gás-líquido (Ataides, 1994). 

As equações diferenciais parciais de conservação (EDP's) 
que regem o escoamento em estudo, apresentam grandes 
dificuldades para a solução, devido tratar-se de um problema 
acoplado entre duas fases. Assim, estas EDP's deverão ser 
transformadas para se obter uma única EDP para a espessura do 
filme líquido em função da variável espaço, x, e do tempo t. Este 
procedimento é realizado pela técnica de expansão assintóticas 
(M. Van Dike, 1964). Uma adequada aplicação da tét:nica de 
expansão assintótica ex-ige a utilização de um pequeno parâmetro 
pertubador, E e a adtmensionalização das EDP 's, através de 
parâmetros criteriosamente obtidos por meio de uma análise 
dimensional. O grau de interferência de cada variável no sistema, 
traduzido pela presença do elemento pertubador E , resume-se a 
uma análise de ordem de grandeza. 

A energia interfacial das ondas é uma função de vários 
parâmetros, como definido pela equação abaixo: 

E= E(QI,Pig,pi.J.ll,cr.<i.x) (I) 

onde Q1 é a vazão volumétrica do filme líquido por unidade de 
largura do canal, g é a aceleração da gravidade, p1 é a densidade 
do filme líquido, J.li é a viscosidade dinâmica do filme líquido, <; é 
a tensão interfacial, cr é a tensão superficial e x é a variável 
espacial na direção vertical. 

As propriedades termodinâmicas referentes ao filme líquido 
mostradas na Eq. (I) e outras variáveis, que serão utilizadas daqui 
para frente, serão escritas sem o sub-índice I. entretanto, quando 
estas propriedades e variáveis estiverem referindo à fase gás, será 
utilizado o índice G. 

Os grupos adimensionais foram determinados através da 
aplicação do teorema de Vashy-Buckingham, considerando-se as 
vária veis dependentes envolvidas na Eq. (I). Estes grupos são 
utilizados como escalas para as variáveis definidas abaixo (Biage, 
1989): 

I I 

u·=(gQ2)]· v u, v·= { g~2r v (2,3) 

I I 

• l(vQ)3 x =-- x; 
E g 

• ( vQ) 3 y = - y 
g 

(4,5) 

I 

h*=( v~yh; 
I 

• I ( ) -p =; p2g2J.!Q 3 p (6,7) 

I 
I 

• I ( ? 2 )-cr = 3 pgJ.l-Q 3 cr ; 
E 

'•yx = ll( g:~ r ,yx (8,9) 

I 

t. = ;(g~~J \ (lO) 

Nos grupos adimensionais definidos pelas Eqs. (2) a (I 0), 
quando aplicados à fase gás, serão usados o sub-índice G, 



indicando que as propriedades são referentes a esta fase. O sinal 
de asterístico caracteriza os termos na forma dimensional. As 
variáveis u e v são as velocidades nas direções x e y, 
respectivamente, v é a viscosidade cinemática, P é a pressão, -ryx 
é a tensão tangencial no plano normal a y e na direçào x e h(x,t) é 
a espessura do filme líquido. Cstes grupos adimensionais 
apresentam também o parâmetro perturbador E. que é definido 
como segue: 

( 11, 12) 

onde hN é a espessura de Nusselt para o filme líquido e L e o 
comprimento do canal, definido na Fig. I. Com a definição dada 
acima para o parâmetro pertubador, a vossa análise será 
restringida ao efeito das ondas de grande comprimento de onda e 
longos canais. 

O sistema de equações adimensionalizadas que rege o 
comportamento fisico do problema é o seguinte (Ataídes, 1994 e 
Bachir, 1987). 

a) Equações do Movimento para o filme líquido (Navier-Stokes): 

b) Equação da Continuidade para o filme líquido: 

au av 
-+-=0 (15) 
àx ày 

c) Condição de Contorno Cinemática na Interface Gás-Líquido: 

àh àh 
v=-+u- (16) 

àt àx 
d) Tensão Normal na Interface Gás-Líquido: 

(u)'[ p2 - [ cr ::~ Jl 
l-2 ',[ ,p> +(Po -•'•ow )P -'[ cr ~~ll 
H>!,'[ (' ::l' + }' + +G- 3o

2
<Gyy - ,,>, :l P + 

(Po- •'•ow J-( 1' ::: Jl- 2(' :)'])=o 
( 17) 

onde 

Z= I ., (18, 19,20) 

~~( g:;J3 
G 

onde s é a espessura do canal, definida na Fig. I e Re é o nümero 
de Reynolds. 
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e) Tensão Tangencial na Interface Gás-Líquido: 

yx au ( xx ah) 
"tG - z 3y -E 2a"tG 3x + 

2 au ah av xx auah 
[( )( ) 2 ( ) l +E z ay --rayx ax -z ax +2 -ra +2z ax ax + 

+:(:J']=a 
(21) 

f) Velocidade do Líquido na Parede: 

u=v=O (22) 

Nestas equações de conservação aparecem, além das variáveis 
já citadas, as tensões normais -r0 xx e -r0 YY , que serão desprezadas 
por serem insignificantes quando comparadas à pressão (Bachir, 
1989). 

Transformação do Sistema de EDP's. O sistema de EDP's, 
definido pelas Eqs. de ( 11) a (22), será transformado a fim de se 
obter uma única EDP para a espessura do filme em função das 
variáveis x e t. Para tanto, serão expandidas as velocidades e 
pressão do filme líquido em séries assintóticas em relação ao 
parâmetro perturbador E, como apresentado a seguir: 

U = U(O) + EU(I) + E2v(2) + E3i 3l+ ... 

V= v(O) + EV(I) + ~: 2 v{2 ) + ~: 3 v(3)+ .. 

p = p(O) + EP(I) + E2p(2) + E3p(3) + ... 

(23) 

(24) 

(25) 

Aplicando-se as equações (23) a (25) nas relações 
adimensionalizadas (II) a (22), obtém-se vários sistemas de 
equações referentes aos termos de ordem 0(E0

) , 0(~: 1 ), etc .. 
Resolvendo-se estes sistemas, obtém-se uma EDP para a 
espessura do filme h(x,t), altamente não-linear. 

Considerando-se que o parâmetro pertubador é definido como 
uma razão entre a espessura do filme líquido média e o 
comprimento do canal, a expansão acima representa uma boa 
aproximação para problemas com canais longos. Por exemplo, 
para um canal de um metro e para vazões de filmes líquidos 
médias, os termos de 

assim, retendo na solução do problema somente os termos de 
ordem zero, obtem-se uma solução para o problema com boa 
precisão (Bachir, 1989). Além disso, o problema em estudo 
apresenta uma característica racional; isto é, a sua solução 
aumenta em precisão quando o parâmetro pertubador tende a 
zero, e converge para uma exata solução quando retido somente 
alguns termos de ordem superior na expansão (M. Van Dike). A 
equação resultante para h(x,t), escrita a seguir, apresenta apenas 
os termos de 0(~:0), para maiores detalhes sobre os termos de 
ordem superior consulte Ataides ( 1994): 

àh+ à hh(h+cra\h+ -rGyx)+~ 84hh3 + 
at ax ax3 z 3 ax4 

(26) 

_!_ mGyx h2 + O(El) =o 
2z àx 



~ 

Apesar de retermos para a análise do problema em estudo 
somente os termos de primeira ordem, não exilem dificuldades 
adicionais para imbutir na solução do problema os termos de 
ordem superior. A solução da equação composta pelos termos de 
primeira ordem é suficiente para se obter resultados satisfatórios 
na solução do problema. 

Solução da EDP Não-Linear para h(x,t). Para se obter a 
solução da equação (26), é necessário proceder-se algumas 
transformações na mesma, a fim de tornar possível a aplicação 
do método numérico. 

O Método Espectral da Colocação de Chebyshev (Canuto, 
1988) será aplicado neste trabalho. Suas funções tentativas são 
definidas no intervalo [-1, 1], o que exige transformações na Eq. 
26 (Ataídes, 1994 ). Não será apresentada aqui esta 
transformação. 

A tensão tangencial da fase gás, que se apresenta na EDP 
para h(x,t), será definida através de uma relação experimental 
obtida para a tensão de cisalhamento interfacial (Biage, 1989 e 
Bharatan, 1978). Esta relação para t; , já adimensionalizada, é 
dada por: 

onde 

I 

'i ={i)3(fiKpKvReG
2

) 

fi=A[oo05+B(l-a 5fJ .\=1. 8=14.6 

e C= 1.87 para (1-a 5 ) <0.1 

AG as=--;;: Kp=PG(s-hN)g. 
phNg , 

v 2 
Kv = G R OG 3 , eG =-

{s-hN)g VG 

(27) 

(28) 

(29,30) 

(31 ,32) 

onde Ac; é a área transversal ocupada pela fase gás, A é a área 
transversal do canal, a, é fração de vazio. Os demais parâmetros 
são grupos adimensionais característicos da fase gasosa. 

Para o caso do sistema de referência mostrado na Fig. I , 
tem-se: 

tGyx = -tj. (33) 

A partir das considerações precedentes, a equação (26) será 
transformada como segue: 

4 
8h + 6 8h h2 + 16E3W~h3 + 
at ax ax4 

3 a3h ah 2 ~ 2 ah 
+48E W-

3 
-h -.>fi Kp Kv ReG -h= O(E) 

ax ax ax 

(34) 

onde o número de Weber (W) é definido como segue: 

W=Cg:N 2 J (35) 

Técnica da Estabilidade da Solução Permanente. Conforme 
descrito por Stakgold ( 1979), no regime permanente, estuda-se 
um problema de valor limite . em coordenadas espaciais. O 
problema dependente do tempo é do tipo valor inicial e do tipo 
valor limite no espaço. Em cada tempo t, a solução h é um 
elemento num espaço de Hilbert (H). Quando muda-se t, o 

1324 

elemento h = h(t) move, no espaço H, de acordo com a seguinte 
equação de evolução: 

d 
- h(x, t) = F(h, ReG); t > O; ht=O = ho (36) 
dt 

onde h0 é o valor inicial de h e F é uma transformação de H 
dentro dele mesmo, onde estão contidas as derivadas com 
respeito às coordenadas espaciais. 

Uma das principais questões relacionadas à Eq. (36) é a que 
trata da estabilidade de regimes permanentes. Considera-se h; 
como sendo um elemento do espaço H que satisfaz 

F(h; , ReG) =O, quando t ~O (37) 

O elemento h; não depende de t, sendo uma solução da Eq. 
(36) com valor inicial h0. Considera-se h; uma solução 
permanente ou um estado de equilíbrio que intera sempre pelo 
efeito de pe<fuenas perturbações, que podem crescer ou 
permanecer do mesmo tamanho. A análise que permite 
caracterizar o efeito destas perturbações consiste em estudar a Eq. 
(36) com valor inicial h0, próximo de h;. Diz-se que h; é estável se 
existe um E> O, tal que a solução de h(x,t), da Eq. (36), satisfaz 

lim llh - hdl = O 
t~O 

quando Ilho- h di S E (38) 

Considera-se h(x,t) uma solução da Eq. (36) 
correspondente ao valor inicial h0, próximo a h;, como segue: 

h= hj + di (39) 

onde E é um pequeno parâmetro perturbador e h é a espessura do 
filme líquido flutuante. 

Substituindo-se a Eq. (39) na Eq. (36), obtém-se: 

dh = F(hj +Eh, ReG) - F(hj, R_eG) 

dt E (40) 

Fh (hj, ReG )h + r 

onde Fh(h;, ReG) é a derivada de Fréchet de F em função de h; 

e do parâmetro E. O parâmetro r é o erro de ordem superior em h: 

_lim (llrll i llh 11) = 0 
h-->0 

(41) 

Sendo pequeno o valor inicial de h , o comportamento da 
solução da Eq. (39) será determinado pela equação linearizada 

dh 

dt 
Fh(hj,ReG) h (42) 

Portanto, para determinar o comportamento da espessura do 
filme flutuante, definido pela Eq. 41, torna-se necessário 
determinar primeiro a solução permanente, definida pela Eq. 
(37), dada pela derivadá de Fréchet. Se todas as soluções da Eq. 
(42) diminuírem exponencialmente com t e com x, deseja-se 

então obter soluções para h(x, t) suficientemente pequenas. Para 

uma solução da forma 

h(x, t) = A efi k(x-ct)+pt] (43) 

onde A é um elemento de H, independente do tempo e da 
coordenada x, aplicada à Eq. (42), o resultado é da forma: 



(44) 

onde k é o número de onda, c é a velocidade de propagação de 
uma onda elementar e ~ é o coeficiente de amplificação temporal. 
Nesta análise de instabilidade temporal, sobre ondas periódicas, é 
conveniente definir uma variável complexa C, que estabeleça 
uma relação entre a variação de h com t e também de h com x. 
Esta relação é descrita da seguinte maneira: 

(ail) 
~ c - ---ª--- onde c c + (45) 

(ail) 
, 

a c 
Para cada modo · k, existe uma ou várias soluções 

correspondentes a C, cuja parte real .: a velocidade de propagação 
e a parte imaginária é o fator de amplificação. Uma onda com c>O 
e k<o é. convectivamente, instável. 

Neste estudo resolveu-se somente a solução permanente, dada 
pela Eq. 37, ficando para uma etapa posterior a análise da solução 
transiente. 

Aplicação da técnica nas Eouacões do 
Aplicando-se a Eq. (37) na Eq. (34), obtém-se: 

4 
F(hj,Reo)=-6ahi hi 2 -16e 3W~hi3 -

ax ax4 

Problema. 

(46) 
3 a3h · ah 2 2 ah 

- 48e W--1 
-

1 h + 3fiKpKvRe0 - 1 h·= O ax3 ax I ax I 

As condições de contorno na entrada do líquido é dada por: 

2 3 4 
h

. _h . ahi _ a hj _ a hj _ a hj _ 
1- N -----------0 

· ax ax2 ax3 ax4 
Na saída do líquido, a condição limite é: 

(47) 

(48) 

onde h; representa a solução permanente de h(x,t), hN é a 
espessura de Nusselt e ReG é o número de Reynolds do gás. 

As condições limite exercem forte influência sobre a 
estrutura do escoamento e, consequentemente, sobre o 
'·flooding''. Entretanto, neste trabalho será explorada somente a 
situação caracterizada pelas equações (47) e (48). 

No conjunto das equações dado por (46), (47) e (48) será 
aplicada a técnica espectral da colocação de Chebyshev para a 
solução do problema. 
Método Espectral da Colocação de Chebyshev. Utilizou-se o 
método espectral para a solução das Eqs. 46, 47 e 48 Os métodos 
espectrais são diferenciados não somente pelo tipo de método 
como também pela escolha particular das funções tentativas. O 
mais versátil conjunto de funções tentativas é composto pelos 
polinômios de Chebyshev, que são definidos no intervalo [-1, 1]. 
Não apresentaremos neste artigo os detalhes desta técnica. Para 
maiores informações consulte em At'lídes ( 1994 e 1996). 

DISCUSSÃO E RESULTADOS 

Discussão. Na implementação numérica deste problema, a 
espessura hi(x), assim como suas derivadas com relação a x, serão 
expandidas até a ordem de 30 termos. O procedimento de 
execução do programa, para encontrar o ponto de "flooding", é 
aquele em que a vazão de líquido por unidade de área é fixada e á 
vazão do gás (número de Reynolds) é aumentada gradualmente 
até ultrapassar o ponto de transição do escoamento. Este ponto é 
obtido quando o número de Reynolds do gás é aumentado e 
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ocorre um sensível aumento da espessura média até atingir um 
valor máximo, seguido de um brusco decaimento da mesma. 
Deste decaimento, conclui-se que parte do líquido descendente é 
arrastado devido ao atrito interfacial provocado pelo escoamento 
do gás. Este ponto, no qual se constata o primeiro arrastamento 
parcial do líquido descendente, é tomado como o ponto de 
"flooding" (Biage, 1989). A ocorrência de novos picos na 
espessura média do filme líquido caracteriza novos pontos de 
"flooding", até o processo de transição atingir o seu estado final , 
quando o filme estará a co-corrente com o gás (Ataídes, 1994 ). 

Os resultados que serão apresentados no próximos item 
envolvem as velocidades superficiais do gás (JG) e do líquido (J1) , 

que são classicamente utilizadas em escoamento bifásico. Estas 
grandezas são definidas como 

Jo = ~; (49) 

onde OG e Q são, respectivamente, as vazões volumétricas do gás 
e do filme líquido, e A é a área da seção transversal do canal. 

.g 
·~ 
~ 2.10 

o 
~ 

.~ 
'g 1.60 
.... 
"" 

'*"""' Jl = 0.022 m/ s 
........,. Jl - 0.035 m/s 
...,.... Jl = 0.053 m/• 

Flooding .... 

5000.00 10000.00 15000.00 20000.00 
Numero de Reynolds do Cas 

Figura 2: Evolução da espessura média espacial do filme líquido 
em função do número de Reynolds do gás, para três velocidades 
superficiais do líquido (J1 ).Figura 5: 

Resultados. Nos cálculos obtidos com o código 
computacion~l elaborado, a espessura do filme líquido oscila ao 
longo do canal e aumenta consideravelmente em função do 
aumento do número de Reynolds para todas as velocidades 
superficiais do líquido. Este aumento é mais significativo quando 
a velocidade superficial do líquido é maior. Entretanto, a 
flutuação da espessura h;(x) ao longo do comprimento do canal 
aumenta com a diminuição da velocidade superficial do líquido. 
Também, as flutuações da espessura média do filme líquido 
aumentam com o crescimento do número de Reynolds do gás. O 
fato das flutuações serem mais significativas para menores 
velocidades superficiais de líquido, deve-se às tensões da parede 
e da interface que atuam numa faixa percentualmente maior, no 
interior do filme líquido, quando a espessura deste é menor. As 
flutuações do filme ocorrem essencialmente devido à viscosidade 
e, portanto, tudo isto é coerente com o comportamento físico do 
problema. A figura 2 mostra a espessura média espacial 
do filme líquido versus o número de Reynolds do gás, para três 
~iferentes velocidades do líquido. Pode-se confirmar que a 
espessura do filme cai mais acentuadamente quãnto menor for a 
vazãu de líquido. Outro fato importante é que o ponto de 
"flooding" aumenta com a diminuição da vazão de líquido. 
Fisicamente, isto ocorre devido às interações das tensões da 
parede em contato com o filme líquido e da interface que atuam 
numa maior porção no interior do filme líquido. Os novos picos 
após o ponto de "flooding", que caracterizam novos 



.._ 

arrastamentos de líquido pelo gás, em direção a parte superior do 
canal, podem ser observados. Portanto, tomou-se como ponto de 
"tlooding" , o ponto inicial do proce ;so de arrastamento. 

1.50 .,.------ - - ---- - ------, 

Ioo 
.c 

0.50 

Q.J;U;IJlD Dados Experimentais 
ti.n..f Este Es1udo 
~ t.Aodelo Esc. Plono {Biage, 1989) 

0.00 1' Jl .~ .~ ?35 (m{sL," ' ' . 
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 

Jg (m/s) 

Figura 3: Comparação da espessura do filme líquido obtida neste 
trabalho com as de outros dois estudo. 
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Figura 4: A Carta de "Flooding". 

A figura 3 mostra a evolução da espessura média espacial 
do filme líquido em função da velocidade superficial do gás, 
para uma velocidade superficial do líquido específica (11 = 0.035 
m/s). Nesta figura mostra-se também, os dados experimentais e a 
estimativa para a espessura do filme médio, obtida por um 
modelo de escoamento plano (Biage, 1989). O pico da espessura 
do filme obtido neste estudo apresenta uma boa concordância 
com aquele obtido experimentalmente. Os vaÍores médios 
entretanto mostram diferenças de, aproximadamente 35%, o que 
corresponde a uma diferença em tomo de 0.02 mm com relação 
aos valores experimentais. Porém, medidas experimentais em 
canais com precisão desta ordem de grandeza são bastante 
dificeis, devido à imprecisão nos ajustes da parede do canal que 
é desta ordem de grandeza (Biage, 1989). É importante salientar 
que a curva da espessura média apresentada para o modelo de 
escoamento plano, nesta figura, concorda melhor com os dados 
experimentais que com o atual modelo. E_ntretanto, o modelo de 
escoamento plano é constituído de um critério de instabilidade do 
perfil de velocidade, a partir de um perfil de velocidade plano, o 
qual foi considerado inicialmente concidente com a espessura 
média obtido experimental. 

Figura 4 apresenta o que Jonominamos de Carta de 
"Flooding", cujos eixos representam a velocidade superficial do 
líquido (11) versus a velocidade superficial do gás (JG)· Esta carta 
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é de grande interesse para o desenvolvimento de projetos em 
sistemas que apresentam situações em que filmes líquidos escoam 
a contra corrente a um escoamento de gás, como em sistema de 
esploração de gás natural. Nesta figura encontram-se plotados, 
além da relação obtida neste trabalho, os pontos experimentais 
obtidos por Biage, ( 1989), como também de outras duas 
corelações experimentais (Biage, 1989). Observa-se uma boa 
concordância entre a curva de "tlooding" referente a este estudo e 
aquela dos resultados experimentais. O erro relativo médio 
constatado entre os valores referentes a este estudo e aqueles 
experimentais obtidos por Biage, ( 1989) é de aproximadamente 
3%. Os estudos experimentais de Feind ( 1960) e também de 
English et ai ( 1963) apresentam erros relativos médios acima de 
10%. Conclui-se que os termos flutuantes, que não foram tratados 
neste trabalho, influenciam relativamente pouco na transição do 
escoamento em longos canais, ficando por conta da parte 
permanente a maior parcela de contribuição para no processo de 
transição. 

REFERÊNCIAS 

Chang, H. C., I 986, "Non linear Waves on Liquid Film Surfaces­
I. Flooding in a Vertical Tubes", Chemical Engineering 
Science, Vol. 4 L pp. 2463-24 76. 

Ataídes, I. F., 1994, " Estrutura da Superficie Livre de um Filme 
Líquido sobre uma Placa Plana Vertical: Fenômeno do 
Flooding" ; Tese de Mestrado, Universidade Federal de 
Uberlândia, Brasil. 

Ataídes, I. F. e Biage, M., 1996. "Estudo Teórico da Estrutura da 
Superficie Livre de um Filme Líquido Escoando Sobre uma 
Placa Plana Vertical: Fenômeno do "Flooding", IV 
Congresso de Engenharia Mecânica Norte-Nordeste, Recife. 
Brasil. 

Biage, M., 1989, "Structure de la Surface Libre d ' un Film Liquide 
Ruisselant sur une Plaque Plane Verticale et Soumis a un 
Contre-Courant de Gaz: Transition vers L'écoulement 
i .. ."ocourant Ascendant" , Tese de Doutorado, L 'institut 
National Polytechnique de Grenoble, Grenoble, França. 

Bach ir, A., 1987, "Etude de L'instabilité d'un Film Liquide 
Ruisselant sur une Plaque Verticale et Soumis à une Contre­
Courant de Gaz. Transition vers L'ecoulement Cocourant 
Ascendant" , Tese de Doutorado, L'institut National 
Polytechnique de Grenoble, Grenoble, França. 

Canuto, C. et ai , 1978, "Spectral Methods in Fluid Dynamics" , 
Springer-Verlag, New York. 

Bharatan, D. et ai, 1978, ''Air Water Counter-Current Annular 
Flow", EPRI Report, No. NP- 786. 

Scriven, L. E. , 1960, Dynamics of a fluid interface, Chemical 
Engineering Science, Vol. 12, pp. 98-108. 

Stakgold, 1. , 1979, "Green's Functions and Boundary Valve 
Problems", John Wiley & Sons, New York, USA. 

Van Dyke, M., 1964, "Pertubation methods in fluid mechanics". 
Academic Press, New York, USA. 

ABSTRACT 

This study presented a mathematical formulation to identify the 
flooding point. This point is characterized by the liquid film 
transition from a liquid and gas counter-current flow to a 
concurrent flow. For the solution the problem was used an 
asymptotic expansion to transform the set of conservation 
equation to a one differential partia! equation for the liquid film 
thickness. To solve this non-linear equation we have used the 
collocation spectral method. The numerical reoults of this study 
were compared with the experimental results and they showed 
relative error less than 3%. 
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SUMMARY 

Air-water and air-Xanthan gum mixtures in upward co-current slug jlow through concentric annuli 
were experimentally studied in horizontal, vertical and four other inclinations. A ir phase and liquid phase 
superficial velocities were controlled, the volumetric void fractions were measured, by the usage of quick­
closing ball valves, and plotted against the mixture superficial velocities to be compared with Zuber & 
Findlay model. Hewitt's correlationfor the voidfraction is tested. 

1 . lNTRODUCflON 

Gas-liquid two-phase flows can be found in different 
patterns, depending upon each fluid flow rate, the physical 
properties of the fluids and also on the duct inclination. A very 
common and important pattern characterized by long gas 
bubbles is known as slug flow. The long gas bubbles (also called 
Taylor bubbles or Dumitrescu bubbles) are surrounded by a 
liquid film and are separated, in the longitudinal way, by liquid 
pistons (called "slugs") in which small gas bubbles are found. 
When the flow is vertical, the long gas bubbles are axis­
symmetric and the liquid film is thin and constant width. ln the 
other hand, if the duct is inclined there will be no axial 
symmetry and the liquid annulus will be thicker in the lower 
si de of the duct. 

The bubble length and frequency are not constant even 
when the flow is stabilized. lf not well stabilized, bubble rise 
velocities will be quite different and some bubbles will catch up 
with the next ones. That is why one can speak of slug flow as a 
transient flow. When the duct is not horizontal there will be a 
gravitational pressure gradient through the longitudinal way of 
the duct and so the bubbles will expand while flowing. That 
expansion will be bigger if the duct is open to atmosphere. The 
velocities of the liquid slugs and so the bubble velocity will be 
increased due to bubble expansions. 

ln the present work the goal is the measurement of Taylor 
bubble actual velocity and the superficial velocities of the fluids, 
as well as the flow void fraction, in order to compare to Zuber & 
Findlay model and test the compatibility with Hewitt's void 
fraction correlation. lt is very important to remind that these 
correlations were developed for flows of gas with Newtonian 
liquids in pipes. This work investigates the applicability of those 
models to the flow of gas with a non-Newtonian liquid through 
an annular cross section duct. Severa! works have been 
published about two-phase-flows of air with Newtonian liquids 
through pipes (cylindrical cross section), in horizontal or vertical 
position (Davies and Taylor, 1950; Bankoff, 1960; Zuber, 1960; 
Griffith and Wallis, 1961; Nicklin et ai., 1962; Moissis and 
Griffith, 1962; Zuber and Findlay, 1965; Mandhane et ai., 1974; 
Dukler and Hubbard, 1975; Taitel et ai., 1980; Hewitt, 1982; 
Chen and Spedding, 1983; Orell and Rembrand, 1986; Fabre 
and Liné, 1992; etc.). There are some others about inclined flow 
of air with Newtonian liquids through pipes (Wallis, 1969; 
Beggs and Brill, 1973; Taitel and Dukler, 1976; Weisman and 
Kang, 1981; Bendiksen, 1984; Couetet ai., 1987; etc .). Very 
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few papers have been published however, on flow of air with 
non-Newtonian fluids. Most of these discuss about flow through 
circular cross section ducts (common pipes) in vertical or 
horizontal position; examples are Farooqi et ai., 1980; Farooqi 
and Richardson, 1982; Khatib and Richardson, 1984; Chhabra et 
ai., 1984; Chhabra and Richardson, 1984; Chhabra and 
Richardson, 1985). There has bcen published some works about 
two-phase flow through annular cross section duct with 
Newtonian liquid (Griffith, 1964; Sadatomi et a!., 1982; 
Caetano, 1985; Barnea and Shemer, 1986; Couet et ai., 1987; 
etc.). Nakagawa (1990) and Johnson & Cooper (1993) studied 
gas/non-Newtonian fluid in different inclinations, through 
eccentric annuli. Sousa (1995) worked with air/Xanthan gum 
flows, in different inclinatior.s, through circular duct. There has 
not been found any work about gas/non-Newtonian fluid flow, in 
the whole inclination band, from horizontal up to vertical, 
through concentric annular duct, like this one. That is why this 
work can give an important contribution to the topic. 

2 . EXPERlMENT AL APP ARATUS 

Test Section. A flow system consisting of a 4.5-m-long 
test section, limited by two ball valves was designed and built. It 
is part of a 9-m long concentric annulus with 77.2-mm-inside­
diameter casing (externa! pipe) and 42.2-mm-outside-diameter 
tubing (internal pipe). 

Both ball valves are 72.2-mm ID, like the externa! pipe. 
They are connected to each other by a steel bar in such a way, 
that both are open and closed together, in order to block the 4.5-
m-long test section when void fraction has to be measured. The 
first valve is a three-way valve. When it is closed, the upstream 
flow should be diverted and returned to liquid tank. Upstream 
from the three-way valve, a 3-m-long annular duct, with the 
sarne arrangement as the test section, was installed to avoid 
entrance effects in the test section during flow measurements of 
pressure, pressure drop and temperature. Downstream from the 
two-way valve a 1-m-long annular section was placed also to 
avoid disturbs in the test section. That annulus has the sarne 
configuration as the others. 

ln the middle of the 4.5-m-long actual test section were 
installed a thermometer and a pressure transmitter, both 4-20 
mA analogic signal output. The values measured were used to 
calculate the air local flow rate, from air standard flow rate 
measured before mixture, upstream from test section. 



... 

At beginning and at the end of the 4.5-m-long test section, 
symmetrically fram its center, were installed two pairs of 
resistivity sensors. These instruments measured the mean time 
Taylor bubbles took to travei fram one to the other. Mean 
velocities of the bubbles were calculated by the micra-computer 
using the known distance between the sensors (3.5 m) . 

The whole system could be fixed in severa! positions, 
according to the inclination angle wanted. Fig. (I) shows the 
9-m-long duct, the three-way valve and the 75-mm-ID diverter 
hose. 

Figure I - Test section and partia! view of gas system 

Liguid System. The liquid phase was stored in 0.5-m3 

cylindrical tank, from which the liquid flowed to the pump. A 
speed contraller device could set the pump rate according to the 
liquid flow rate desired. After pumped, the liquid was filtered 
and so passed by a flow rate meter station in which it could be 
measured by one of two positive-displacement flow rate meters, 
according to the value range to be measured. Selection was 
made by manifolds and ball valves. Each flow meter delivers 4-
20 mA output sign to data acquisition system. 

Then the liquid passed by a check valve and reached the 
mixture nozzle to meet the gas phase and both together get into 
the 3-m-long stabilizing section described above and form the 
slugs initially defined . ln order to get the slug pattern on a 
previously chosen liquid gas flow rate configuration both rates 
could be set. The liquid could be easily regulated by the speed 
controller installed between the electrical motor and the pump. 

After flowing for the whole 9-m-long annular section 
(including 3-m-long stabilizing section, 0.5-m-long three-way­
valve, 4.5-m-long test section and 1-m-long post-stabilizing 
section) the liquid got into a 0. 1-m3 atmosphcric-pressure vcnted 
tank. This tank worked as a separator, taking the gas away by a 
vent and delivering liquid to the 75-mm-ID downstrcam hose. lt 
is fixed to the pipe scction basic structure in such a way it can 
be inclined to any pipe position, from horizontal up to vertical. 
The liquid was then returned to the main tank . 

Gas Systcm. Air was taken from a 100-mm 500-KPa 
manifold through a 25-mm pipe. A necdlc valvc imposed the 
first prcssure drop and could be sct as a rough prcssurc and flow 
rate contrai so that the air prcssure in the mixture nozzle 
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described abovt; was about the sarne as the liquid and enough to 
form the slugs. After the needle valve the air passed thraugh a 
net filter and reached an oil separator before being admitted to a 
pressure contrai unit. ln that unit the air could be controlled by 
onc or both of the two PCV (pressure contrai v~lve) installed, 
depending on the pressure drap needed. One of them has a 
maximum flow coefficient equal to 0.7 and the other one 2.0 . 

A thermometer and a manometer are installed 
downstream. Both delivers 4-20 mA output to the data 
acquisition system. After thosc measurements the air passes 
thraugh a standard flow rate meter station. lt is composed by two 
orifice plates and a 4/20-mA-output differential pressure 
transmitter which was connected to the inlet and outlet 
manifolds of each pliite. That differential pressure together with 
plate calibration data, local pressurc and temperature were used 

'· by the program to calculate the standard atr flow rate. 
Before reaching the mixture nozzle described above, the 

air passed through a fine-adjustment needle valve for fine 
contrai of flow. 

Data Acguisition System. The 4-20 mA output of each 
instrument were converted to 1-5 V analogic signal and 
delivered to the computer. They were then converted to digital 
signal values and displayed on the screen. Ali measured values 
could be monitored simultaneously, from contrai room. After a 
satisfactory cycle of measurements (with good measurement of 
Taylor bubbles velocities and void fraction measured by closing 
ball valves and reading test section volume) ali data were taken 
as the cycle mean value and recorded by the computer. A mamx 
was being generated in a file in which each vector was the result 
of a reading cycle. 

3 . FLUID PROPERTIES 

Each test condition of flow rates and inclination angle was 
measured both for air-water and for air-Xanthan gum flow. 
Water was clean and totally transparent. The Xanthan gum used 
was prepared in a concentration of 4.28 Kg/m3 (basic powder 
polymer mass per water volume). After prepared, solution 
density was 1000 Kg/m3

. It was almost transparent and that was 
excellent for visibility of Taylor bubbles through liquid films 
and through transparent pipes. 

Xanthan gum solution shows shear-thinning non­
Newtonian behavior. That means its apparent viscosity 
decreases when shear rate (and so fluid velocity) increases. 
Rheological curve is shown in Fig. (2). Three rheological models 
were testcd. 

Power-law model. The polymeric solution used has been 
well modeled, by other authors, using power-law equation: 

't = K y~ (I) 

where 1: is shear stress, y is shear ra:e and "K" and "n" are 

power-law model parameters called consistency index and flow 
behavior index, respectively. They must be found 
expcrimentally. For the polymeric solution uscd "K" was 
determined as 0.96 Pa.sn where "n" was equal to 0.34. 

That model, however, does not fit well for very low shear 
rates due to the yield point of this polymer. However, this work 
dealt solely with moderate or high velocities (otherwise it would 
not be easy to get slug pattern tlows) and so power-law mode l 
fitted wcll. 
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Bingham model . This model is useful for fluids that 
presents yield point: 

(2) 

where llr represents plastic viscosity and t 0 is the yield point. 

These parameters were found to be 0.0066 Pa.s and 3.8051 Pa, 
respectively. 

Herschel-Bulkley model. This model also considers the 
yield point and delivered the best agreement to rheological data. 
It is defined as: 

"t = K HB Y n· + "t HB (3) 

where KH8 and n' are Herschei-Bulkley parameters equivalent 

to "K" and "n" of power-law model, eq. (1). t HB is Herscheii­

Bulkley yield point which has the sarne physical meaning of 

Binghan's t 0 , eq. (2), i.e. the minimum shear stress to cause 

fluid movement. These parameter values were found to be 0.16 
Pa.s", 0.55 and 2.78 Pa, respectively. 

ln Fig. (2) are plotted the three discussed model equations 
together with the rheological curve of the polymeric solution 
used. 
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Figure 2 - Rheological curves of Xanthan gum 

4. BASIC CONCEPTS 

Local void fraction is defined in a given cross section of a 
duct as: 

AG 

A 
and ~ 

A 
(4) 

where "A" is the cross section area and subscripts "G" and "L" 

corresponds to liquid and gas phase, respectively. From here on, 
to simplify, subscripts "G" will be omitted for gas void fraction, 
as it often happens in literature. 

As this works deals to two-phase flow, comes from 
definition: 
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(5) 

Superficial velocities or volumetric flow rate fluxes are 
defined as 

Q 
A 

(6) 

where "Q" is volumetric flow rate. The absence of subscript 
means that definition refers to the mixture. But, 

and (7) 

where "v" is the longitudinal tlow velocity. Combining eqs. (4), 
(5), (6) and (7) yields: 

jo !k V a ·Ao 
a·va (8-a) 

A A 
and 

jL 
2h_ VL ·AL 

a L ·VL (1-a)·vL (8-b) 
A A 

5 . VOID FRACTION CORRELATIONS 

Zuber & Findlay. Zuber and Findlay ( 1965), based on 
Nicklin et ai. (1962), proposed, for upward vertical air-water 
flow through circular cross section ducts (pipes) : 

(9) 

where "C0 " and "v_" are parameters obtained from 

experiments. For that scenario, the angular coefficient, C 0 , was 

suggested to be near 1.2 while linear coefficient, v_ , was related 

to pipe diameter. When coefficients are known, eq. (9) is very 
useful and simple to determine void fraction. Eq. (6) can be used 
since flow rates are often easy to be measured. 

Hewitt. From eqs. (4) and (7) the velocity ratio "S" can be 
related to void fraction: 

s 

solving for a : (lO) 

S·QL Oa 
--=-
(1-a) a 

Hewitt (1982), based on Premoli et ai., presente.:!, for vertical 
gas/Newtonian fluid flow through pipes, an empirical correlation 
for "S": 

+ El. ( 
PI r2 s - p 1 ·E2 

+ PI ·E2 
(11) 

where 

PI _P_ 
1- p (12) 



... 

( )

0,22 

El = 1,578 -Re - 0.19. ~: (13) 

( )

- 0,08 

E2 = 0,0273 · We ·Re- 0·51 
. :~ (14) 

~ , in eq. (13), represents the flow ratio or non-slip void 

fraction : 

~ 
QG 

Q 
_h_ 
'j 

( 15) 

p , in eqs. (13) and (14) is fluid density. We and Re are 

called, respectively, Weber number and Reynolds number 
modified to gas-liquid flow and defined as: 

- G·D (GL +G0 ) ·D (pL ·jL +Pa ·ja) ·D 
Re=--= = 

We 

J.lL J.lL J.lL 

G2 ·D 

cr L· PL 
= 

(pLjL +paja)2 ·D 

cr L · PL 

(16) 

(17) 

where "D" is pipe diameter, Jl and cr are, respectively, viscosity 

and superficial tension and " G " is mass flux, defined as mass 
flow rate per area: 
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G rTI = rTIL + rTIG 
A A 

PL·JL+Pa ·ja 

PL ·QL + Pa ·Qa 

A 
( 18) 

The importan{;e of Hewitt's correlation is that it is 
function of flow rates, which in most of cases are easily to be 
measured, and on physical properties of fluids , that can be 
previously known. 

6. RESULTS 

Experimental data, collected by Andrade ( 1995) for 
air/water and for air/Xanthan gum flows through annular cross­
section duct in different inclinations, are compated in thi s work 
with the correlations exposed in chapter (5), which were 
proposed for vertical flow through circular cross-section ducts 
(tubes) . Zuber & Findlay and Hewitt correlations were 
developed for gas/Newtonian-fluid flows but are compared here 
also with air/Xanthan gum flows . Figs. (3) to (7) present the 
comparisons. ln ali this work inclination angles are refereed to 
horizontal position. 

Zuber & Findlay Model. ln Figs. (3) and (4) are presented 
experimental points, graphics and equations obtained by linear 
regression, for air/water flows and for air/Xanthan gum flows, 
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Figure 4 - Zuber & Findlay correlation applied to air-Xanthan 
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respectively, in six different inclinations. The two sets of 
graphics were built side by side in order to make comparison 
easier. The model fits quite well to data. 

Hewitt I Premoli Correlation. The results are shown ins 
Figs. (5) and (6), side by side, for air/water and for air/Xanthan 
gum, again. For each two-phase flow, in each inclination, air 
void fraction were ploted versus measured air void fraction 
versus ai r void fraction calculated by eqs. (I O) to (18). 

Fitness for air/water flows was excellent in ali 
inclinations. For air/Xanthan gum flows the agreement was not 
good in the two intermediate inclinations (45 and 55 degrees). lt 
may have happened due to high air void fraction in the liquid 
phase, in the form of small bubbles, increased by some surf 
formation. Near horizontal and vertical positions ( O, 13, 75 and 
90 degrees) experimental data are close to calculated values. 

The correlation had to be adapted to annular cross-section 
duct. ln place of pipe diameter "D", eqs. (16) and (17), an 
equivalent diameter "Deq" was used. Severa! equiva1ent 
diameters suggested in 1iterature were tested. The best fitness 
was obtained with the simples! equation: the hydraulic diameter. 
For a C'oncentric annulus the hydraulic diameter is: 

Deq = D - d (19) 

where "D" is the inside diameter of the externa! pipe and "d" is 
the outside diameter of the internal cy1indrical bar. 
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Figure 5 - Air-water flow void fractions: comparison of 
Hewitt's correlation with experimental data 
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The model should also be adapted to non-Newtonian fluid. 
ln eq. (16) Newton's liquid viscosity was substituted for 
Herschei-Bu1kley model equivalent viscosity: 

lleq 
y 

where shear rate y was calculated by: 

y = 
6j 

Deq 

(20) 

(21) 

and shear stress 't was calculated from eq. (3), using the three 
parameters values alreà~y written in the paragraph below eq. 
(3). 

Usage of Hewitt's correlation into Zuber & Findlay 
equation. The advantage is to find coefficients C0 and v_ of 

Zuber and Findlay equation (eq. 9). ln this way a great range of 
air void fraction can be predicted for values of superficial 
velocities "j" (and volumetric flow rates "Q") not measured. For 
known flow rates values Hewitt's correlation gives good results. 
Zuber and Findlay graphics and equations shown in Fig. (4) are 
redrawn, exchanging the measured values of air void fraction 
with the air void fraction calculated by Hewitt's correlation, 
with the sarne experimental values of superficial velocities "j". 
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Figure 6 - Air-Xanthan gum flow void fractions: comparison 
of Hewitt's correlation with experimental data 
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The knew graphics are plotted in Fig (7) . Due to space 
limitation the graphics corresponding to the ones shown in Fig. 
(3), of air/water flows are not presented. Air/Xanthan gum 
graphics are more important and air/water flows produced 
perfect results with correlation coefficients "R" about 0,999 in 
ali inclinations . 
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Figure 7 , Zuber & Findlay correlation applied to air,Xanthan 
gum experimental data and void fraction 

calculated by Hewitt's correlation 

It can be seen in Fig. (7) that the compatibility is excellent. 
lt's a great advantage for predicting gas void fraction in not 
tested flow rates, when physical properties and geometry are 
known. 

7 . CONCLUSIONS 

Zuber & Findlay model, developed for air/Newtonian 
liquid flows through pipes, can be very well applicable for the 
sarne fluids when flowing throúgh concentric annular section 
ducts. That model also showed excellent agreement with 
air/Xanthan gum flow through annular duct. This is very useful 
for relating void fraction to the fluid flow rates, when the duct 
geometry is known. 

A great superficial velocity matrix was tested, both for 
air/water and for air/Xanthan gum solution, showing the sarne 
"slug" pattern . That shows the air/Xanthan gum two-phase flow 
pattern borders do not change significantly from the ones 
previously known to air/water two-phase flow . 
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Hewitt's correlation, for void fraction determination from 
fluid superficial velocities and fluid properties, was developed 
for air/Newtonian-liquid vertical two-phase flow through pipes. 
lt showed excellent compatibility to inclined and also horizontal 
air/water flow through concentric annular duct. The fitting was 
very good to air/Xanthan gum flow, through the sarne annular 
duct, for ali inclinations, too. However, it was necessary to adapt 
the equations, changing the pipe diameter in original equations 
by an equivalent diameter, representing the annular duct, 
considering its two diameters. Some equivalent diameters were 
tested. The one that gave the best fitting was the hydraulic 
diameter. This conclusion is very useful for predicting void 
fraction, mainly in situations it cannot be directly measured, 
since fluid properties are almost always known, as well as duct 
geometry and fluid flow rates are usually easily measurable. 

ln this experiment no entrance effect was detected . These 
conclusions simplify new studies in the topic. 
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SU!'vlMARY 

The conjugate heat tmnsfer o.cross a thin hori::.ontal wall sepamting two fiuids 
at different tempem.tures is investigated both numerically and asymptotically. The 
solution for large Ra.yleigh numbers is shown to depend on two nondimensional pa.­
mmeters; n/$2

, with n beeing the mtio ofthe thermal resistance ofthe boundary layer 
in the hot medium to the th.ermnl resistrmce of the wall and $ the a.spect mtío of the 
plate, and (3, the m.tio of the thermnl n>sistan.ces of the bounrf.a.ry ln.yers in the two 
media. The ovemll Nusselt number is a.n incrensing fu.nction. of n /$ 2 tnking a. fin.ite 
ma.xi.mum va.lue for n/$2 _. :xl and tendin.g to ::ero for nj$2 ___.O. 

INTRODUCTION 

The study of coupled interaction of concluctiou anel 
convection heat transfer is extremely importaut be­
cause it appears in many practical and indu.<;trial de­
vices. The infiuence of solid heat condnction ou convec­
tive heat transfer has been analyzed in many works re­
lated to natural convectiou on vertical surfaces (Kelle­
her anel Yang, 1967, Anelerson anel Bejan, 1980, Sakak­
ibara et ai. , 1992, Trcviito et ai. , 1996). H0wever, in 
relation to the uattual couvective heat transfer ou hor­
izontal surfaces, there is a lack on studies ou conjugate 
conduction-convection heat transfer problems. Many 
works have appeared in the literature studyi.ng the heat 
transfer from solid surfaces facing up or clown, with 
prescribed stufnce temperature or heat flux (Gil! et al., 
1965, Rotem anel Claaseu, 1969, Aihara et al., 1972, 
Higuera, 1993), among others, since the now classical 
work of Stewartson ( 1958). An excellent r eview can be 
found in Gebhart et al. ( 1988). 

The objective of this paper is to evaluat.e the heat 
concluction of a horizontal plate, which divides to fluicb 
at clifferent temperatures on the overall heat transfer. 
vVe will study here the case where the botter fluid is 
located below the plate. For very large values of the 
Ray leigh mnnbers , Rai, two bouudary layers develop 
from the edges of the plate towards the center, formi.ng 
here a buoyant phnne rising above the upper smface 
and falling below the lower snrfacc. The thickness of 
the plume is of:the order of magnitude of the tlúckness 
of the boundary layer at the center. Here, tbe bmmdary 
layer approxiruation brakes down. However, for large 
values of the Rayleigh mmtber, the tlúclmess of tbi:o; 
region related to the length of t.he plate is very small, 

of order Ra-;- 115
• The central region is for tlús prohlem 

not very important , hecmt<;e the higher he<1 t. tmns fer 
rates occm· on the edges 0f thc plat.e . Fur thesc re:1.~uns, 

it. is jm;tificcl to neglect th!O' inflnences of both phunes 
in the preseut work. 

FORMULATION 

Consider a horizontal hea t conclncting strip of width 
2L and thickness h in an othenvise adiabat.ic wall sépa­
rating two flnids at temperattues T1oo anel T2oc < Tloc· 
The hotter flnid l is assmnccl to be in this Cfl..<;e below 
tbe strip. Duc tu the heat coudnction acros:> the st.rip, 
temperatme clifferences of ortl.er 6 T = T1oo - T2oo ap­
penr in the fluicls thnt incluce natural convection flows. 
orcler of magnitude analysis shows that for large values 
of the Rayleigh munbers thcse motions occtu in botmcl­

ary layers of thickness L/ Ra:15 on the sides of the strip, 
where R.a, = g(Ji6TPr,L3 jvf are the Rayleigh mun­
bers, with i = 1, 2 denoting the hot anel cold media, 
respectively. g is the acceleration of gravity, (3, anel v, 
are thermal expansion coefficients anel kinematic vis­
cosities of tbe fluids . Pr, denote the Prandtl number 
of fltúd i, Pr, = p,c.;_j >.,, where J-li is the dynamic coef­
ficient of viscosity, C;_ is the specific heat anel /\ is the 
thenual conclnctivity of fhúcl 'Í, respect.ivcly. Introduc­
ing the charact.eri.<;tic temperature chauges in the fluids 
as well in the pinte as 6T;_ anel 6Tw, respectively, the 
orcler of magnitude of tbe bmmdary layer tlúcknesses 
are 

. L ( 6T ) i Ó; ,.._, 
· Ra,6T;_ 

( 1) 

Dueto the acliabatic conditions at the edge of the plate, 
x = O anel at the synunetry plane, x = L, the overall 
transversal heat fttL'< throngh both flui cl'i anel the plate 
llllL"t hc of the samc onler uf Ul<lb'nitude. Thcrcfore, we 
can relate t.hl' charact.•·rist.ic t. l' lllpnat.llr•· drop in <"ach 
flnid , 67i, wit.h t.hat. of tlw piai•· . .'\'/ ',, "" 
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.6.T1 
-rv 

b.T 

§ 

(
a .6-Tw) 6 .6.T2 
ê 2 .6-T ' .6-T ""' 

§ 

( 
a/3 .6. T w ) 

6 

ê 2 .6-T 
(2) 

where E: is the aspect ratio of the plate, E: = h/ L, n: is 
the nondimensional heat conduction parameter defined 
by 

Àw h _.l a= --Ra -s 
Ài L 1 ' 

(3) 

and {J relates the thenual conductances of both flttids 
as 

/3= À1 (Ra1)! 
À2 Ra2 

( 4) 

Parameter a corresponds to the ratío of heat con­
ducted by the plate to the heat convected from the hot.­
ter fluid. This parameter can b e much larger or much 
smaller than múty. Parameter /3 is of order of unity 
for practical cases and is .exactly tmit.y for the same 
fluid. However, {3 cnn vary strongly by m;ing very dif­
ferent fluids at both sides of the horizontal wall. From 
relationships (2), we obtain the relatíve temperatnre 
drop at the wall as a function of the most important 
parameters as 

§ 

(
a .6-Tw) 6 

5 .6-Tw --- {l +{3~) +-......, 1. 
::2 .6-T .6-T 

( 5) 

\Ve suppose first that the first term on the left hand 
side is of order unity. Then 

b.Tw e2 

.6-T ""'n:(l +{Ji)~. 
( 6) 

For very small values of this ratio, the temperature 
variations in the transversal ilirection in the wall are 
very small and can be neglected in a first approxima­
tion. This limit corresponds to the is thermally thin 
wall approximntion and can be obtained for large val­
ues of aje2 and any value of {3, or with values of {3 such 
as 

!1»1(~)' -[1' (7) 

The characteristic temperature drop in both fluids are 
in this limit 

.6.T1 ""'_1_ .6.T2 ""'_L 8 
.6-T 1 + {3~ ' .6-T 1 + /3~ . ( ) 

For values of /3 of order unity, the temperature 
changes in both fluids are ímportant and must be re­
tained in the analysis. However, for large values of /3 
compared with unity, the thermal resistance of fluid i is 
very small, thus reducing to the case of the heat trans­
fer process above an horizontal isothermal wall. Ou 
the other hand, for small values of /3 , the problem re­
duces to the heat transfer problem below nn isuthermnl 
horizontal plate. 

The thermally thick wall approximation corresponds 
to the case where the rela tive temperature variations in 
the trau.wersal direction of the wall are of order unity. 
For values of {3 of order múty, tlús corresponds to values 
of aje2 "' 1. The chnracteristic temperature drop in 
both fluids are in this limit 

.6.T1 ,.... (~)i .6.T2 "' (a/3) ~ 
.6-T e2 ' b.T ::2 · (9) 

For volnes of n:/ ~2 rv 1 with vnlnes of {3 «: 1, the 
problem reduces to the hent tr,lnsfer problem below 
an horizontal wall with a known t emperatnre at the 
upper surface. However, iu this case the temperature 
variations in the wall are important aud must be re­
tained. This is the tnain differC'nce \V\t.h the case of an 
uniform wall temperature ment.ioned1above. The other 
case corresponds with small values of a/ ::2 , wit.h v alues 
of /3 "' ::2 / a. 

The most important parameter to be d etermined by 
the present. work is the noudimcrLsional overall heat flmc 
or Nm;selt munber clefined by 

6 

u---"' a -N. - qL R t (.6-T,)!: 
À,6.T I .6-T 

(lO) 

For the thermally thin wall wc obtain a reduced Nusselt 
munber as 

Nu 1 
Nu*= -~l"' ( ~)~' 

Rat 1+{] 6 

( 11) 

which is independcnt of a and ê. Ou the other hand, 
for the thermally thick wall, we have 

Nu*- Nu a 
- Rat "'2 · 

I ê 

(12) 

Therefore, for small values of n:/:.:2 , the reduced NtL'i­
selt muuber Nu* increases linearly with n:/:.:2 , reaching 
the asymptotic value of 1/(1 + {3516 ) 615 , for large val­
ues of n:/õ:2 . The main objective of the present work 
is to obtain tbe solution covering tbe wbole parametric 
space mainly in n:/ :.:2 . \V e will find that the response is 
in thi.-; case mouotorúc, anda maxiunun ou the reduced 
Nusselt munber is achieved for values of the parameter 
n:/e2 --> oo. The relative influence of the longitudinal 
heat conduction in the plate can be obtained fro,n the 
ratio of the longitudinal to the transversal heat con­
duction terms as 

R"'a(1+/3~)~ .6-Tz.w 
.6-T , ( 13) 

where 6.TLw corresponds to the charactcristic temper­
atme difference on the wall in the longitudinal ilirec­
tion. for large v alues of n, 6. TLw /.6. T is very small of 
order n: - 1(1 + {3516 )-6 15 . The longitudinal heat con­
duction is vcry smó\11 nrul coulrl h(' nq:;!Pct. ('d for val11es 
of n « (I+ f ] úl f.) _,; ; r. 
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Using the guidance of the order of magnitude esti­
mates, we introduce the following nondimensioual in­
dependent variables 

X 1/dy-~) 
X= L' '171 = Ral 5tL i' 

X 

- Ral/5(Y+~) ~-Y.. (14') '112-- 2 1 a•~-,, 
5sLxs t 

together with the noudimensioual dependent variables 

7/Ji Pr, (p-'- Po)L Pri 
fi = ~ ! ' c/>i = 2 ~ ' ' 

5~viRai X~ 5~pivi Rai X~ 

B 
_ T1oo - T1 B _ T2 - T2oo 

1- ' 2- ' 
T1oo - T2oo Tloo - T2oo 

Bw = Tw- T2oo 
T1oo- T2oo 

( I 5) 

Here x is the horizontal distance from one of the eelges 
of the strip, y is the vertical elistauce measured from 
the mieldle of the strip toward the hot medimn, 1j1i are 
the strearu functions defined in the u.sual way anel p is 
the pressure. The uondimensional balance equations, 
using the Boussinesq anel botmelary layer approxima­
tions, take the form 

( 16) 

( 17) 

for the fluicls and 

íFBw + _!_ íFBw _O 
ax2 s2 az2 - , ( 19) 

for the wall. The botmdary conclitious for thesc eqna-
tions are 

ajl aBw 
fi = -;:;--- =O, 81 = 1 - Bw, -a = 

d7J1 z 

s 2 ae1 1 
----- at 77 1 = z-- =O (20) 

a:xi a111 2 

a12 aBw 
!2 = -a =o, 82 = Bw, -a = 

'172 z 
s 2 ae2 1 

- a:,Bxi a'l12 at '172 = z + 2 =o (21) 

aBw ( ) - = O for X = O anel X = 1 22 ax 
8f, - = Bi = 1/Ji = O for 17, --+ oo. 
a1)i 

(23) 

THERMALL Y THI N WALL 

For very large values of a:( 1 +,8~) ~ / s 2 compareci with 
tmity, the temperature variations in the transversal di­
rection in the wall can be neglecteel. ln this linlit the 
nondimensional energy equation in the wall ( 19) can 
be integrated along the transversal coorclinate, result­
ing after applying the botmelary conditions (20) anel 
(21) 

(24) 

This equation must be solvecl with the acliabatic con­
ditions for the wall given by eqs. (22). An atterupt 
to solve eqs. (16), (17), (18) anel (24) with the corre­
sponeling botmclary conclitions, by perturbation tech­
niqncs with l/a as thc small paramet.cr of cxparL<>Íon, 
of the form 

00 1 
Bw = Bwo +L 

01
Bwj(X.) (25) 

j=1 

00 1 
e,= Bw +L a:i (}ij(X.), (26) 

j=l 

will conclnce us to the result that Bwj = B,1 = O, for all 
j 2: 1. Integrating now eq. (24) along the longitudi­
nal coordinate anel using the adiabatic conditions, we 
obtain 

( dx. [ ae1 1 _ .!. ae2l ]- 0 (27) 
lo x.i a1)1 ,,, =0 ,B a'l12 '72=0 - . 

It can be shown that the appropriate solution for eq. 
(27) requires that the argument between brackets is 
exactly zero at each station X· This happens if 

with 81 = 1 - 82 at '171 = '172 =O. (28) 

It means that the heat flmc from flniel 1 to the wall is 
exact.ly the same as from thc wall to fluiel 2. This i.c; 
only possible for a wall with an rmiform temperature as 
mentioned earlier in this section. Using the invariance 
of the boundary layer equations turder the group of 
transformations 

_l ~ l 
B, =* BiBi, 17i =* Bi 5 1Ji, rjJ, =* Bi r/Ji, f, =* Bt J,, 

(29) 
we can normalize the bormelary layer equations. ln this 
case B 1 = (1- Bw) anel B2 = Bw. Thc problem then 
reeluces to the classical hcat transfer problcm with a 
surface nonelimensional tempcrature of unity for both 
flows (C:ebhart et ai., 1988). Therefore 
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.. 

ae21 11 B = -G(Pr2)Bw 5 , 

712 'li =0 

(30) 

where G is the nondimensional temperature grad.ient at 
the wall for• the normalized case, G = 0.394 Pr1120 , for 
Prandtl numbers close to tmity (Cebhart et al., 1988). 
From eq. (28) we obtain the correspond.ing nondinten­
sional temperature 

(
,6G(Prt ) ) ~ 

Bw = G(Prl) 

( 

!!' 
1 + ,6G(Prt ) ) 6 

G(Pr2 ) 

and the overall reduced Nusselt number is 

Nu·=_ t dx_ 8811 _ 5G(Prl)(l- Bw)i 
lo i a -O x_s 711 'lt=O 3 

(31) 

(32) 
ln this limit the longitudinal heat conduction plays no 
role due to the absence of finitt- tempernt.ure gradients 
in the longitudinal direction. 

THERMALLY THICK WALL 

ln the opposite limit et/<:2 ..-..O the thermal rt-sistance 
of the wall is much larger than that of the Lotmdary lay­
ers and most of the tcmperat.trrt- drop occnrs across the 
wall, leading to Bw = z + 1/2 in a first approximation. 
ln this limit, the longitudinal heat conduction iu the 
strip is very small anel can the neglected. Tht bm.md­
ary conditions at both interfaces, now can be written 
as 

t:
2 ael 1 

1 - et (X, O) - 02(X., O)= - ax.~ 8771 ,,, =0 

$2 

- a,Bx_l 
ae ' 

21 , 
8772 '12=0 

with the initial cond.itions 

Bt(X = 0,0) = B2(X = 0,0) =O. 

Assurning a solution of the form 

(33) 

(34) 

- l e,= B,x"O,(fii), with fii = (Bix") 5 ry,, (35) 

eq. (33) reduces to 

" E:2 t 6~-2 
l- (Bt + B2h: "'"(;Bt x_--r-Gnt 

2 li 6~-2G ~- .:__ Bi x_-r •n2, 
-- a,B (36) 

where Gn(Pr) = -dBjdfj for a given value of n. For 
small values of x. or small values of er./<:2 , the value of 
n has to be 1/3, resulting to the leading order 

( 
o. ) g 

Bt= ,B2= 
t: 2 G 1; 3 (Prt) ( 

a,B ) ~ 
t:2 c; t / :1 ( Pr:!l 

(31) 

with G 1/3 (Pr) ~ 0.501 Pr1 
/

20
, for values of the Prandtl 

number close to unity (Cebhart et al. , 1988). The 
nondimensional temperature in the wall is then 

1 
Bw = Z + 2-

a 6 ! 1 _.8 _ 
( )

.!! ( -

<:2 G t / 3 fPr I) X -2- + ( 1 + ,8) z) 
a 

for --;;- « 1, (38) 
$-

where 

5 

jj _ [·8G1; 3 (Prt)] 
6 

- G 1;3(Pr2) 

Tbere ~a plane in the wall \vhich maintains an tmiform 
temperatme, being indepeudeut of :\. . The position of 
the plane is given by 

íJ-1 
ZT = 2(,G + 1) 

with a numlimensiunal tcmpcratnrc 

Ow=ZT+!=J-, 
2 /) + l 

{39) 

whicb is exactly thc same as tlmt obtainccl in tbc ther­
mally thin wall regime. Tbc temperature in this plane 
is then invariant under any cbange iu the param eter a. 

The reducecl Nnsselt munber is in this limit 

~ a 3 a 6 
-

j\iu "' - 1- - 1 + 6 
[ 

!! l 
- <:2 4 c2G 1; 3 (Prt)) ( . ) ' 

{-!O) 

for small values of ajt:2 . 

NUMERICAL RESULTS 

Tbe system of eqs. ( 16)to (23) were integrated nu­
merically using Keller's method (Cebeci anel Braclsbaw, 
1984) for the bmmdary layer equations, togcther with 
thc tecbnique of alternate directions from Peaceman, 
Rnchford and Douglas for tbe Laplace equation for tbe 
plate (Sq,cl, 198!5). Due to the elliptic nature of the 
prohlem, the flnid phnse equntions werc solved initinlly 
wdng a given plate tcmperattrre, obtaining the corre­
sponding beat flmc clistribution to bc ttsctl for the solid 
eucrgy equation. \Ve tL<;e this fltL'< as h01mdary condi­
tions for the psemlo-tratL'iient. hcat conclnct.ion cquation 
in the plate, giving the uew plate temperatme distri­
bution after a small time step. Theu again, the cnergy 
aud momeutum eqnatiotL'i for thc ftuirl were solvecl to 
generate the new heat fltDC at the solicl fluid interfnce. 
The proccchrre continues 1mtil convergence is renched. 
Thc mesh IL'ied fur thc ftuid balance cqnations were 
-10 >: 90, in t.he lungit.tlf!inal ntlfl t.ransv•'tsal din'<'t.iuns, 
respccl.iv<.' ly. For t.lt,· ,;ulid \\' <' 1""'" a 10' '.'() ~rid. 
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Figure 1: Nonclimensional ternperature profiles at both 
surfaces facing the hot anel cold fhúds, for clifferent val­
ues of the parameter c.:j$2• 

Fig. l shows tbe nouclimensional wall ternperature 
distributions at both interfaces as a nmctiou of X for 
.a = O .5, Pr 1 = Pr2 = 1 anel clifferent valnes of o:/ $ 2 . 

Upper curves are relatecl to the surface facing the hotter 
fluid. For very large values of c.:j$2 , the nonclimensional 
temperature of the plate tends to a tmiform tempera­
ture of t.he plate as preclicted above. As the valne of 
et/ $ 2 decreases , the temperatures at bot.h surfaces di­
verges tending to the temperature of the corresponcling 
fhúcl. Fig 2. shows the overall reducecl Nusselt mun­
ber as a functiou of o:/ E:2 , for two different values of (3, 
(3 = l anel 0.5. Both tbe muuerical solntion as well the 
asymptotic solution for the thermally thick wall regime , 
eq. (38) are plotted. ln tlús case, the overall redncecl 
Nusselt ntunber increases monotonically as the va1ue of 
et/$2 increases, reaching the maximruu value given by 
eq. (32) for c.:f$2

-> oc. ln general, the influence of the 
longitudinal heat conduction is not important becmL•>e 
of the absence of longitudinal temperature gra<lients in 
tbe thermally thin wall regime. However, for the ther­
mally thick wall regime, longitudinal heat couduction 
is only needed close to the edges in order to satisfy the 
adiabatic boundary conditions. 
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RESUMO 

O presente trabalho apresenta uma análise do campo de temperaturas no interior de cavidade 
retangular, com a avaliação do ganho de calor do ambiente. Considera-se uma cavidade retangular com a 
parede superior resfriada e ganhando calor do ambiente através das paredes verticais e inferior. Os campos 
de velocidade e temperatura são obtidos numericamente através do métddo de volumes finitos, utilizando a 
aproximação de Boussinesq. É analisada a influência do número de Grashof, com especial atenção para o 
ganho de calor do ambiente. 

INTRODUÇÃO 

Nos últimos anos, tem sido crescente a ênfase dada, à 
importância da redução do consumo de energia em todas as 
áreas. Estudos mostram que 20% de toda a energia elétrica 
produzida no país destina-se ao consumo doméstico, e destes, 
32% são gastos em sistemas de refrigeração. 

Um dos pontos de grande importância no projeto de 
geladeiras mais eficientes com baixo consumo de energia, é a 
determinação do campo de temperaturas, e a avaliação do ganho 
de calor do ambiente externo. 

Neste trabalho considera-se, como um primeiro modelo 
aproximado de uma geladeira, uma cavidade retangular resfriada 
na parede superior, e ganhando calor do ambiente através das 
paredes verticais e inferior. O coeficiente global de troca de 
calor é estimado através de modelos unidimensionais de paredes 
compostas com convecção natural externa. Entretanto, o 
coeficiente de troca de calor interno, principal incógnita do 
problema, é determinado numericamente baseado no campo de 
velocidade e temperatura. 

Dentro da área de conhecimento em transferência de calor, a 
análise da convecção natural tem sido objeto de muitas 
publicações. Entretanto, a maioria destes trabalhos tem 
investigado o tema basicamente em duas configurações: fluido 
submetido a um gradiente horizontal de temperatura, ou a um 
gradiente vertical instável de temperatura. Configurações em 
que a convecção natural é provocada por gradientes diagonais de 
temperatura, onde o aquecimento e o resfriamento ocorrem em 
paredes adjacentes tem sido relativamente pouco estudadas. 

Dentre os diversos trabalhos de convecção natural, podemos 
citar alguns. Kimura e Bejan (1985) analisaram as caracterís­
ticas do escoamento e da transferência de calor que ocorrem 
numa cavidade retangular aquecida por uma parede vertical e 
resfriada pela parede inferior, sendo as outras paredes 
adiabáticas. A razão de aspecto da cavidade é variada até a razão 
de l/4. Anderson e Lauriat (1986) examinaram o desenvolvi­
mento das camadas limite em uma cavidade quadrada resfriada 
por uma parede vertical e aquecida pela parede inferior, com as 
outras paredes adiabáticas, preenchida por um fluido viscoso. 
Trevisan e Campelo (1987) estudaram a convecção natural em 
uma cavidade porosa numa geometria equivalente à anterior, 
variando a razão geométrica da cavidade de I a 8. Ganzarolli e 
Milanez (1992) analisaram uma cavidade retangular aquecida 
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pela base e simetricamente resfriada pelos lados, sendo a parede 
superior adiabática, variando a razão de aspecto de 1 a 9. 

A cavidade analisada no presente trabalho possui razão de 
aspecto HfL = 2,6; onde H é a altura da cavidade e L a base. 
Esta razão foi selecionada por ser um valor típico de geladeiras 
comerciais. É verificado o efeito do aumento do número de 
Grashof na transferência de calor e no escoamento. 

ANÁLISE MATEMÁTICA 

A situação tisica é mostrada na Fig.1. A parede superior está 
resfriada a uma temperatura Te, simulando um evaporador, e 
pelas outras paredes existe um fluxo da calor do ambiente para 
dentro da cavidade. O ambiente está à temperatura T-, e os 
coeficientes globais de troca de calor nas paredes verticais U1 e 
na base U2, são calculados levando-se em consideração a 
resistência térmica das paredes, e o coeficiente externo de troca 
de calor por convecção natural em superficies planas submetidas 
a uma diferença de temperatura. 

U:\1:0 

y = E .-----T_=_T_,.c_---. 

U:\1:0 

h=U 
I 

T= T~ 

11= 11 =o 
h= o 

I 
T = T~ 

'--------' K =L 
U=\1=0 

h= o~ 
T= T~ 

Figura 1 - Situação Física 



I '' 

..._ 

Segundo Chenoweth e Paolucci ( 1986), a transição para 
regime turbulento na convecção natural do ar em uma cavidade 
retangular com esta razão geométrica, isolada na base e no topo, 
submetida a um gradiente de temperatura entre as paredes 
verticais, ocorre para o número de Rayleigh Ra igual a 5xl 06

, e 
em Ra = 5x107 o escoamento já se encontra no regime 
turbulento. No presente trabalho, para Ra > 2,5xl07 (Gr > 
3,6x107

) considerou-se o escoamento turbulento, utilizando-se o 
modelo de turbulência de 2 equações diferenciais K- E 

(Launder e Spalding 1974). 

Para a solução do escoamento considerou-se as seguintes 
hipóteses: 

• fluido Newtoniano 
• regime permanente 
• propriedades constantes, com exceção da densidade no 

termo de torça de corpo 
• aproximação de Boussinesq 
• efeitos de dissipação viscosa desprezíveis 
• modelo bi-dimensional 
• geração de calor nula. 

Introduzíndo a seguinte adimensionalização: 

X=~ Y=.J... H H 

U= uH V= vH - p· (Hr (I) p ___ 
v v P..- v 

T-T 
K=-K-

. H• 
9=--c E= s -

Too- Te (vfôt vl 

As equações de conservação de massa, quantidade de 
movimento linear, energia, juntamente com as equações do 
modelo de turbulência K -E , isto é, conservação de energia 
cinética turbulenta K e sua taxa de dissipação E podem ser 
escritas na forma adimensional como: 

au ov 
-+-=0 ax av 

a a DP 
-(UU) + -(UV) = -- + ax av ax 

+ ~[ (t+~·) :~J + a~ [ (1+~·)~]+ 

+~[(r+~·):~]+ a~ [(1+~·):] 

a a OP 
-(UV) + -(VV) = --+ Gr9 + 
ax aY àY 

+ ~[(t+~')av]+ ~[(1+~')av]+ ax ax av av 

+ ~[(1 +~')au]+ ~[(r+~')av] 
ax av av av 

(2) 

(3) 

(4) 
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a a a [( 1 ~·) ae J -(U9)+-(UO) = - -+- - + 
ax av ax Pr Pr; ax 

+ __q_ [(..!.+_i_) ae ] av Pr Pr, ay 

(5) 

~(UK) + __q_(VK) = ~· Gr~- E+ 
ax av av 

+ __q_[(l +_i_) àK] + __q_[(l +_i_) àK ] 
oX O"K àX àY O"K oY 

(6) 

+ ~·!z[(:~r +(:~r]+(!~+ :~rl 
a a ' 

-(UE)+ -(VE) = 
ax oY 

o[(1 J.L·)aEJ o[(1 J.L·)oEJ - oX + ~ àX + àY + cr E àY + 
{ [(au) 2 (av)2

] (av au)2
} + c.E c~' K 2 ox + ay + ax + oY + 

(7) 

Gr ae E2 
+C C K---C -

onde: 

J.l·=~ 
J.1 

lEI' PràY 2EK 
l 

(8) 

Para o escoamento laminar, J.lt é igual a zero, portanto J.l• =O, já 
para o escoamento turbulento, de acordo com o modelo K·E, a 
viscosidade turbulenta J.lt para altos números de Reynolds é dada 
por ~~ = c~ p K

2 I E, logo 

J.1·=~-C~K
2 

J.1- -E- (9) 

Gr e Pr são, respectivamente, os números de Grashof e Prandtl : 

Gr = gpt.TH' 
v2 

Pr=~ 
a 

(10) 

sendo 13 o coeficiente de expansão térmica, v a viscosidade 
cinemática , Vt a viscosidade cinemática turbulenta e a a 
difusividade térmica do fluido, g a aceleração da gravidade, t.T a 
diferença entre a temperatura ambiente T. e a temperatura da 
parede fria T c e H a altura da cavidade. O número de Rayleigh 
Ra é definido como Ra = Gr Pr. 

Nas equações acima, c~ , CtE e c2E são constantes 
empíricas, assim como Prt , O"K e O"E que são os números de 
Prandtl turbulento e Prandtl da energia cinética e sua taxa de 
dissipação, os quais de acordo com Launder e Spalding (1974) 
recebem os seguintes valores: 

c~ = o,o9 
C tE = 1,44 
C2E= 1,92 

O"K = 1,0 
O"E = 1,3 
Prt =0,7 

(ll) 

O modelo de turbulência K-E só é válido no núcleo 
turbulento onde J.lt >> ll· Na região de parede, utiliza-se a lei da 
parede como recomendadó por Patank:ar e Spalding, ( 1970). 



As condições de contorno do escoamento são de velocidade 
zero em todas as superfícies sólidas. As condições de contorno 
ténnicas são as seguintes: 

Em X=O e em X=~: 
H 

Em Y=O: 

Em Y=l : 

ae • 
--=U (1-9) ax 1 

ae • --=U (1-9) 
aY 2 

(12) 

onde u; e u; são, respectivamente, os coeticientes globais de 

troca de calor adimensionais nas paredes verticais e na base: 

U
• _ UH _ Bi H kP 
--------

k Bi +I 8 k 
(13) 

onde k é a condutividade térmica do fluido, kp é a condutividade 
térmica do isolante da parede, õ é a espessura da parede, he é o 
coeficiente externo de troca de calor por convecção natural em 
superficies planas e Bi é o número de Biot: 

h õ 
Bi=-e-

kp 
(14) 

Observa-se que os parâmetros adimensionais que governam 
o problema são o número de Grashof (Gr), o número de Prandtl 
(Pr), os coeficientes globais adimensionais ( u; e u;) e a razão 

geométrica da cavidade (H/L). 

ANÁLISE DOS RESULTADOS 

Como etapa inicial do presente trabalho, investigou-se o 
escoamento devida a convecção natural em uma cavidade 
quadrada, com as paredes superior e inferior isoladas e as 
paredes laterais com temperaturas diferentes. Os resultados 
obtidos para a distribuição de velocidade e temperatura 
concordaram muito bem com os valores apresentados por Vahl 
Davis e Jones ( 1983) e a diferença no número de Nusselt médio 
nas paredes foi inferior a 0,1%. Uma vez validado o 
procedimento de solução, resolveu-se o problema em questão. 

O problema foi resolvido utilizando-se o código 
computacional FLUENT (Fluent Inc, 1995). Com este 
"software" as equações de conservação são resolvidas utilizando 
o método de volum~s finitos e o esquema "Power-Law" para a 
aproximação do pdrfil de velocidades, conforme des<..Tito por 
Patankar ( 1980). Para o acoplamento entre a velocidade e a 
pressão utilizou-se o algoritmo SIMPLEC. O sistema algébrico 
foi resolvido com a técnica de "multigrid" com 6 níveis 
máximos. 

Após um teste de malhas preliminar, selecionou-se uma 
malha uniforme com 50xl00 pontos nodais nas direções x e y 
respectivamente. 

Devido à limitação de espaço, neste trabalho investigou-se 
somente o efeito do número de Grashof no escoamento e na troca 
de calor. Os outros parâmetros foram mantidos constantes e 
serão descritos a seguir. 

Os coeficientes globais de troca de calor adimensionais 
usados nas paredes verticais e inferior foram, respectivamente, 
u; = 23,4 e u; = 25,9 . Estes valores foram obtidos baseados 
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em dados típicos de espessura e condutividade térmica de 
isolantes encontrados em geladeiras e coeficientes de troca de 
calor por convecção natural em paredes verticais resfriadas e 
horizontais com a superficie resfriada voltada para baixo. 

Especificou-se Pr = 0,7 valor típico para ar e a razão de 
aspecto H/L foi mantida igual a 2,6. 

Foram obtidos resultados numéricos para números de 
Grashof na faixa de 103 a 108

. O modelo de turbulência foi 
introduzido em Gr=3,6xl07

• 

As Figuras 2 e 3, apresentam as linhas de corrente e as 
isotermas, respectivamente, para o caso de regime laminar, 
correspondendo aos números de Grashof iguais a I x 103

, I x I 05 e 
1xl06

. As isocurvas encontram-se uniformemente espaçadas. 
Para números de Grashof mais baixos, o fluido na parte 

inferior da cavidade encontra-se estagnado, e portanto a alta 
temperatura. Analisando a Fig. 2, pode-se observar um 
deslocamento para baixo do centro da recirculação a medida que 
o número de Grashof cresce, juntan1ente com um aumento na 
intensidade da recirculação. Portanto, com o aumento do número 
de Grashof, ocorre uma maior movimentação do fluido no 
interior da cavidade, fazendo com que a temperatura da parte 
inferior da cavidade diminua (Fig. 3). 

Todo o calor que penetra na cavidade pelas paredes verticais 
e pela base, é retirado pelo evaporador, representado pela parede 
fria no topo da cavidade. Portanto, como era de se esperar, o 
gradiente de temperaturas é muito mais acentuado na parte 
superior da cavidade, próximo à parede fria, como pode ser 
observado na Fig. 3 pela proximidade das isotermas. 

(a) (b) (c) 

Figura 2- Linhas de Corrente para: (a) Gr = 1xl03
, 

(b) Gr = lxl05 e (c) Gr = lxl06 

Ainda analisando a forma das isotermas, na Fig. 3, pode-se 
perceber que para baixos números de Grashof, a parcela difusiva 
na equação da energia prevalece sobre a convectiva, pois o 
fluido encontra-se praticamente estagnado. 

Com o aumento do número de Grashof, cresce gradati­
vamente a importância da convecção sobre a difusão, pois as 
velocidades do fluido no interior da cavidade são muito maiores. 
A seguir são apresentados os resultados para número de Grashof 
igual a 3,6xl07

• Como este número de Grashof se encontra 
próximo a faixa de transição, resolveu-se investigar a influência 
do regime de escoamento na solução do problema, 
considerou-se portanto, para este número de Grashof, tanto o 
regime laminar, quanto o turbulento. As Figuras 4 e 5, 
apresentam as linhas de corrente e as isotermas, para os dois 
regimes de escoamento para Gr = 3,6x107

. 



w 

(a) (b) (c) 

Figura 3- Isotermas para: (a) Gr = lxl03
, (b) Gr = lxl05 

e (c) Gr = lxl06 

A seguir são apresentados os resultados para número de 
Grashof igual a 3,6xl07

• Como este número de Grashof se 
encontra próximo a faixa de transição, resolveu-se investigar a 
influência do regime de escoamento na solução do problema, 
considerou-se portanto, para este número de Grashof, tanto o 
regime laminar, quanto o turbulento. As Figuras 4 e 5, 
apresentam as linhas de corrente e as isotermas, para os dois 
regimes de escoamento para Gr = 3,6xl07

• 

(a) (b) 

Figura 4- (a) Linhas de Corrente e (b) Isotermas, para 
G'T = 3,6xl07

, considerando o regime laminar 

Ao analisar o escoamento com a transferência de calor, no 
regime laminar, observou-se que a medida que o número de 
Grashof cresce, o centro da recirculação desde, além de 
aumentar de intensidade. A Fig. 4 correspondente a Gr = 3,6 x 
107 ilustra que neste caso, o ponto de recirculação desceu 
significativamente, aumentando substancialmente as velocidades 
no fundo da cavidade. Como conseqüência, as temperaturas na 
parte inferior da cavidade ficaram mais baixas, pois maior 
quantidade de fluido frio é trazido para o fundo da cavidade. 
Além disso, observa-se uma estratificação da temperatura na 
região central da geladeira. 

Ao considerai-se o regime como turbulento, Fig. 5, o ponto 
de recirculação permanece na parte superior da cavidade, e a 
forma das linhas de corrente se assemelha ao caso com baixo 
número de Grashof, porém com velocidades mais elevadas. O 
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(a) (b) 

Figura 5 -(a) Linhas de Corrente e (b) lsotermas, para 
Gr = 3,6xl07

, considerando o regime turbulento 

que pode ser explicado pois o escoamento turbulento é mais 
difusivo. Neste caso, temos uma variação gradativa da 
temperatura no centro da geladeira, e gradientes menos 
acentuados próximo às paredes. 

De acordo com Chenoweth e Paolucci (1986), para esses 
valores do número de Grashof, o regime realmente já se encontra 
turbulento. Considerando, variações gradativas do escoamento e 
transferência de calor, a medida que o Grashof cresce, os 
resultados considerando o regime como turbulento parecem mais 
razoáveis, porém verificações experimentais são necessárias 
para validar o modelo. Estas verificações encontram-se em fase 
de desenvolvimento e serão assunto de um próximo trabalho. 

A Figura 6 apresenta as linhas de corrente e as isotermas 
para o caso em regime turbulento, com o número de Grashof 
igual a lxl08

. Verifica-se que a forma das curvas praticamente 
não se altera em relação ao caso anterior, observando-se gradual 
aumento nas velocidades, à medida em que o número de Grashof 
cresce, e uma queda na temperatura máxima. 

(a) (b) 
Figura 6- (a) Linhas de Corrente e (b) Isotermas, para 

Gr = lx108
, considerando o regime turbulento 

Ganho· de Calor. O ganho de calor local pelas pare4es da 
cavidade pode ser avaliado através do fluxo de calor local 
adimensional definido como 

• ~e • ~e q, =- a x ' q2 =- a y 
X=O Y=O 

(15) 

t 

-1 

1 
;I 
l 
l 

i 



onde q; é o ganho pela parede vertical esquerda, o qual é igual 

ao ganho pela parede vertical direita, devido a simetria. q; é o 

ganho pela base. 
A Figura 7 mostra a distribuição do fluxo de calor local 

adimensional ao longo das paredes verticais para diferentes 
números de Grashof Como esperado, o fluxo de calor é muito 
maior na extremidade superior da parede, próximo à superficie 
fria. Observa-se que o ganho de calor é aproximadamente 
uniforme ao longo da parede e cresce com o aumento do 
Grashof 

Observa-se que para o número de Grashof igual a 3,6x107
, 

considerando-se o regime como laminar, o fluxo de calor na base 
da cavidade é maior do que na região superior, pois o fluido frio 
foi levado para a parte inferior, como mostrado na Fig 4. Ao 
considerar-se o regime como turbulento, verifica-se que o fluxo 
de calor cresce ao longo da parede vertical, devido à diminuição 
gradativa da temperatura com a altura no interior da cavidade. 

A Figura 8 mostra a distribuição do fluxo de ~lor local 
adimensional ao longo da parede inferior, para o diferentes 
números de Grashof. Devido à estagnação do fluido no fundo da 
cavidade para baixos números de Grashof, o fluxo de éalor na 
parede inferior é praticamente desprezível para estes casos. Com 
o aumento do número de Grashof, o fluxo de calor cresce, devido 
à maior movimentação do fluido. Isto é notado também nas 
paredes ,verticais, onde o fluxo de calor também sofre um 
aumento considerável na extremidade inferior, à medida em que 
o número de Grashof cresce. 

Considerando-se o regime como turbulento para o número de 
Grashofigual a 3,6x107

, obtém-se um fluxo de calor mais baixo 
do que ao considerar-se o regime como laminar, indicando que a 
temperatura no fundo da cavidade está mais elevada para o caso 
turbulento. 

O calor recebido pelas paredes laterais e inferior é igual ao 
calor retirado pela parede superior, a qual representa o 
evaporador. Consequentemente o fluxo de calor ao longo da 
parede superior é bem maior que ao longo das outras paredes, 
sendo definido por 

• *ie qs = ax 
Y=l 

(16) 

A Figura 9 apresenta a distribuição do fluxo de calor local 
adimensional ao longo da parede superior para os diferentes 
número de Grashof. A baixos números de Grashof, o forçamento 
para o escoamento é menor, resultando em menor perda de calor 
pela parede superior, de forma análoga ao que acontece com as 
outras paredes. Com o aumento do número de Grashof, há um 
grande aumento do fluxo de calor pelas extremidades da parede 
superior, onde o fluido se encontra mais quente, como pode ser 
observado pela variação da forma da curva. 

A taxa de transferência de calor ao longo de cada superflcie, 
pode ser obtida integrando-se o fluxo de calor local ao longo de 
cada uma delas 

Q=fqdA (17) 

As Figuras lO e 11 , ilustram o efeito do aumento do número 
de Grashof no fluxo de calor adimensional médio nas paredes 
verticais e inferior, respectivamente. Observa~se que o ganho de 
calor pelas paredes é aproximadamente constante com o número 
de Grashof até o valor de !Os, quando então o ganho de calor 
cresce sensivelmente. 

Como já foi observado, o fluxo de calor adimensional na 
base da cavidade, é muito pequeno para números de Grashof até 
a ordem de lOs. Para números de Grashofmais elevados, o fluxo 
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Figura 7 - Influência do número de Grashof na distribuição 
do fluxo de calor adimensional nas paredes verticais 
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+ 

O.l 0.6 0.8 1.0 

Gr = lxl08 em regime turbulento 
Gr = 3,6xl07 em regime turbulento 
Gr = 3,6xl07 em regime laminar 
Gr = lxl06 em regime laminar 
Gr = lxl 0$ em regime laminar 
Gr = lxl03 em regime laminar 

Figura 8 - Influência do número de Grashof na distribuição 
do fluxo de calor adimensional na parede inferior; 

de calor através da base, é da mesma ordem de grandeza que o 
fluxo de calor através das paredes verticais, pois devido a maior 
circulação do fluido, há uma melhor distr;~uição de 
temperaturas no interior da cavidade. 

COMENTÁRIOS FINAIS 

Foi analisada numericamente a influência do número de 
Grashof sobre o escoamento e a transferência de calor em uma 
cavidade retangular, com a parede superior resfriada e trocando 
calor com o ambiente através das outras paredes. 
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Figura 9 - Influência do número de Grashof na distribuição 
do fluxo de calor adimensional na parede superior 
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Figura 1 O - Influência do número de Grashof no fluxo de 
calor adimensional médio nas paredes verticais 

Considerou-se regime de escoamento laminar e turbulento 
para altos números de Grashof. Para a simulação do escoamento 
turbulento utilizou-se o modelo de turbulência de duas equações 
diferenciais K·&. 

Verificou-se que a medida que o número de Grashof cresce, 
o fluido frio é distribuído pela parte inferior da geladeira, o que 
acarreta um maior ganho de calor pelas paredes laterais. 

Investigou-se a possibilidade de o escoamento estar em 
regime turbulento para números de Grashof acima de 107

, e 
foram comparadas as soluções numéricas para o caso laminar e 
turbulento com o número de Grashof igual a 3,6x 107

• Observou­
se mudanças gradativas no escoamento ao se utilizar o modelo 
de turbulência, enquanto que mudanças radicais foram 
observadas ao ~e manter a hipótese de escoamento em regime 
laminar. 
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SUMMARY 

The present works presents an analysis of the flow and heat 
transfer in the interior of of a rectangulilr cavity, estimating the 
gain ofheat through the walls from the ambient. The rectangular 
cavity considered has a cold upper surface, gaining heat from the 
ambient through the lateral and inferior watrs. The velocity and 
temperature filed are determined numerically by the finite 
volume method, using the Boussinesq approximation to evaluate 
the density variation. The influence ofthe Grashofnumber in the 
results is investigated. 
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SUMMARY - The natuml convection jlow between concentric ellipses is analyzed numerical/y using a 
houndarv~/illedjinile volume method A .fámily of el/iplical cavities. using the rarios of e/lipses semi-axis and 
theirs perimeters, is ~enemted. lnterestin~jlow pal/erns are obtained in lhe limiling cases, being one of them 
the appearance of'the Bénard ce/Is when pari o(the cavity resembles the parai/e/ plates conjiguration. 

lNTRODUCTlON 

Natural convcction hcat transfcr insidc cavities has rcceivcd a 
great deal of attention duc in pari to its importancc in fundamen­
tal and applicd scicncc. Numcrical works havc bccn Jone to 
solve thc buoyancy-drivcn flow on severa i kinds of gcomctrically 
cornplcx enclosurcs. By large, thesc works havc bcen focuscd on 
thc rectangular and cylindrical enclosures. Although to the 
authors knowlcdgc, thc problcrn hcrc proposed was not yct 
solvcd. thcrc is a largc numbcr of numcrical solutions for non­
rectangular geomctrics. Rclatcd to clliptical cavitics vcry few 
analysis are registcred in the litcraturc. Campo et a/ii ( 1987) 
carried out a study about natural convcction in a semiclliptic 
cavity using a finitc-clcmcnt algorithm. Schrciber and Singh 
( 1987) analyzcd thc natural convcction bctwccn confocal cllipses 
considcring stablc and instablc stratification. Howcvcr, thc 
boundary conditions cmploycd up to now do not allow the ap­
pcarance of the Bénard flow. onc of thc limiting cases analyzed 
in this work. 

Figure I - Elliptical gcometry 

Thc prcscnt work is based on thc numcrical solution of thc 
two-dimensional form of the Navicr-Stokcs and energy cquations 
with constant propcrties. Viscous dissipation and compression 
work are ncglcctcd. Attcntion will bc conccntratcd upon buoy­
ancy-driven éavity tlow on elliptic gcomctry using boundary­
fitted coordinates. 

A finite volume method using non-orthogonal grids with co­
located variablcs was uscd to formulare the algcbraie equation 
approximations. The diffíeulty associated with the use of co­
located variables was removcd uS'ing thc approximation of the 
pressurc gradicnts proposed by Peric et a/ii ( 1988), with the 
improvcmcnts presentcd in Marchi and Maliska ( 1994). 
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Computations werc performcd for Raylcigh number, R a 1. , 

in thc range from I x I 03 to I x I 07
, with the pcrimeter ra­

tio, Per, I Per0 , ranging from 0.2 to 0.6 and the ratio 

b0 I a0 ranging from I I 4 to 4 I l. 

Of kcy interest in this work is to capture thc Bénard cclls 
when the configuration resembles the problem of para li e I pi ates 
heated from below. 

The following scctions outlinc the govcrning equations, the 
numerical scheme, rcsults and discussions. 

FORMULATlON OF THE PROBLEM 

The one-half enclosurc model is presented in Fig. I . The 
fluid is trcated as Ncwtonian and incompressible. The dcpcnd­
ence of the density on tempcrature is introduccd through the 
Boussinesq approximation : 

(I) 

where T,er = (T0 + T;) I 2 is the average tempcrature, p the den­

sity. Pc the reference density, ~ the coeffícient of volumetrie 

expansion, T 0 the temperature of the ou ter wall and T; the 

temperature of the inner wall. The enclosure is initially oecupied 
by motionlcss fluid. The initial fluid temperaturc is uniform and 
cqual to T,er. T; is always greatcr than T 0 

The equations govcrning are: 

~+av = O 
à X à y 

-.a [puu- ~ au]+~lpuv- ~~J=-àp 
a x ilx a yl ày il x 

a[ ci v] D[ -puv-J.l-+-pvv-
c'Jx à x ciy J.l~]= à y 

c" p 
- ~ y + p g ~(T - T,er) 

(2) 

(3) 

(4) 



~ 

à [ k a Tl a [ k a Tl - pu T - - - Cl - +- p v T - -- =O a X CP ú X éJ y CP éJ y 
(5) 

Considering that two-dimensional tlow exists, due to sym­
metry, the equations are solved in halfofthe region. 

The boundary conditions are as follows: 

lnner surface: 

u = v = o and T = T; (6) 

Outer surface : 

u = v = o and T = T0 (7) 

Symmctry !ines: 

àv êJ T 
u = -= -=0 

à ii êJ ii 
(8) 

where ii is the normal with respect to the boundary. 

The Rayleigh numbcr is defined as: 

pgj3(T;-T0 )L3 

Ra1. = 7 Pr 
v-

(9) 

where L = ( Pcr0 - Per;) I 2rr. Per; and Per0 are thc inner and 

ou ter perimeter of the geometry. ln this work, the rate b0 I a 0 is 

always equal to the rate b; I a; (see Fig. I). 

Thc equation writtcn for a general coordinate system (s. 11) 
for a generic scalar <P is (Maliska, 1995): 

a( ) a ( ) à( à<P) à( aq,) -pU$+- pV$ = -c, r- +-c? r- + as a11 as a s às - a 11 

where 

a( à<P) a( aq,) "'"' - C? r - +- C4 r - + S - P 
a11- ê! s a11 a 11 

U=uy 11 -vx,1 

V=vy~-ux~ 

J=(x s y'l- x,,Y _; r' 

c 1 = J(x 11 x 11 + y'l y 11 ) 

c2 =-J(x.; x,1 +Y.; y'l) 

c4 =J(x , x, +y , y , ) 
'":I .., s .., 

(lO) 

( 11) 

Thc .p var.iable rcprcsents the mass conservation equation, 

the two cartcsian vclocity components u and v in the x and y 
directions, rcspectively, and T the temperature. The values of r, 
Sq, , p <l> are summarized in Table I. 
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Table I - V alues of r. Sq, and ri' 
.p r sq, ! ri' 

I o o o 

1-1 o õ p' õ p' 
u y"~ - y - i);l 

v !.l pgj3(T- T,cr) ,l p. a r· 
x ~i);"j - x Tl cl Ç 

k o o T -
c, 

OISCRETIZEO EOUATIONS 

To obtain the discretized equations using the finite-volume 
concept, Eq. (I 0) is integratcd o ver the regular elemcntal volume 

in thc (s. 11) domain, sce Fig. 2. 
The value of ljl and its derivatives at the control volume in­

terfaces are evaluated, as a function of nodal points, using the 
WUOS scheme (Raithby and Torrance, 1974). 

111' 
I 

l ___ ~ 
s~ s 

ç . 

Figure 2 - Computational domain 

lntegration of the Eq. (I O) in space results in : 

Me<Pe- Mw<Pw + Mn<Pn- M,$, = -L[Pq, Jr L\V-

LS<i> L\V+ 0 1-+02- - 0 1-+02- + [- ] [ a.p aq,J [ à<P a.p] 
r às a11 c às a11 w 

[ 
a.p à<P J [ (l<P a.p J 0 3-+ 0 4 - - 0 3-+ 0 4 -Ds a11 as a11 c s 

where Me and 0 1, for examplc, are given by 

Me= (pU)e L\rl 

o,= nc2JL\1] 

( 12) 

( 13) 

and L[ ] means the numerieal approximation of the term inside 

the brackets. 

NUMERICAL SCHEME 

The general purpose computer code, SINFLOW, was used to 
compute these tlows. lt is a computer program, available at the 
SIN MEC, developed to solve two-dimensional transient laminar 
problems using the finite volume approach based in a boundary­
fitted framework, with a co-located scheme for depcndent vari-



ables (u. v, P and T), as described in Marchi and Maliska ( 1994 ). 

It uses thc SIMPLEC method proposcd by Van Doormaal and 
Raithby ( 19S4) for trcating thc prcssurc-vclocity coupling. 

Thc results shown in this work were performed on a 30 x 60 
grid in thc radial and circumferential direction, respectively. 
Explanatory study on coarscr and fincr grids were performed to 
provi de guidance for choosing the best grid. The grid !ines were 
more closely packcd near thc boundaries, as shown in the left 
sidc ofthe Fig. I. 

Thc convergence criterion includes the overall energy bal­
ance for thc cavity as follows 

Nu 0 - Nu; < 
10

_5 

Nu 0 

( 14) 

whcre Nu 0 and Nu; are proportional to the heat transpott across 

the outcr an inncr surfacc, rcspcctivcly. This convergence critc­
rion assures that thc encrgy conscrvation cquation is being satis­
ficd according to thc spccific tolcrancc. 

20 

15 

lO 

5 

o 

" 

I !orizontal Concentric Cylinders 

Kuehn and Goldstein ( 1978) 
Prcsent Work 

Rayleigh Number 

" 

Figure 3 - Horizontal concentric cylindcr. 
Comparison with experimental data 

" 

.. 

Ali computation wcre perfqrmed on an SUN SPARK I O 
compu ter with two scalar proccssors. 

Eq. ( 12 ), after using thc intcrpolation functions, written in 
compact fom1 is, 

whcrc "a" is thc cocfficients in the linear cquations and L[ ] 
mcans thc numcrical approximation of thc sourcc term in thc 
equation for ljl. To solve thc four systems of algebraic cquation 
are solvcd by an ADI proccdurc as dcscribed in Silva et a/ii 
( 1991 ). To obtain thc values of u, v, T and p thc following pro­
ccdurc was uscd (Maliska, 1995): 

I) The initial condition is assigncd to ali volumes in domain. 

2) Calculatc thc coefficicnts and source tcrms for u and v. Solve 
the corrcsponding linear systems. 
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3) Calculate the coefficients and solve the pressure correction 
equation. (SIMPLEC method). 

4) The velocities u and v are corrected using the pressure correc­
tion calculated in step 3. 

5) Solve for temperature. 

6) Return to step 2 until the convergence criteria is achieved. 

RESUL TS ANO DISCUSSION 

The results are presented using the average heat transfer rate 
in the form of an equivalent conductivity 

Nu 
keq=~ 

Nucond 
(J 6) 

where Nu is the avcrage Nusselt number and Nucond is the 

Nussclt numbcr for Ra L =O. 

TEST CASE: 

This problem precludes any analytical solution, but it is pos­
sible to check the numerical model with the available numerical 
and experimental data. One chooses the experimental results of 
Kuehn and Goldstein ( 1978) dueto its reliability . 

Thc gcometry is a concentric horizontal cylindrical annuli 

with the ratio a; I a 0 = 2.6 and the ratio b; I a; = I. Fig. 3 shows 

thc comparison bctween their experimental data and the model 
used in this work. The numerical predictions are in very good 
agreement with the experimental measurements. 

7 

6 

5 

3 

2 

Per; /Per0 = 0.2 

Per;/Per
0 

= 0.4 

Per;/Per
0 

= 0.6 

10
4 

Rayleigh Number 

b 1 
··º- = 
a 4 

o 

Figure 4- lnfluence of thc pcrimcter ratio Per; I Per0 and 

Rayleigh Number on the keq , for b0 I a 0 =I I 4 

ELL!PITIC CA VITIES 

Numerical results were obtained for many different elliptical 
cavities, changing the perimeter ratio and b0 I a 0 . As mentioned, 

onc is interested finding the elliptical cavities which presents the 
Bénard cells. ' 

Fig. 4 shows the behavior of the equivalent conductivity, 

keq, with Reynolds number, RaL, for a cavity with 



...... 

b0 I a0 = 1/4. Three perimeter ratios were analyzed: 0.2 , 0.4 and 

0.6. These gcomctries can be seen in Figs. 7, R and 9, respec­
tively. 

Table 2 - Nusselt number for pure conduction 

Per, I Per0 Nucond 

0.2 1.1986 
0.4 2.1513 

0.6 3.9152 

lt can be seen in Fig. 4 that kcq increases when the perime­

ter ratio decreases. ln order to appreciate this behavior it is ncc­
essary to compute thc Nusselt number for pure conduction, this 
is. for R a 1 = O. Table 2 shows that when the perimeter ratio 

increases the heat transfer by conduction also increases, since the 
two walls get eloser and the conduction resistance decreases. 
Therefore, thc dccrcase in keq when thc perimeter ratio in-

creases is duc. mainly, to' thc rapid growth of Nuc with the 

increase in perimetcr ratio. 

k,q 

5 

4 

Per;/ Per
0 

= 0 .2 

Pcr;/Pero = 0.4 

, r _ _:p~·;< -
'l-- -~º 4 

ao 
i o\ . _ _.__~·-·"- - ·' _.._ ____ .... __ __ ' J._ _ ___.______j____ _____ - - - '-----~ • - 1 

10
3 

10
4 

10
5 

10
6 

Rayleígh Number 

Figure 5- lnfluence ofthe pcrímcter ratio Per; I Per0 and 

Rayleigh Number on thc keq . for b0 I a0 = 4 1 1 . 

lncreasing L one approaches thc situation wherc part of the 
horizontal internal wall (heated) is parallel to part of the externa! 
wall (cooled). This reproduces the well know Bénard problem, 
werc pairs of convective cells arises dcpending on thc size of the 
cavity. 

Fig. 5 shows the bchavior of lhe equivalent conductivity, 
kcq, with Reynolds number. RaL, for a cavity 

with b0 I a 0 = 4 1 1 . Three perimeter ratios werc analyzed: 0.2, 

0.4 and 0.6. Fig. I O shows two cavities with this b0 I a 0 ratio . 

The behavior showed in Fig. 5 is the same of the Fig. 4. The 
greater the perimeter ratio is the smaller convective cells are. 
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Figure 6- lnfluence'ofthe ratio b0 I a 0 ~nd Rayleigh Number 

' on the keq for the perimetcr ratio Per; I Pcr0 = 0.4 

Strcamlines lsotherms 
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g' ... 
X 

Figure 7- Streamlines and isotherms for b0 I a 0 = 1/4, 

Per; I Per0 = 0.2 and Rayleigh number I 05
. 

Fig. 6 shows the influence of the ratio b0 I a 0 and Rayleigh 

number on the keq for the perimeter ratio Per; I Per0 = 0.4. This 

figure shows that a cylindrical cavities are better geometries to 
the heat transpor!. Convective cells are bigger in this cavities 
than in the others. lt can be seen also that the geometry which 
presents the Bénard cells ( b0 I a 0 = 1/4) shows sma ller keq then 

the one with ( b0 I a 0 = 4 I I ). that is, the vertical cavity. This 

was also expccted since thc heat is easicr transported by the flow 
movemcnts of the vertical cavity than by thc flow which charac­
terizes thc Bénard cells. Recall that for these two geometries heat 
transfer by conduction is equal, thcrcfore , the difference in keq 

is due solely to convection effects. 
Two equations approximating the calculated rcsults are as 

follows: 

( 
b 

)

0.0201 

keq, =0.1565 (Rae )020'13 a: (d e)OI 309 (1 7) 

( 

. 0.0591 

keq = 0.1257 (Rae)
02303 

:: J (de)OI316 ( 18) 

where Rae is the Rayleigh numbcr defined in equation ( 19) and 

de is de equivalent diamcter. 

Rae 
pgp(T;-To)de3 

Pr ( 19) 
v2 



Equation ( 17) was found to be valid for I 03 
:<;; Ra L :<;; I 04 and 

equation (I X) was found to be valid for I 05 
:<;; R a L :<;; I 06 

. 

Streaml ines Jsothenns 
----_. -_ ..... - - ~ ~ x-.-~ 

' •-. 

... 
X 

Figure H - Streamlines and isotherms for b0 I a0 = 1/4, 

Per; I Per
0 

= 0.4 and Raylcigh numbcr I 05
. 

CONCLUSION 

The analysis of thc natural convcction tlow inside clliptical 
cavities allowcd to apprcciate the varicty of tlow patterns offercd 
by these gcomctrics. Of particular intcrest is thc limiting case 
whcrc Bénard cells are obtaincd, showing that for severa! pe­
rimeter ratios part of the elliptical cavity rcscmbles thc well­
know flow betwccn parallel plates heated from bellow. The 
remaining results can be incorporated to the others existing for 
complex gcomctrics and bc used for engincering calculations. 

Streamlines lsotherms 

·- .-:. :. ~ . .. 

' ... }).li 
X 

~--- ---~---:.: .. _ __ _ _ 
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Figure 9- Streamlines and isotherms for b0 I a0 = 1/4, 

Per; I Per
0 

= 0.6 and Rayleigh number I 05
. 
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SUMMARY 

Thís artícle is a theoretícal mícrohydrodynamíc ínvestígation of th e way in which surface roughness 
can índuce migration of spheres undergoing shear. We describe a theoretical determination of lhe 
down-gradient diffusivity in tl!e plane of shem· as a fu.nction of the su.rface mughness in a dilute 
suspension 0/ noncolloidal rigid spheres. The calculatíon involves two rough spheres the trajectories 
of which were determined by u.sing far field, nea r field asymptotic expressions and two models of 
surface roughness . 

INTRODUCTION 

Shear-induced particle dispersion has been shown to play 
an important role in a variety of phenomena involving con­
centred suspensions, which affect certain of their proper­
ties in a profund way. Shear-induced particle dispersion 
was first studied experimently by Eckstein, Bailey and 
Shapiro (1977), who measured the lateral shear-induced 
coefficients of self-dispersion of spherical particles c.t low 
Reynolds number by monitoring the randoin walk of a 
marked particle immersed in a suspension undergoing shear 
in Couette device. They found a self-diffusivity of the ran­
dom walk across the streamlines D which was proportional 
to the scale -ya 2

, with a the particle size and "Y the shear rate 
of the flow. A new experimental technique was proposed by 
Leighton and A crivos ( 1987 a) who found the lateral self­
diffusivity to have t.he asymptotic form D ~ 0.5a2 -y,P2 in the 
dilute limit .p S 0.05. Two dimensional numerical simula­
tions by Bossis and Brady (1988) were found to agree quali­
tatively wi th the scaling -ya 2 in the pure hydrodynamic limit 
of their Stokesian dynamics simulation. Recently, by con­
sidering only two particle interactions Acrivos, Batchelor, 
Hinch, Koch and Mauri (1992) derived an analytic expres­
sion for the coefficient of shear-induced particle in the direc­
tion of the fluid motion for a dilute suspension suspension 
undergoing a simple shearing motion. 

ln the absence of Brownian motion, inertia and inter­
particle forces , two equal smooth spheres collide in a sim­
pie shear flow in a reversible way returning to their initial 
streamlines. Becau~e the minimum separation during the 
co!lision can be Jes~ then 10-4 of their radius, quite small 
surface roughness can have a signific~t irreversible effect 
on the collision. This is supported by the experiments of 
Arp and Mason ( 1977) who provided careful observations 
of two isolated interacting spheres. Real particles, which 
seen by the naked eye appear be smooth spheres , however 
when viewed using a scanning electron microscope are found 
to have a typical surface roughness of arder 10-4 to 10-2 

parti ele radius ( see plate in Figure 4). Measurements of 
effective surface roughness in viscous hydrodynamic inter­
actions of r~al non-colloidal spheres has been carried out by 
Smart and Leighton (1989) . 

ln this paper we explore the effect of surface roughness on 
the collisions between two spheres. It must be emphasized 
that the irreversible mechanism which we shall examine is 
viscous in nature and it is only produced by allowing the 
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particles having surface roughness. The main goal is to 
show how surface roughness can explain shear-induced dis­
persion arising from irreversible interparticle interactions. 
A related problem of hydrodynamic dispersion produced by 
effects of surface roughness on the statistical motion of a 
heavy sphere falling through a dilute suspension of neutrally 
buoyant spheres was studied by Davis (1992) . 

THE FLOW OUTSIDE A RIGID SPHERE 

We use the approach which consists in replacing the pres­
ence of the particle by a superposition of distribution of 
forces and moment.s at its centre X0 . This corresponds to 
writing the Stokes' equation in the form 

-JJ'i72 u + 'i7p F8(x- Xo) + D · 'i78(x- Xo) + 
+ Q : 'i7'i78(x- Xo) + .. . , (1) 

where 8 ( x - X o) is the Dirac delta function, and the quanti­
ties F , D, Q correspond to the forces and moments applied 
to the fluid by the particle (monopole, dipole , quadrupole) . 
The solutions u(x) and p(x) are generalized functions and 
they essentially express the disturbance caused by the rela­
tive motion of a particle immersed in an ambient solenoidal 
field u= (X) . The flow representation at any X in the fluid 
domain can then be written as LJ""(x) plus the flow gener­
ated by the superposition of stokeslets distributed over the 
particle surface Sa, with source strength t per unit area 
(o-( X a) · n). The integral representaion of the flow is 

u(x) = U 00 (x)- 1 (o-(xa). n) . G(x- Xa)dS, (2 ) 
Jsa 

where Xa is a surface coordinate, n is the unit vector into 
the fluid , G(r) = a!,.. U + ;f) is the fundamental Green 's 
function for Stokes flow and I= Ó;je; ej is the unit isotropic 
tensor. 

The derivative of any arder of Stokeslet is also solution of 
the Stokes' equations as (1) indicates. These derivatives are 
readily obtained from the formal multipole expansion of the 
fundamental dis turbance field in which the coefficients are 
moments of the surface traction o- · n (i.e. D, Q, etc). We 
shall set i x 1» 1 X0 I and take the Taylor series of G(x- X a ) 
about X0 = O to obtain 

G(x- Xa) = G(x) - Xa · 'i7G(x) + X0 Xa : 'i7'i7G(x) + .... 



.. 

By substituing the above series into the integral represen­
tation ( 2) we find 

u (x)- U 00 (x ) =- f: (-~)n t ~(x , xo)dS , (3) 
n=O n. So 

where ~(x, Xo) = (o-(xa). n). (xa. vr. G(x). 
ln the present work is sufficient to restrict the hydrody­

namic potential analysis to the leading arder terms of the far 
field expansion (3) associated with the net hydrodynamic 
force monopole and the Stokes doublet, u(x) - U "" (x) = 
-F. G(x) + D: VG + ... , where F and D are defined by 
looking at the equation (3), F = f s, (o-(xo) · n)dS and 

D = fs, (o-(xa) · n )xodS. The dipole D can be grouped 
as a combination of an isotropic part , which has no dy­
namic effect since V · G = O; an antisymmetric part 
connected with the hydrodynamic torque; and a symmet­
ric dipole field intimately identified with straning fQOtions, 
D = S + T . The hydrodynamic torque exerted by the 
fluid on the particle can be simply calculated by the re­
lation L = fs, Xa x ( o-(xo) · n )dS. ln addition, note that 

T: VG = -~é;kiLiGjm,k = HL x V)· G. Then an equiva­
lent expression to the multipole expansion may be written 
as 

u(x~- u=(x) = -F · G(x) + (S · V)· G + 
1 + (2L x V)· G + .... 

Hence 

u(x)- U 00 (x) 
X 

-F · G(x) +L x r;zv + 

1 3 
S·l--- --x·S ·xx 

. I X 13 I X 15 + ( 4) 

Now we may obtain the complete solution of the equation 
(4) by determining the multipole moments F, T and S. 
Taking into account that at the surface of the particles the 
non-slip condition must be satisfied at each point. of 50 , 

i.e. Uo + (x- Xo ) x O= U "" + u'(x). The key point is 
to express the multipole moments in terms of U "" and its 
derivative (i.e. a Taylor expansion about the centre of the 
part icle, and integrating over Sa, and using the creeping 
flow condition V 2 V 2 U= = O the result takes the forro of 
direct relations, known as Fáxen laws, with 

F = 6rrpa [ U""(xo) + '(~a2 V2U 00 ) 
0

- Uo] 

and 

L= 8rrpa3 Go=(xo)- o o) . 

Following Batchelor and Green (1972) we determine the 
expression for the stresslet S exerted by an isolated rigid 
sphere on the fluid 

20 3 [ oo ( ) ( 1 2 2 Eoo) ] S='37rpa E X 0 + 
10

a V 
0

• 

One of the our assumptions is to consider torque-free par­
ticles placed in a linear field like u oo + X X o = + E 00 

• x . 
We use the Fáxen 'laws to express the surface traction .,. · n 
as the superposition of the translating and Straning field , 

O"·n F 3 (X-X 0 ) S 
4rra2 + 4rra3 --a- . 

-
3

J.IU"" (xo) + 5pE00 (X
0

) • n . 
2a 

The first term on the left hand side in the above is particu­
larly simple due to its uniformity over the surface, and the 
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second represents a stationary surface stress distribution in 
space which is independent of the radius a. 

Now, expanding the Green's function G(x) about the cen­
tre of the spheres we obtain the velocity disturbance field 
u'(x) produced by a torque-free particle as being 

u'(x) = (o-· n) · J [G(r) + (x'- X0 ) • VG(r) + Js., 
+ ~(x'- x 0 )(x'- X0 ): VVG(r) .. . ]dS, 

with r = x - Xo. lntegrating and using the creeping flow 
condition V 2 V 2 G = V · G = O produces a velocity distur­
bance field , 

I ( 1 2 2) ) u (x) = F · 1 + 6a V G(r + 

( 
1 2 2) + (S·V)· 1+ 

10
a V G(r)+... (5) 

THE PROBLEM STATEMENT 

We consider ;> dilute monodisperse suspension of spheres 
of radius a immersed in an unbounded incompressible New­
t.onian fluid of density p and viscosity J.l · Suppose now that 
the spheres are sufficiently large so that effect of thermal 
fluctuations in the fluid (i.e. Brownian motion) and colloidal 
interparticle forces can be neglected. There is, however, 
the possibility of particles having surface roughness so that 
non-hydrodynamic interactions can occur due to this effect. 
Here the Péclet number Pe expresses the ratio of parti­
ele advection by the imposed shear to Brownian diffusion 
and N i gives the relative importance of the interparticle 
forces. The regime of interest in the present work is for 

P - Ua - ~ '-'- 1 d N · - ~ '-'- 1 U d th e - D o - kT // an , - IFpl // . n er ese 
conditions it is appropriate to scale time with the magnitude 
of shear r.~ te, ,-1 rather than with diffusive time a 2 /Do. 
Here IF PI is defined as the magnitude of interparticle forces, 
U is the effective fluid velocity in the flow direction and 
Do(= kT /6rrpa) is the ordinary Stokes-Einstein diffusivity. 

The spheres are supposed to be neutrally buoyant so that 
the most obvious possibility of migration due to gravity can 
be ignoreJ. One might define the sedimentation number N g 
and impose the condition N 9 = -

9
2 a(p, -p) 9 « 1. Finally the 
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suspension is considered in the limiting case in which the 
Reynolds number based on the flow around the suspended 
p:uticle is very small , i.e. Re = P('Ya)a « l. The Lan-

'" grangian equation of the particles is deduced by dropping 
out ali unimportant effects (i.e. Pe- 1 =O, Re =O, N,- 1 =O 
and N9 = 0). We exploit this fact by writing that 

dx" r. oo a E = a M " (Eoo a) --=>< X X+ ·X+ · · X , 
dt 

(6) 

where M is the mobility matrix that is a central element 
describing the hydrodynamic interaction among particles. 

The lnteraction of Spheres in a Linear Field. ln our 
analysis of low parti ele concentration, </> ( = t rra3 n « 1), the 
calculations can be concentrated on the theoretical hydrody­
namic aspect of encounters between only two spheres . The 
first and second Fáxen 's laws show that force and torque 
free spheres may undergo a rigid body motion that matches 
the surrounding fluid velocity and vorticity at the centre of 
the particles . This means that in a linear field thé only pos­
sible response of the effectively isolated particle is to rotate 
passively with the bulk vorticity and resist the bulk strain­
ing. The contribution of pure straining motion gives rise to 



a f~r-field disturbance flow that decays as 1/l x 2 I induced 
by the symmetric dipolo stresslet. Hence equation (5) for a 
point particle takes the form 

u'(x) ~ (S · \7) · G(x) . 

Such a disturbance motion at the position of a second 
particle gives it an additional translational velocity, and also 
requires a change of the distribution of stress at the surfaçe 
of the second particle. This coupling of the particles' motion 
via the fluid is called hydrodynamic interaction. ln reality 
hydrody,pamic interactions are not pairwise additive in view 
that the interaction between two particles is influe~ced by 
the presence of a third, and so on. However the underlying 
of Stokes' equations allows us to break up the complicated 
multiparticle interaction problem into a sequence of simpler 
problem in which a single particle interacts with an ambient 
flow. Such a description corresponds to the so-called method 
of reflections. The method consists of a systematic scheme 
of successive iterations, since a correction of the ambient 
field about a given particle generates a new disturbance so­
lution for that particle, which in turns modifies the ambient 
field about another particle. 

Governing Eguations. We use the method of refections to 
deduce the basic structure of the governing equation for the 
problem here. The disturbance produced by the motions 
of two spheres A and B (zeroth arder solution) are simply 

given by the equation, u'a(x; xi) ~ (S~~ · \7) · G(x- xl), 
where S a = ~7rJ-la 3 E00 • Here and into the following ex­
pressions the solutions for the sphere B may be obtained 
from the proceding by switching A and B and the índices 
1 and 2. The superscripts denotes to the arder of reflec­
tion (0), ( 1 ), (2) and the subscripts a ~ b, a ~ b ~ a 
denote the sequence of reflections. The first reflection field 
u'a-+b is expanded as u'a-.b = (S~') ·V)· G(x- xi) + ... 
with the particles translational velocity and Stresslet ob­
·tained from the Faxén laws U~'l = (1 + i\-a2 V 2

) u'b lx=x 1 

d S (l) _ 20 3 ( 1 2n2) E' I an a - 37rJ.W 1 + Tõa v b x=x 1 -

At the second reflection the field u' a->b-+a = (Sà2
) · \7) · 

G(x- x 1 ) + ... , with motion and stresslet determined again 
by the Fáxen's laws as follows 

(2) - ( 1 2 2) I I U a - 1 + 6a \7 U a-+b x=x 1 

and 

The results for U a and U b are obtained by adding the 
contributions from the reflections, Ua = u = (xi) + U~') + 
U~2 ) and ub = u=(x2) + u~') + U~2). lnserting the appro­
priate expressions of the Green's function and its derivatives 
we obtain with no loss of generality that the governing equa­
tion must have the following basic structure 

and 

M is the mobility matrix which appears in this calculation 
as being M = A(r)dd + B(r)(I- dd). Here d is a unit 
vector along the line of centres defined by d = ~I, with 
R = X2 - X1. I t will be convenient to describe the Jynamics 
of i~teracting in terms of the relative and centre of mass 
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motion by defining, R 
follows that 

R = rl oo X R+ E 00 
• R- M · E co · R 

u.+u• lt 
2 

(7) 

and Z = O"" x Z +Eco · Z. Note that due to the symmetry 
of the system, the midpoint between the two spheres moves 
with velocity not influenced by the hydrodynamic distur­
bance produced during the motion of the spheres. 

Now, let the suspension undergoes a steady simple shear­
ing motion in which the undisturbed velocity,. rate of strain 
tensor and the vorticity are given respectively by u co = 
/X2e1, E 00 = ?(e1e2 + e2et) and 0 00 = -fe3. The final 
form of the governing equations to compute the particle tra­
jectories are obtained making alllengths nondimensional by 
the particles radius a and by choosing 1a as velocity scale 
and ,-' as time scale. Thus the corresponding components 
of the velocity of the centre of sphere A relative to sphere 
B are found from the general expression (7) to be 

{ 

. rfr2 1 ,., = r2 + - 2 [B(r)- A(r)]- -B(r)r2 
r 2 

. r,d 1 
r2 = - 2-[B(r)- A(r)]- -B(r)r-I 

r 2 
r'3 = [B(r) -A(r)]'·,r2r3 

r2 

(8) 

w.ith .z, = z2, Z2 =O and Z3 =O. The scalar functions A(r) 
and B( r) are purely geometric quantities that depend on the 
instantaneous configurations of the two particles (i.e. rela­
tive positions of the spheres) and thus are implicit functions 
of the time. More importantly, these functions represent the 
kinematic and dynamic aspects of the hydrodynamic inter­
actions by characterising the motion along and perpendicu­
lar to the line of centres respectively. When computing the 
trajectories of the spheres the range of separation between 
the particles was divided into four according to Cunha and 
Hinch (1996). ln that paper we present the expressions for 
A(r·) and B(r) derived by using twin multipole expansions 
and asymptotic expansions at the lubrification limit, when 
the two spheres are dose together or in the range in which 
r = Rja = 0(1). 

The Effect of Surface Roughness. We make the simplify­
ing assumption that the surface of the spheres are covered by 
an array of spherical bumps of typical diameter af., and each 
bump will contribute the sarne area to the area of contact. 
The surface roughness parameter f. must be interpreted as 
a measure of how dose the spheres may come before they 
interact through the roughness of their surface, and the con­
tact forces is transmitted from one sphere to other via in­
teraction of the bumps on the surface. The problem of the 
surface roughness is examined from a kinematic point of 
view in which a continuous sliding satisfies the condition 
r . r = o ln terms of mobility functions, the sliding condi­
tion is found from (8) to be of the form r1r2[1- A(r)) =O. 
ln the com pressionai quadrants r, r·2 < O, the mobility func­
tions based on hydrodynamics alone would give the spheres 
approaching with r · r < ·O. Th'e surface roughness stops this , 
with a positive reaction normal force so that r · r = O. This 
behaviour can be modeleted by setting A = 1 in the com­
pressionai quadrants. On the other hand in the extensional 
quadrants ,., r2 > O, the pure hydrodynamic mobility func­
tions give the spheres separating with r · r ~ O. ln this case 
the surface roughness do not resist the motion and exert no 
force. Thus we retain the original mobility function A( r) 
into extensional quadrant. For this simple sliding model, 
we use unaltered the pure hydrodynamic mobility function 
B(r) in both to extensional and compressional quadrants. 
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Now it is possible to adopt an alternative simple model 
of the surface roughness. One can argue that the asperities 
fuse the particles and so the two spheres become locked and 
rotate as a single rigid body. Alternatively one can argue 
that the asperities act as gear teeth and the two particles 
rol! around one another without slipping. To prevent the 
slipping, a tangencial force and a torque are exchanged in 
addition to a normal force, and this modifies the mobility 
8(1·). Cunha and Hinch (1996) propose 8 = 0.4046, which 
corresponds to their lubrification formula to the mobility 
8(r) in the touching limit. For this alternative model of the 
effect of roughness, we set A = 1 and 8 = 0.4046 when both 
,.I r2 <O and r= 2 +c 

DOWN-GRADIENT DIFFUSION 

Consider now a suspension which has a small gradient in 
the concentration in the direction of the velocity gradient, 
i.e. n(x) = no + r2 ~;'_, . Physically, the preseqce of higher 
particle concentration- on one side of a teste sphere in the 
suspension leads the sphere to migrate towards the region 
of lower concentration since it interacts with more rough 
spheres on one side than the other. We can get first a feel for 
the scaling of the down-gradient diffusivity by using simple 
scaling arguments. The net displacement after each inter­
action is O( a) and the extra rate of interaction from regions 
of hisher concentrations is O(a1'Vn) . Then the mean ftux 
of particle should scale like a2 1cfJ'Vn in a dilute suspension 
where only detail of the interactions between two particles 
are considered . This indicates that the down-gradient dif­
fusivity must have the sarne scaling found by Cunha (1993) 
for the random self-diffusion coefficient, i.e. O(a2 -ycp). 

We need to calculate the net rate at which particles cross 
per unit area a plane perpendicular to the concentration 
gradient, due to particle displacements across the stream­
lines. It is assumed tha t the suspension is sufficiently dilute 
that the concentration gradient has a negligible effect on the 
velocity gradient. Consider a test sphere starting at x- oo 
being d.isplaced L:l.X = x+= - x- oo a cross the streamlines 
as a result of, a collision , with a second sphere starting at 
y-oo . With the relative separation (r 1 , r 2 , r 3 ) of the two 
spheres defined as, r = X - Y, the rate of these collisions is 
n(Y-oo hlr;- 00 I· For a given initial separation of the collid­
ing pair r-oo, and hence a given final displacement across 
the streamlines L:l.X, any test sphere starting with x;-co in 
the range -L:l.X2 < x:; oo < O will cross the plane r 2 = o 
from one side, and any test sphere startiug with Xf' in the 
range O < x:; oo < -L:l.X2 will cross the plane from the 
other side, depending on the sign of L:l.X2. Hence the net 
flux of particles across the plane is 

F = i: i: Ç dr;-
00 

dr;"" , 

which accounts for particles crossing the plane of interest 
from both sides by noting that r;- 00 L:J.X2 2: O. Here 

Ç = Jo n(x:;= )n(Y2- oo )rir;-oo i dX:; oo · 
-D.X, 

We substitute · Y2- oo = x:;oo- r;-= and the linear varia­
tion of the concentration, neglecting quãdratic terms in the 
gradient. By integrating, we find a ftux 

F = i: i: 1hlr;-00 I dr;-
00 

d1·;= , 

where 1l = n~L:l.X2- no ~r~ ( -L:J.Xi- r;-"" L:l.X2). The first 
term vanishes, as averaging over the collisions there is no 

l3~4 
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Figure 1: Periodic orbits of the particle. The dashed line 
is the transversal relative coordinate of the parti eles r2; the 
solid Iine is the transversal coordinate of one of the particles 
X2. 

net displacement. Hence the flux is proportional to the con­
centration gradient., with the coefficient of proportionality 
being a diffusivity. 

Non-dimensionalising the lengths in the integrand with 
a , we have the diffusivities 

! 00 ! 00 
m=2D~ +K(cfJ) - oo -=r;-=L:J.X21r;-""ld,-;- = d,·;oo . 

with JC( cp) = 4
3
" a2 -ycp. One of the two D~ is the standard 

contribution of the random walk to a ftux down a concentra­
tion gradient which is analogous to what was calculated by 
Cunha (1993). The other D2, together with the final inte­
gral, is due to the slightly higher concentration of particles 
collid.ing on one side of a test sphere systematically nudging 
it across the streamlines towards the lower concentration. 

RESULTS AND DISCUSSIONS 

The governing equations for the trajectories of the pair of 
particles were integrated numerically using a fourth-order 
Runge-Kutta scheme. The choice of the time was depen­
dent on the separation between the spheres, and it must 
be chosen so that the relative separation does not change 
significantly in one step. After severa! prelimjqary tests 
of our computer simulations we decide the dimensionless 
time steps as being: L:l.t = 0.01 for r > 2.5 (far field), 
L:l.t = 0.005 for in the intermediate region 2.01 < r < 2.5, 
and D.t = 0.001 in the lubrication region 2 < r < 2.01. 
One test of the integration with the closed doublet starting 
form r 1 = -3, r2 = 0 .1, r3 = 0 .1 is presented in Figure 
1. The resuts Rhow that there is no loss in amplitude over 
more than five cycles, when the suspension is undergoing 
purely viscous condition (i .e. roughness effects are absent). 
This period.ic behaviour is an interesting illustration of the 
symmetry imposed by the time reversibility' of the Stokes 
ftow. Figure 2 shows some typical trajectories of one sphere 
relative to the other in the r, r2 plane . ln contrast to the 
reversible situation in Figure 1, the relative trajectories of 
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Figure 2: The effect of roughness on particle trajectories 
in the r1 7·2-plane. The initial conditions are r1 = -10 and 
r2 = ,.3 = 0.1. The different curves correspond to different 
values of the roughness. Following from the lower curve 
to the top curve , the roughness related to each curves are 
respectively: <: = O, <: = 10-4

, <: = 5 x 10-4
, <: = 10-3, 

€ = 5 x w-3
, ( = 10-2

. 

the spheres are significantly modified if irreversible surface 
interaction occur as a consequence of the surface roughness. 
A notable feature of the set of the relative trajectories is 
that the trajectories passing exceedingly dose to the mini­
mum separation of the surface roughness, a roughness equal 
to 10-4 a is sufficient to break trajectories symmetry im­
posed by time reversibility of the creeping ftow. For the 
trajectory starting at r 1 = -lO and r 2 = r3 = 0.1 , the 
minimum separation of the smooth spheres was found to be 
4.75 x 10-5a. lt is seen that once the surface rough,ness ( 
is greater this minimum separa tion the spheres separate on 
streamlins further apart on their approach. 

We note that since the trajectories crowd considerably 
during the collision , quite small displacement by the rough­
ness across the crowded trajectories produces a large dis­
placement across the streamlines. Cunha and Hinch (1996) 
estimated the scaling of this crowding of the trajecto­
ries. They found that trajectories with separation 8(€) = 
O ((0·1093(ln(1/e) + 1.347)-0·1753) crowd together to an ( 
separation as the spheres pass. To calculate the diffusiv­
ity D~, we need to evaluate the net displacement across 
streamlines caused by collision. Numerical computations 
follow the trajectory r( t) starting the spheres at a great 
separation on approaching streamlines, r 1 -+ - oo, with 
7'2 00 > O, and integrating until the spheres are again a t 
large sepMations, now on the receding streamline x -+ oo. 
Using the centre of mass motion given earlier, we find the 
net streamline displacement of the test sphere is ll.X2 = 
Xi 00 

- x ;oo = H rt 00 -r;"" ). To avoid computations 
to very large separations , which take long t ime on the slow 
trajectories with 7"2 small, we use two extrapolations from a 
more moderate value of the separations, r1 = ±10. The cal-
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Figure 3: Down-gradient diffusivity divided by <f;a2 -y. The 
squares are the results for the model with only a norm al 
force and the triangles for the alternative model with the 
two spherPs locked together. 

culation of these asymptotic solutions are describe in Cunha 
and Hinch (1996). Applying the extrapolation, the even­
tual streamline position is found with an error of less than 
10-3

. The diffusivities were calculated by using n~mer­
ical integration over a grid of r; 00 r; 00 points . Since the 
domain of integration was regular and ll.X2 was found to 
be a smooth function , the diffusivity integral was performed 
breahing up it into repeated one-dimensional integrais being 
solved by means of a sequence of trapezoidal scheme. The 
spacing of 0.05 between points produced an error less than 
0.1 %. Ali compu ter simulations were performed for v alues 
of surface roughness ranging 10-4 to 8 X 10-2 which is con­
sistent with the experimental range of roughness reported 
by Smart and Leighton (1989). Figure 3 shows the depen­
dence of the diffusivity D~ for down-gradient diffusion upon 
the surface roughness . This coefficient characterizes the mi­
gration of spheres normal to the direction of fiuid motion 
within the plane of shear in the presence of a small gradient 
in concentration. The dispersion of particles in the plane 
normal to the plane of shear (parallel to the vorticity di­
rection) was also investigated by Cunha and Hinch (1996). 
We note that the diffusivities for self-diffusion (pure random 
walk) differ from those for down-gradient diffusion , and both 
are zero in the dilute limi t of </; = O, in contrast to the re­
sults for Brownian diffusion in dilute suspension. This is be­
cause interactions between the pMticles are essential for the 
hydrodynamic diffusion considered here, whereas Brownian 
diffusivities are finite and not affected by particle-particle 
interaction in thc dilute limit . We find that d;wn-gradient 
diffusiviti es are larger than self diffusivities by a factor of 5. 
This is associated in part wi th the fact that a test sphere 
moving into regions of higher concentration experience a 
extra rate of collisions compareci to those regions of lower 
concentration. 

Finally, it is seen that the two different models of the 
effect of roughness produce very similar results with the 
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first model which considers just a normal force in the com­
pressionai quadrant producing a slightly smaller diffusiv­
ity. Based on the di•~·,.;ssion of Cunha and Hinch ( 1996) of 
the large 8 (e) dif: ~.]acements in the final streamline caused 
by a small s•,r·~ace roughness c, we found that the diffu­
sivity follows approximetly the functional relation D~ ex: 

cjrya 2 e0437 4 (1n(1/c) + 1.347)-0 7012
, over the range 10-4 

:::; 

c :::; 10-3
. We have no experimental results with which to 

compare our prediction. 
Scanning electron micrographs of non-Brownian glass 

spheres of 600 Jlm in diameter are show in Figure 4. The 
pictures illustrates details of irregularities associated with 
surface roughness and deviation of the particles from their 
spherical form. The last two pictures show two distribu­
tions of the surface irregularities for small (i.e. ~ 10-4 a) 
and large roughness (i.e. 10-3 a). T h e pictures were taken 
from the electron microscopy unity in Cambridge Uni vcrsity, 
Department. of Biology. We use 5 V of t.he elect.ron micro­
scope and full focus. During the observation~ the sphe1·es 
were j et washed in a lcohol and air dried. Future studies 
should investigate the interaction between two smooth non­
spherical particles. An important feature is to know whether 
the largest O( <,b) term of the diffusivity is due to the par­
ti ele shape anisotropy, surface roughness or t.hree-particle 
interactions b1·eaking symmetry. Althoug], our theoretical 
analysis has been restricted to dilute suspension for which 
pairwise interactions between the spheres may be used, it 
is hoped that the insights gained from the trat.ment of t he 
roughness effects may be useful for more general problem. 
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Figure 4: Scanning electron micrographs of non- Brownian 
glass spheres of 600 11m in diameter (Cunha 1994). 
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RESUMO 

As necessidades no tratamento de águas de abastecimento e efluentes geram problemas que pedem soluções 
simples e viáveis para implantação. Isto ocon·e na otimização de sedimentadores (decantadores) de estações 
de tratamento existentes que operam em condições extremas. Atualmente testa-se a sedimentação em tubos, 
dispostos ao longo do escoamento, inclinados, que diminuem o tempo de queda dos sólidos (menor altura de 
sedimentação) e aumentam a capacidade dos decantadores. Neste texto calculam-se trajetórias de sólidos que 
sedimentam na região de entrada de tubos quadrados e retangulares, visando o estabelecimento de padrões 
de projeto para tais decantadores. Abordam-se situações usuais de trabalho. Vê-se que toda a sedimentação 
pode ocorrer na região de entrada. Assim, precisa-se de critérios de projeto que considerem esta região. 

INTRODUÇÃO 

A sedimentação pela ação da gravidade é um dos métodos 
mais diti.mdidos para reduzir a quantidade de partículas 

. suspensas na água, nas estações de tratamento de água. Hazcn 
( 1904) talvez tenha sido o primeiro a apresentar as conclusões 
de suas observações e estudos de forma organizada, sendo, por 
isso, uma obra de referência clássica no tema. Hazen ( 1904) 
abordou os decantadores tradicionais, compostos de tanques, 
projeta dos para determinada vazão de água a ser tratada .. 
Posteriormente Camp ( 1946) desenvolveu estudos mais 
detalhados acerca dos processos de decantação, propondo 
metodologias para analisar as características da sedimentação de 
suspensões e un• modelo para converter os resultados obtidos em 
parâmetros aplicáveis ao estudo de decantadores convencionais. 
A necessidade de aumentar a capacidade de decantação nas 
estações de tratamento, que foram se tornando obsoletas ou sub­
dimensionadas com o aumento exagerado dos centros urbanos, 
exigiu a criação de metodologias alternativas para acelerar o 
processo de sedimentação. Yao ( 1970) apresenta um estudo 
pioneiro no qual a sedimentação de alta taxa, assim denominada 
a sedimentação que ocorre no interior de tubos, foi inicialmente 
quantificada para situações de perfis de velocidade totalmente 
desenvolvidos. Os estudos mostram que os escoamentos de 
interesse prático são laminares, permitindo uma abordagem 
analítica rigorosa. Yao (1970) concentrou sua atenção em tubos 
circulares e canais entre placas planas paralelas. Apesar de ter 
sido fornecida uma primeira fonnulação com algumas 
simplificações muito a favor da segurança, os conceitos que 
foram então utilizados permanecem válidos. A questão da 
exagerada segurança desagrada, sobretudo, aos engenheiros que 
se utilizam dos conceitos de Yao ( 1970), uma vez que o aumento 
na segurança implica em aumcnto no custo das obras a serem 
executadas nas estações de tratamento de água. A evidência 
prática de que a teoria cm uso superdimcnsiona as estruturas 
projetadas foi demonstrada por Di Bernardo e Cunha (1991), 
cujo trabalho veio corroborar o. estudo teórico de Fadei c 
Baumrum ( 1990), que demonstraram que uma parcela do 
processo de sedimentação podia ocorrer em situação de regime 
não desenvolvido, na entrada dos tubos. Fadei e Baumrum 
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( 1990) estudaram a sedimentação em tubos de seção circular na 
região de transição do escoamento, de perfil plano para perfil 
parabólico, na situação de regime laminar. Como, na prática, 
também são utilizadas estruturas de tubos quadrados e 
retangulares, Soares ( 1992) realizou um estudo amplo acerca das 
características do escoamento e do processo de sedimentação na 
região de transição de escoamentos em dutos de seção retangular 
e quadrada, cujos resultados apontam para a necessidade de 
estabelecer novos padrões de projeto das estruturas de 
sedimentação em decantadores de alta taxa .. O presente trabalho 
apresenta alguns dos principais resultados e conclusões 
levantados sobre o tema até o momento. Os estudos estão sendo 
realizados no Departamento de Hidráulica e Saneamento da 
Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo. 

METODOLOGIA 

A resolução do problema de transferência de massa 
decorrente da sedimentação foi efetuada para a situação ideal na 
qual o escoamento do fluido não é perturbado pela presença das 
partículas. Embora esta seja uma situação simplificada, trata-se 
de uma boa aproximação para as situações nas quais a 
concentração de partículas no meio líquido não é muito elevada. 
Esta situação é geralmente encontrada nos casos de estações de 
tratamento de água. Caso a concentração de partículas seja 
elevada, um primeiro problema que pode ocorrer é o 
aparecimento de correntes de densidade que deslocam grandes 
massas de líquido, distorcendo o perfil de velocidades em 
relação àquele da situação ideal. Um segundo problema é que as 
interferências das características das partículas, quanto a serem 
discretas ou floculentas, ~ornam-se mais pronunciadas para as 
altas concentrações, sendo necessário efetuar uma modelação 
mais detalhada do fenômeno de sedimentação. 

Assim, reconhecida a situação de o processo de 
sedimentação não interferir no escorunento do fluido, torna-se 
possível quantificar o perfil de velocidade do escoamento e 
sobrepor, posteriormente, a sedimentação das partículas para 
estudar as suas trajetórias. A quantificação do perfil de 
velocidades na região de transição entre a entrada do tubo e a 
situação de escoamento desenvolvido não é, contudo, um 
problema trivial. As soluções encontradas na literatura são 
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aproximadas, baseadas em linearizações convenientes das 
equações de Navier-Stokes. Aqui utilizou-se o procedimento 
proposto por Langhaar, citado por Han (1960), para quantificar 
os perfis de velocidade, a evolução da pressão e o comprimento 
da região de transição em tubos de seção quadrada e retangular. 
Han ( 1960) apresenta detalhadamente o seu procedimento de 
cálculo, bem como os seus resultados, sendo possível reproduzi­
los com precisão. As relações entre base e altura das seções 
retangulares aqui estudados abrangem as relações estudadas por 
Han ( 1960), sendo possível complem~tar informações a partir 
desta referência. 

A principal relação para o cômputo das velocidades em 
cada ponto da seção quadrada ou retangular, na região de 
transição, é apresentada na Eq.(l ). 
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onde u representa a velocidade em cada ponto (x,y), V é a 
velocidade média na seção transversal, 2a e 2b llâo, 
respectivamente, a altura e a largura da seção transversal, x é 
paralelo ao lado 2a e y é paralelo ao lado 2b. pé wn parâmetro 
que decorre da linearização efetuada, o qual asswne o valor zero 
para perfil de velocidade completamente desenvolvido e tende a 
oo para perfil de velocidade uniforme. p é uma função da 
distância a partir da entrada do tubo, a qual é determinada por 
aproximação nwnérica. 

Ne~te trabalho admite-se que a velocidade de 
sedimentação (V,) atinge seu valor terminal imediatamente após 
o lançamento da partícula no escoamento. Além disso, interessa 
estabelecer a trajetória da partícula lançada na posição mais 
desfavorável do tubo, ou seja, aquela partícula que ocupa o 
maior comprimento do tubo para sedimentar e que determinará o 
comprimento necessano do sedimentador. Assim, o 
procedimento seguido foi o de acompanhar esta única partícula 
no escoamento, não interessando as demais partículas que 
compõe a mistura que entra no sedimentador, wna vez que 
sedimentam em espaços menores. Para o cálculo das trajetórias 
o procedimento seguido foi baseado naquele de Fadei e 

Baumann. ( 1990 ), com as modificações necessárias devido às 
alterações de geometria e devido às características próprias do 
programa computacional aqui desenvolvido. 

Os passos para o cálculo da trajetória podem ser assim 
resumidos: 

1- Considera-se a partícula entrando no ponto A, seção I, 
da figura 1. 

2- A partícula atinge o ponto B na seção II., a wna 
distância !J.z da origem. 

3- Considera-se que a distância de sedimentação entre A 
e B é .1y0 =0,05b (primeira aproximação). 

4- A partir do !J.z desejado, calcula-se p e o perfil de 
velocidade nas seções I e ll. 

5- Admite-se a velocidade da partícula na direção do 
escoamento como sendo 

VI +V2 +Vl +V4 v = -'-----''--~~ 
.. 4 

As velocidades estão indicadas na figura 1. 
6- Calcula-se o tempo necessário para a partícula ir do 

ponto A para o ponto B como ó 1 = ó z 
v .. 

7- Calcula-se a distância de sedimentação a partir de 
óy1 = V, .ót 

8- Compara-se .1y 1 e .1yo. Se a diferença for maior que 
wn erro pré-estabelecido, impõe-se .1yo=.1yJ e 
repetem-se os passos 5 a 8. Caso contrário, executa-se 
o passo 9. 

9- A velocidade V4 passa a ser a velocidade V1 para o 
trecho entre as seções n e m. 

10- Repetem-se os passos aqui descritos para o trecho ll a 
m e, sucessivamente, para os demais trechos, até que o 
fundo do tubo seja atingido ou até atingir o 
comprimento de transição para esta situação de 
escoamento. 

11- A soma dos comprimentos incrementais .1z fornece o 
comprimento necessário para a sedimentação da 
partícula. 

Tanto o cálculo dos perfis de velocidade como da trajetória 
das partículas foram efetuados utilizando micro-computadores. 
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FIGURA 1- Esquema da passagem da partícula dentro do duto, baseado em Fadel e Baumann (1990). 
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SITUAÇÃO DE TRABALHO 

Nos resultados aqui apresentados, as faixas de trabalho 
utilizadas foram estabelecidas a partir de urna situação básica na 
qual se fixou o número de Reynolds de referância (Reb) como 
sendo 579,12 e a velocidade de sedimentação de referência ( Vs 
h) como sendo 0,00051 m/s. O número de Reynolds foi fixado a 
partir de dimensões de base e altura das seçõcs dos tubos, 
velocidade média do escoamento c viscosidade, próximas às de 
trabalho e de resultados da literatura. Outros números de 
Reynolds (Re) c velocidades de sedimentação (Vs) foram 
definidos a partir dos valores de referência. Representando a 
dimensão da base por 2b e a dimensão da altura por 2a, as 
simulações aqui apresentadas foram realizadas para as seguintes 
situações de trabalho: 

i- Quanto á relação alb foram usados valores de 1,0; O, 75; 
0,50; 0,25; 0,125 e 0,0. 

ii- Quanto á relação Re/Reb foram usados valores de 0,25; 
0,50; 1,0; 2,0; 5,0 e 10,0 

iii- Quanto à relação Vs!Vsb toram usados valores de 0,25; 
0,50; 1,0 e 2,0. 

iv - Quanto à inclinação do tubo, todos os cálculos foram 
feitos pra tubos horizontais. 

A definição do número de Reynolds utilizada neste 
trabalho é: 

4ab V 
Rc=~~­

(a + b) v 

RESULTADOS 

(2) 

A figura 2 mostra isótacas calculadas a partir da Eq.(l) 
para relação alb = 1, na seção do tubo que se encontra a iguais 
distâncias do início e do fim do comprimento de transição. Os 
resultados mostram-se coerentes com medidas cfctuadas por 
diferentes autores, como Goldstcin c Krcid (1967) c Sparrow ct 
ai. ( 1 964 ). Os valores indicados correspondem à razão entre a 
velocidade pontual c a velocidade média. 

Figura 2- Isótacas calculadas para tubo de-seção quadrada. 
( a/b= l) Eixo vertical: x/a. Eixo horizontal: y/b. 

As figuras 3 e 4 mostram a região de intrusão de partículas 
em um tubo de seção quadrada (a=b=0,038 m). A figura 3 foi 
obtida considerando urna "linha de partículas discretas" solta na 
aresta superior da entrada do tubo, a qual se deforma à medida 
que sedimenta, de acordo com o perfil de velocidades no qual 
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está imersa. Verifica-se que a partícula que define o 
comprimento do sedimentador é aquela que se localiza 
inicialmente no ponto superior do plano longitudinal vertical 
central do tubo, por atingir urna distância maior. Tal resultado 
era evidentemente esperado, já que a velocidade média (com 
relação à vertical) é maior neste plano. -Entretanto, urna vez que 
a evolução do perfil de velocidades na região de transição é de 
quantificação complexa, tanto a trajetória da partícula como o 
espaço percorrido para sedimentar não são apresentados na 
literatura da área (nem são considerados nos procedimentos de 
projeto), tendo sido primeiramente obtidos por Soares (1992 ). A 
figura 4 mostra a posição da "linha de partículas discretas"ao 
atingir o fundo do sedimentador. Esta figura mostra que apenas 
urna parcela da área do sedimentador é efetiva na remoção de 
partículas. No caso do scdimcntador de seção quadrada 
apresentado, utilizando o comprimento de sedimentação como 
aquele da partícula que percorreu o plano central dó tubo, a 
parcela cfctiva da área é de cerca de 77% (considerando o 
comprimento de sedimentação como a dimensão longitudinal) 
Esta fração da área efetivamente utilizada cresce para relações 
alb<1 c se torna igual à unidade (100%) para canais entre 
placas planas paralelas horizontais. Assim, em se verificando a 
relevância da área de uso efetivo do sedimentador, vê-se que é 
melhor utilizar scdimentadores rctangularcs com a/b < 1. 

Figura 3- Região de intrusão de partículas. Vê-se o espaço de 
um sedimentador realmente ocupado no processo de 

sedimentação. 

0.02 

Area útil=:rJ% 
0.01 

z(m) 

Figura 4 - Intersecção entre a região de intrusão e o fundo do 
sedimentador, mostrando a pordcntagem de área utilizada. 
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A figura 5 mostra trajetórias de sedimentação para 
alb=1,0, considerando diferentes relações Re!Reb. A figura 6, 
por sua vez, apresenta resultados semelhantes para alb=O, 75. 
Observa-se, por comparação, que os tubos com relação alb 
próxima a 1,0 nescessitam geralmente de comprimentos maiores 
do que os tubos cuja relação alb é mais próxima de 0,0 para que 
ocorra a sedimentação (há, contudo uma ressalva concernente ao 
uso de sedimentadores cujo comprimento coincide com aquele 
da região de transição, indicada na figura 8). Também são 
apresentados, nas figuras 5 e 6, os comprimentos de transição 
para os escoamentos com o níunero de Reynolds básico. Conclui­
se, assim, que em sendo a forma e o comprimento parâmetros 
que possam ser controlados 1no projeto (quando independer de 
dimensões de tubos padronizadas pelo fabricante, por exemplo), 
convém optar por tubos de seção retangular alb<1. 

o~ 

0.03 

0.02 

0.01 

] o 
H 

~------------~~~~ 
v.b = 0,00051 mls 
Reb=5"19,l2 

-4-01 

-0.02 

-4.03 

-4.04 
o 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.A 2.8 3.2 

x(m) 

Figura 5 - T rajetórias de partículas em tubo com alb = 1, para 
diferentes relações Re!Reb. (a=b =0,038m) 
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Figura 6- Trajetórias de partículas em tubo com alb=O, 75, para 
diferentes relações Re/Reb- (a=O, 038 m) 

A figura 7 mostra traj.:tórias de sedimentação para 
alb =1,0, para diferentes relações Vs/Vsb. Observou-se mais uma 
vez que os tubos com relação alb próxima a 1,0 nescessitam 
geralmente de comprimentos maiores do que os tubos cuja 
relação alb é mais próxima de 0,0, para que ocorra a 
sedimentação. Novamente indica-se, na figura, o comprimento 
de transição para Reb 
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Figura 7 - T rajetórias de partículas em tubo com alb = 1, para 
diferentes relações Vs/Vsb. (a =b =0,038 m) 

Nas figuras 3 a 7 observa-se que existem situações de 
sedimentação (que englobam uma grande porcentagem das 
situações práticas) nas quais todo o processos de queda da 
partícula ocorre enquanto a mesma se encontra no interior da 
região de transição entre o pertil de velocidades plano e o perfil 
desenvolvidc, após a entrada do tubo. Portanto, o uso 
indiscriminado de formulações simplificadas, que consideram 
apenas a velocidade média ou o perfil de velocidades 
plenamente desenvolvido, pode conduzir a erros de projeto, caso 
fatores de correção que considerem os resultados obtidos com a 
presente formulação não sejam adotados. 

A figura 8, por sua vez, mostra que, mantendo o níunero de 
Reynolds constante, o comprimento de transição apresenta um 
ponto de máximo em variando a relação alb. Em se desejando 
que todo o processo de sedimentação ocorra na região de 
transição (a partir de critérios de projeto), observa-se que há 
uma situação ótima que pode ser explorada. Maiores 
comprimentos de transição implicam que partículas com 
menores velocidades de sedimentação podem ser removidas, 
considerando, eVÍdentemente, a situação na qual a partícula 
lançada na posição mais desfavorável atinge ao mesmo tempo o 
fmal da região de transição e o fmal do sedimentador. 

j 

Figura 8-Os pontos indicam valores de comprimentos de 
transição calculados para diferentes valores de al b, para níunero 

de Reynolds mantido constante. 



CONCLUSÕES 

Os resultados permitiram observar que, para uma grande 
gama de situações de sedimentação em tubos de seção quadrada 
ou retangular, todo o processo de sedimentação ocorre na região 
de transição entre a entrada do tubo e a região de escoamento 
plenamente desenvolvido. Este fato mostra que critérios de 
projeto de decantadores de alta taxa que se fundamentam em 
situações de escoamento médio ou de escoamento plenamente 
desenvolvido são simplificações cuja validade é questionável. 

Observou-se que para a região de transição há a tendência 
de os tubos de seção quadrada necessitarem de um comprimento 
maior, em relação aos tubos retangulares, para que ocorra a 
sedimentação da partícula lançada na posição mais desfavorável. 

Observou-se que a área efetiva do sedimentador na qual o 
sedimento se deposita é menor do que a área disponível, com 
excessão dos sedimentadores de placas planas paralelas 
horizontais. Caso a homogeneidade da distribuição dos 
sedimentos sobre o fundo do sedimentador se mostre como um 
fator relevante nos critérios de projeto, as considerações aqui 
tecidas permitem uma quantificação mais segura desta 
característica. 

A região de intrusão de partículas no sedimentador foi 
convenientemente quantificada, mostrando que partículas 
lançadas em diferentes posições apresentam diferentes 
comprimentos de sedimentação. Nos estudos aqui efetuados, a 
posição mais destàvorável sempre localizou-se no ponto superior 
do plano longitudinal vertical central do tubo. 

A adequação das metodologias de projeto ora em uso é 
assunto que se encontra em discussão. Os resultados aqui 
apresentados quantiticam algumas variáveis relevantes para a 
sedimentação de alta taxa e permitem encaminhar as discussões 
de forma mais objetiva. 
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SUMMARY 

The growing demands on water and wastewdter treatment 
generate problems which need simple yet useful solutions. This 
is the case of optimization of existing settling tanks, which are 
operating at extreme conditions. Nowadays sedimentation within 
tubes placed in the settling tank (the so called "high rate 
sedimentation ") is being tested to increase the capacity of 
existing tanks. ln the present study the sedimentation paths of 
discrete particles within square and rectangular ducts are 
calculated, considering the transition region of the flow (or 
entrance zone) for súch ducts. It is sho'F that a substancial 
part of sedimentation processes may ocaur within the entrance 
zone of the settling duct, and that design procedures must take 
this fact into account. 
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SUMMARY 

A metf.od for computimg the hydrodynamic interactions among an infinite sedimenting suspension 
of particles, under condition of vanishingly small Reynolds number, is presented. We show how to 
include the long range interactions into periodic and fixed boundary conditions a highly non-trivial 
problem. The numerical meth~d based on point-like particles with some excluded volume is carefully 
tested before rather applications are presented. The accuracy of the method is illustrated by compar­
ising with the known exact results for spatially random suspensions and with the limited experimental 
date available. 

INTRODUCTION 

Calculating the interactions among a large number of 
hydrodynamically interacting particles at zero particle 
Reynolds number is complicated by the !ong-range nature of 
interactions. The fluid velocity disturbance on which a net 
externa! force acts (i.e. the gravity) decays as 1/r, where 
r is the distance from the particles. A large collection of 
such forced particles (as in an infinite sedimenting suspen­
sion), results in a severely non-convergent sum of interac­
tions. The sedimentation velocity cannot be found simply 
by adding up the contributions from ali the pair interaction 
in which a test sphere takes part. This procedure results 
velocity of a test parti ele which diverges as L 2 , where L 
is the size of the system. The origin, significance and in­
terpretation of the convergence difficuties and methods of 
renormalization for overcoming it, resulting in well-posed, 
absolutely convergent expression for the sedimentation ve­
locity is described by Batchelor (1972) and Hinch (1977). 
When on attempts to study the behaviour of suspensions 
through dynamic simulation, however, these methods are 
not suitable because the preaverage the interactions. The 
!ong-range nature of the hydrodynamic interactions in sedi­
mentation requires care to simulating an infinite suspension. 
For computational efficiency it is essential that the sums or 
integrais associated with the particle interactions are cast 
into a form which converges rapidly. At the present the 
more appropriated way is by using periodic boundary con­
ditions which permits representing an infinite suspension as 
a spatially periodif' array of identical cells. With the use 
of periodic boundaries the sum of pm;ticles interactions be­
comes lattice sums, and Ewald (1921) summation technique 
can be applied to accelerate their convergence. The idea is 
closely connected to the theoretical procedure of renormal­
ization introduzed by O'Brien {1979) and in a new version 
applied to Stokes flows by Brady and Bossis (1988). 

The present work presents the fundamental aspects of 
a method to simulate a suspension of point particles with 
excluded volume repulsion sedimenting in a regular box with 
periodic siçles and impenetrable botoom and top. ln this 
direction we expect a progress beyond the generalities of 
rational mechanics where usually the transport properties 
are not well-defined physically. 

METHOD 

ln this section a method is presented for constructing 
hydrodynamic interaction among N sedimenting particles 
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in a dilute suspension under condition such that the par­
ticle Reynolds number is small, so that the fluid motion is 
governed by Stokes'equations. ln addition, we consider the 
limit case where Péclet number is high which corresponds 
to a suspension of non-Brownian particles, Pe = % = 
6 "1'a

2
U 1 h U . h d' . J . f ~ » , w ere s IS t e se 1mentat10n ve oc1ty o a 

single sphere and D is the ordinary diffusivity of a very di­
lute dispersion of independent spheres of radius a as first 
derived by Einstein. 

A Periodic Stokes Flow. Owing to the long range of the 
velocity disturbance in a dilute sedimenting suspension, the 
interest here is in particle interactions at separation that are 
large compareci with particle radius. The simplest levei of 
approximating the hydrodynamic, a point-force approxima­
tion is considered with the fluid velocity governed by 

-p\72 u + \lp = Lfó(x- X0 ) and V· u =O. (1) 

Thus, with an errar O( <P) in the sedimentation velocity of 
the particles, we have neglected the finite size of the spheres, 
looking the suspension as an distribution of point forces. 
Here ó(x- Xo) denotes Dirac's delta function, and f is the 
hydrodynamic force exerted on the particle a by the fluid. 

Consider now condition with' no mean flow, i.e. (u) = O. 
Taking an a ver age of the first equation in (1) we find 
an expression for the mean pressure gradient, (Vp) = 
(2.:.::

0 
fó(x- Xo)) = -& 2.:.:o fo fó(x- Xa)dx = nf or (p) = 

nf · x, which is the macroscopic hydrostatic balance between 
the average pressure gradient and the average force the par­
ticle exert on the fluid. ln particular the result suggests that 
in point-particle approximation the pressure p in ( 1) must 
be adjusted to reflect the macroscopic increase in the den­
sity of the fluid </Jl::..p = n I f I / g. ln view of this the pressure 
is decomposed into a periodic part p 1 

( x) and a linear part 
(p) in the following manner p(x) = (p) +p'(x). Substituting 
the v alue of the reduced pressure p 1 

( x) into ( 1) one obtains 

2 '"" --p\7 u + \lp = L....t fó(x- Xo)- fn. (2) 

Consider now the solution of the equations ( 1) in a rect­
angular box of dimensions L x L x 2H which satisfies the 
following periodic boundary conditions 

{ 

u(x), v(x), w(x) periodic in x and y with period L 
u(x), v(x), w(x) periodic in z with period 2H 
u(x) = u(x + Xa) 



r•· r 

-

where u, v, w, are the velocity components of the fluid mo­
tion in the direction x, y, z respectively. For this purpose, it 
is convenient to introduce three-dimensional finite Fourier 
transforms of the velocity u(x) and the pressure field , 
according to equations íi(k) = ~ fbox u(x)e2"ik "dx and 

p(k) = ~ fboxp'(x)e 2"ik ·><dx. Now taking the Fourier tran­
form of (1), ones obtain respectively that k · íi(k) =O, and 

4rr2pk2íi(k)- 2rrikp(k) 
1 ;9 L fe2rrik ·x., _ 

nft5(k). (3) 

The sum on the right hand side of the eq-uation (3) is, except 
for the multiplying factor 1/{J , P,recisely a summation of t5-
fun ctions over the reciprocai lattice points L e2"ik ·x., =· 

i L t3 t5(k - k13) and ~ta e2"ik x., "-' nt5(k) ~ I k I-+ O, 
shows the full balance of the governing equation (3) . 

Taking the dot product with k in the transformed equa­
tion of motion , and using the continuity equation, this gives 

p(k) = 2~t9 f . ik L ( e2" ik·x., - ó(k)) . ( 4) 

Then substituing the above expression back into (3) , this 
gives an expression for íi(k), namely 

A 1 ( I kk) u(k) = --f. _ _ _ ""'(e2"ik ·x.,. _ r(k)) 
47r2pt9 k2 k4 L..., o . (5) 

a 

Providing that the solution must satisfies the imposed 
periodic boundary conditions we expand the pressure 
and velocity field in a three dimensional Fourier series 
as follows, p'(x) - Lk p(k13)e-2>rikp" and u(x) = 

li 

Lk íi(k13 )e - 2"'kp·><. Hence the solution of for the govern­
P 

ing equations is 

1 ( I I ) p'(x;xo)= 4rr2t9(f·V') 2;= (xlk13)- 2;= (xlk13; x 0 ) 

and 

u(x;xo) = C(f·I)(l;='(xlkt3;xo)- l;='(xlk!3)) 

+ c(f · ~7r~) ( ~1 
(xlkt3; Xo) ~1 

(xlkt3)), 

where C= 4 "~~"t9 and the sums L' (xlk t3 ) are defined as 

1 I e -21f ik 8 · X z= (xlkt3) = 2.: k2 , 
1 kp t3 

I 1 € -21rik ,8 ·X 2.: cx1k13 ) = 2.: k4 
2 k-13 i3 

Note that the notation I:' (xlk13; Xo) represents the sum­

mation in which the vector xis switched by (x-xo), and I:' 
indicates a summation o ver ali reciprocai lattice vector k13 , 
except where I k13 I= O. This vector represents a wave num­
ber which ·can be defined here as k13 = ( ~, ~, -!ft), where 
f3t, /32,/33 are integers positive or negative (0, ±1, ±2, ... ), t9 
is the volume of the periodic box t9 = e X 2H, and X0 is 
the position vector of a singularity in the box .. 

The difficulty in evaluating the above series is always the 
question of their convergence. A great deal of attention to 
this particular problem was given by Ewald (1921) when 
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examining the slow convergence of lattice sums arising from 
Coulomb interactions ( which also decrease slowly with dis­
tance) . ln the existing literature on calculations of transport 
properties in suspensions some published papers have ap­
plied Ewald's technique succe::.sfully (see, for example, Hasi­
moto 1959, Sangani and Acrivos 1982, Beenakker 1986). 

Rewriting the L;(xlkt3 ) L~(xlkt3) and the gradients 

V' L 1

1 (xlk13), V'V' I:'2(xlk!3) by applying Ewald (1921), in 
the version of Nijoboer and Wette (1957), for m = 1 and 
m = 2, and making severa! algebraic manipulations and 
taking the real parl of the equations, the solution is found 
to be (see Cunha 1994) 

p' (x; x o) =L [PP'(ra,s )- pP•(ra)]· f + 

+J L:' prs(k) [sin(2rrk13 ·r,)- sin(21l"k13 · x)]· f 
kp 

and 

u(x; Xo) =L [GP' (ra,s )- Gps(ra)]· f + 

+J L:' G rs (k) [cos(2rrk13 ·r,) - cos (2rrk t3 · x)]· f, 
k ll 

where PP', prs, GP• and Gr s we have defined as being 
Green's functions in the physical and (ps) and reciprocai 
(rs) spaces which conforms with the periodicity of the flow, 

GP•( r) = Ctr~r:_~ ( rr~
2

) I+ 

_ ~ • ( rrr2 ) + 2rrCt>. 2 r~ T rr 

Grs(k) = Ct [2>.C(rre >.)I- 27r>.2r 7(rrk2 >.)kk] 

PP' (r) =>.~~r~ (,.~2 )r and pr ' (k) = ifr~(rrk2 >.)k. 
Here Ct = 1/8rrp, r~(y) is the incomplete gamma func­
t ion and >. > O is an arbitrary parameter that sets the 
speed of convergence of the above sums. For optimal con­
vergence, >. shquld be chosen meither too small nor too large 
in order to give equal rates of convergences for the two 
sums . in the reciprocai and physical space (Cunha 1994). 
The tensor I denotes the unit second-rank tensor (ex ex + 
eyey + e zez) , and the vec tor r a ,s is related to the source 
point force and the latti ce vector Xa = (cxt L,cx2L ,cxJZ H) 
with cx,,cxt,CXt = 0, ±1,±2 ... , in the following manner , 
r a,s = [( x - Xo - Xa), (y- Yo - Ya), (z - Zo - Za)]. 

An lmpenetrable Boundary. ln particular, we are inter­
ested in a new solution in which ali components of the ve­
locity field ( u, v, w) are periodic in x and y with period L, 
the horizontal components u, v periodic in z with period H, 
but the vertical component w satisfying an impenetrable 
bottom and top condition of vanishing vertical velocity. 

The image system proposed is illustrated in Figure 1 
(a, b). The Figure is a simple diagram of the problem 
of a Stokeslet in the presence of an impenetrãble bound­
ary wit~ slip condition. The part (a) of the diagram 
shows that the image force is added in opposite direction 
to the source point F at t he image point Xi = (x 0 , Yo, -z 0 ). 

T his configuration has u(x), v(x), w(x) periodic in z with 
period 2H, u(x), v(x) periodic in z with period H but 
w(x,y,H) = w(x,y,O) =O. While in diagram (b) the im­
age source is added in sarne direction of the point source , 



asking u(x), v(x), w(x) periodic in z with period 2tf and 
w(x, y, H) = w(x, y, O) = O with u(x), v(x) periodic in z 
with period H. lt should be ncted that the latter situa­
tion has a minor difference from the case of vertical forces 
because it holds the horizontal mean pressure gradient as 
part of the solution. The image system is then added into 

z z 

z=H f--------, 

F F 

X,, Xs 

z=O 
X X 

x, x, 

- F F 

y y 

(a) (b) 

Figure 1: Diagram illustrating the image system for a point 
source located at X 5 = (1: 0 , Yo, Z0 ). (a) Vertical force and (b) 
Horizontal force. 

the problem of solving Stokes flow in periodic box in arder 
to obtain the complete solution of the new problem with 
impenetrable bottom and top and periodic sides. It can be 
written down as follows, 

3 

u,(x;x,,x,) = LLMfJ'(x,xa;Xs,xi)f1 + 
a: ;=1 

3 

+~ L
1

LMJ/(k!3)f1 e(x,kJ3;Xs,x,), (6) 
k/1 ;=I 

The liensors M{J' (physical space), M.j' (reciproca! space) 
and the function e are defiried as 

if j = 1, 2, 
if j = 3 

e= cos(27rkJ3·r,)+cos(27rkJ3·r;)-2cos(27rkJ3·X) if j = 1,2 
ande = cos( 2rrk13 ·r s) -cos(2rrk13 ·r,) if j = 3. The positions 
vectors ra,s and r 0 ,, in the above equations are associated 
with the source point force and the image point force (see 
Cunha 1994 for details). 

APPLICATION OF THE METHOD 

We illustrate now the use of the method in the problem of 
sedimentation with the particles free of inertia. lt is hoped 
that these few applications give an indicati-on of the diverse 
types of information that can be obtained with this simula­
tion. 

N Particles Free of Inertia. Consider now N spherical 
particles settling within a impenetrable box with periodic 
sides of dimensions L x L x H. Let x; denote the posi­
tion of the particle i. Suppose an externa! f; is exerted on 
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particle i and let v; be its translation velocity. Then the 
governing equation (6) for the appropriate formulation of 
hydrodynamic interaction which relates the velocity v, and 
the forces f, is given by 

N 

v' L L Mfj(ra, ra,s, ra,o) · f 1 + 

N 

+ ~L:' L MU(k13). f 1 e, (7) 
k/1 J=l 

where the relative position vectors are defined as ra,s = 
[(x,- x1 - xa), (y;- y1 - Ya), (z;- z1 - Za)] for the source 
and r a.• = [(x,- x1 - X a), (y;- y1 - Ya), (z, + z1 - Za)] for 
the image. The coupling between the particle velocities and 
forces, the grand mobilities matrix Mps and Mrs, are both 
N x N matrix of 3 X 3 blocks which describe long range 
or far-field interaction between the particles in the physical 
and reciprocai space respectively. 

Dimensionless Governing Eguations. We consider that a, 

U, (i.e. the Stokes sedimentation velocity for an isolated par­
ticle) and 6rr~JaU, represent respectively the characteristic 
reference scales of length, velocity and force. The dimen­
sionless parameter having a relevant significance is the vol­
ume fraction of parti eles </>( = t rra3 Llj H) which is a nondi­
mensional measure of concentration. Here symbols with a 
superscript "*" and the capital letters will denote dimen­
sionless quantities. 

The case of particles free of inertia is a particular situa­
tion of the general formulation, corresponding to the image 
system when j = 3 (vertical force). Under this condition 
the mean pressure gradient is not required, and the mobili­
ties matrix which describe the fluid motion in the physical 
and reciprocai spaces, in terms of nondimensional variables 
are calc-.·'ated respectively by 

Mf3s(R) 

+ 

3 À•-.!T• 4 2 -~ ( rrR
2

) ~ Ót3+ 

3rr À•-ªr• - 2 j_ 

2 2 
( rr;.

2 

) R e R3 and 

~À·r~(rrK%À.)8l3-

~ À· 2 r·c Y 2 À)Y13 r 13 27r 11rÍ.J3 \l\3. 

Here i= 1,2,3 and the function e= cos(2rrK13 · Rs)­
cos(2rrK13 ·R;). Note that the mobilities are now purely ge­
ometric quantity that describes particles interactions. Then 
the dimensionless equations governing the motion of the N 
point particles can be written as 

N 

U' L L M;'j(Ra,s, Ra,i) · F 1 

N 

+ ~L'LMiJ(K13 )·F1 e, (8) 
K11 ;=I 

with F 1 = 
9
2

11 
a 2 %; g = (0, O, 1) since the parti eles are free of 

inertia. The equation (8) is the heart of our dynamic sim­
ulation in the absence of fluid and particle inertia. lt is an 
exact description for N point-particles sedimenting within 
the impenetrable box due to the gravity, and interacting 
hydrodynamically. Given an initial distribution of particles 

X(O), the equation d:r' = U; can be integrated in time to 



i' '''. 

.... 

follow the dynamic evolution of the suspension microstruc­
ture. The above eqution represents a mobility problem with 
the hydrodynamic interactions calculated by using pairwise 
additivity in the mobility matrix Mfj and Mi]. 

Results and Discussions. The three-dimensional fluid 
motion is described by the governing equation (6) in a di­
mensionless form. A cut-off parameter Rmm is defined so 
that interactions between particles separated by a distance 
smaller then 2Rmin are excluded so as to avoid the sin­
gularity in calculating the incomplete Gamma functions. 
To accelerate the calculations of Ewald summations and 
thereby obtain a considerable savings in computer time, 
the incomplete gamma functions· were then tabulated for 
the values of v which appear in the solution series (6), 
v = ( -1/2, O, 1/2, 1) , and their calculation required for each 
particle pair interaction were determined by simple linear 
interpolation away these tables. Since we can performe sim­
ulations with different box aspect ratio !J:(= 2,3,4,5), it 
was desirable to investigate the optimum values of the link­
parameter, .À, between the physical and reciprocai spaces. 
Cunha (1994) shows the dependence of the À optimum on the 
aspect ratio H/ L for two suitable number of boxes ( 27 and 
125) . 

An useful test was carried out to investigate the three­
dimensional solution of the fluid motion for each cornpo­
nent ujU., vjU,, wjU, of the equation (6), and to verify 
numerically the behaviour of the imposed periodic bound­
ary conditions of the system. The results are briefly shown 
in Figure 2 (a, b, c, d) . Basically, they give the velocity 
field produced by a point-particle in a plane z = constant 
in the impenetrable box with periodic sides. The velocity 
components ufU, and vjU, appear to be quite symmetric 
(Figure 2 a, b). More important is that in Figure 2c it may 
be clearly observed the back flow effect associated with the 
fact that the isolated spheres must carries with it a flux of 
fluid equivalent to 6rra3 U s . This indicates the existence of 
an excluded volume shell a < r < 2a for the centre of a 
second interacting particle. The periodicity in space of the 
system is shown in Figure 2d for a transversal distance equal 
to 2L. As a first result of time evolution we let down the 
single parti de, free of inertia, to falling from a certain initial 
condition dose to the top, following its motion until the time 
it takes to reach at the impenetrable bottom. The integra­
tion of dXjdt = U, via a fourth arder Runge-Kutta scheme 
providedx the instantaneous position of the partides mo­
tion, with U being evaluated at each time step by rneans of 
the equation (6). The magnitude of the time step l:J.t in the 
Runge Kutta procedure was set up as l:J.t ~ O(ajU,) (that 
is the time taken of a single particle to fali across its own 
radius). The horizontal components of the partide velocity 
were seen to be null , and the vertical component persisted 
constant until the particle gets in the region of influence of 
the image system (the finite effect of the box). At the bot­
tom the partide completely stopped its settling motion (see 
Figure 3) . This information is essential to define a bulk re­
gion of the suspension in which the statistical data analysis 
should produce rneaningful statistics. Thus we holds that 
during the calculation of the transport properties of the sus­
pension the statistical data analysis is evaluated in a region 
of the box where the variations in the individual velocity of 
a reference partide is only due to its interaction with neigh­
bouring. Different numbers of particles (e.g. Nmax = 170) 
were selected to compute the statistics of the suspension 
over 100 independent configurations in which the particles 
were located randomly and independently (with no overlap­
pings) in the box. During these simulations the aspect r ati o 
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Figure 2: The three-dimensional solution of the fluid mo­
tion in the impenetrable box with periodic sides. (a) U 
component, (b) V cornponent, (c) W component and (d) 
the side periodicity of the system. The number of box was 
rnade equal to 125, H/ L= 3, aj L= 0.05, and the singular­
ity was located at Xo = (0.5, 0.5 , 0.25). 

H/ L rernained constant and equal to 3. The parti de concen­
trations were varied throughout the range O S: fjJ S: 3%, and 
three different values of the aspect ratio a/ L(= 0.05, 0.06 
and 0.07) were considered. 

Figure 4 shows a typical result of the computer simu­
lations . The suspension was simulated with aj L = 0.05 
and 114 partides that gives a particle concentration of 2%. 
The distribution of bars on the Figures corresponds to the 
mean values calculated over ali partides in each configura­
tion whereas the horizontal !ines are obtained by averag­
ing over the 100 configurations. The following observations 
should be noted. (i) The horizontal structure factor of the 
suspension having its value pretty dose to the unit indicates 
that the numerical process of locating particles randomly 
and independently in the box produced a well-stirred sus­
pension. The small deviation appears due to the finite size 
of the box in our system. (ii) The values of the relative 
vertical fluctuation in Figue 4(b) is appreciably large, 0(1) 
which is in good agreement with the experiments of Ham 
and Homsy (1988), and with those measurements of fluctu­
ations recently reported by Nicolai et ai. (1995) who found a 
relative fluctuation of 77% of the mean for fjJ = 5%. On the 
other hand this arder of magnitude is substantially less than 

the theoretical prediction, /0/f) = 2.2U,, found by Koch 
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Figure 3: Yelocity of a single sphere settling under gravity 
in the impenetrable box with pariodic side of aspect ratios 
H/ L = 3 and a/ L = 0.05. li denotes the gravity direction. 

and Shaqfeh ( 1991 ). (iii) The r a tio between the vertical and 
the horizontal ftuctuation shown in Figure 4\c) was found to 
be 2.5, that indicates a strong anisotropy in velocity ftuctu­
ations. These results also agree well with the experimental 
measurements dueto Nicolai et ai. (1995) who obtained this 
ratio approximately equal 2, and it is fairly dose to the sarne 
ratio predicted by numerical simulation of Ladd (1993) who 
found 3. The computations are used to examine the aver­
age velocity of t he particles for providing some information 
about the hindered settling behaviour of our system. ln 
Figure 5 the components parallel and perpendicular to the 
gravity direction of the average velocity of the particles were 
made dim ensionless with the Stokes velocity U,. lt is seen a 
good agreement between (Uil)fU, and Batchelor (1972) who 
predicted that for point-particle approximation the slope of 
the curve fitt ing the numerical date should be -5.5</Y. This 
corresponds to the compensating backfow effect of the ftuid 
induced by the set tling of the particles which can be seen 
as a direct effect of the hydrodynamic interactions between 
the particles. Also, the Figure 5 shows that the mean hor­
izontal velocity, (Ul.)fU,, has been found equal to zero in 
ow: simulated system . This indicates that the numerical ex­
periments is not perturbated by any mean horizontal ftow. 
These results were pretty useful to verify the accuracy of 
computing the statistics of the suspension. Typical pictures 
of the sedimentation process obtained with the dynamical 
simulation are displayed in Figure 6. The picture was col­
lected at different times throughout one arbitrary realiza­
tion between the t en ones simulated. Essentially, this Figure 
shows the projections on the vertical plane, xz, of the time 
development of sedimentation for a particles concentration 
of <P(= 5%) corresponding to a number ofparticle N(= 286) 
and the aspect af L = 0.05 and H/ L = 3. The first picture 
of the Figure 6 corresponds to the initial positions of the 
particles in which particles are distributed randomly and 
independently .. Note that it is possible observing a slightly 
spreading of the suspension interface , and clearly the growth 
of the sediment layer on the impenetrable bottom. ln ad­
dition , we also examined the instantaneous trajectories of 
parti eles for differents concentrations <P( = 1%, 2%, 3% and 
5%). Figure 7(a, b) shows the projected trajectories of par­
ticles on the vertical p lane x z. I t is seen that a parti ele 
moves mainly downward in the gravity direction , while si­
mul taneously responding to the lateral ftuctuations caused 
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Figure 4: Numerical simulation results with statistics over 
100 random and independent distribution of particles in 
the impenetrable box. The aspect rations were H f L = 3, 
af L == 0.05 , and the number of particles was equal to 114 
corresponding to a volume concentration of 2%. (a) Hori­
zontal density number ftuctuations; (b) vertical rela tive ve­
locity ftuctuation; (c) ration between the vertical and hori­
zontal velocity ftuctuations. 

by the continuai change in configurations of its neighbour­
ing and resulting hydrodynamic interactions. These results 
provide evidence that the ftuctuating positions behaves as 
it should for a random walk process, justifying the descrip­
tion of particles migration in sedimentation as a hydrody­
namic self-diffusion process. We plan to study ftuctuations 
and hydrodynamic self-diffusion in sedimentation in a future 
publication. We will show that the impenetrable boundary 
considered in the present method is very important of re­
ducing the strong anisotropy of the diffusivities ' to realist 
proportions of the recent experiments reported by Nicolai 
et ai. (1995) . 
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Figure 6: Typical pictures of the dynamical simulations for 
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ABSTRACT 

A particle-laden flow that normally occurs in the metallurgical industry is studied here. The pur­
pose of the work is to investigate in which situation the particles in suspension in a certain waste 
disposal tank can be separated from th.e main flow. The separation process to be analysed here is of 
particular difficult solution b~cause the velocity field is very complex, presenting curvature and tri­
dimensionality. Th.e interaction process between the flow field and th.e particles is also very complex. 
Particles collected on th.e field were experimentally analysed h.aving their size and density been de­
termined through nuclear techniques. Th.e velocity field was simulated by a two-equation differential 
model, the K-epsilon model. Numerical simulations gave predictions of th.e amount of particles sep­
ara.ted in a model separa.tor as well as on the real scale tank. The scaled model was used to calibra.te 
th.e model constants. The project premises were taken from. these numerica.l simulations. 

1. INTRODUCTION 

Many process operations in the metallurgical industry in­
volve systems where mixtures of solids particles and of fiu­
ids are present. Invariably, the existence of solids in sus­
pension is an undesirable feature, so that separation pro­
cesses must be promoted. Unfortunately, if the fiow is in 
a turbulent regime, the construction of a consistent theory 
that can proficiently describe the problem is very difficult. 
The reasons for this are severa!. The interaction process 
between the velocity shear fiow field and the concentrati0n 
field is inadequately understood both from a theoretical and 
an experimental point of view. Indeed, the great hostility 
of particle-laden fiows to the presence of intrusive measure­
ment techniques makes it very difficult to gather informa­
tion for the development of a useful turbulence model. For 
example, only two works (Rashidi et alli(I990), Rogers and 
Eaton( 1991)) are available in literature which present exper­
imental data on particle-laden, fiat plate, turbulent bound­
ary layer fiows. Even so, these works only deal with the 
fiow defect region. This severely hampers, for instance, the 
development of low Reynolds number near wall turbulence 
mo deis. 

The purpose of this work is to study a particle-laden fiow 
that commonly occurs in the metallurgical industry. Our 
ultimate goal is to,assess in which situation the particles in 
suspension can bd separated from the fiow. The separation 
process under analysis here is of pa~ticularly difficult solu­
tion because the velocity field found in the separation cells 
is very complex. Also, a further aggravation for the problem 
analysis is the complex interaction process that takes place 
between the solid particles and the fiow field. As we shall 
see, the properties of the solid particles are not constant in 
time and this really makes the problem very complex. 

The study of the present problem was motivated by the re­
ject tank TQ-4 of the Brazilian Steel Company (CSN). The 
return water from t.he showers used to promote a thermal 
treatment of hot plates was heavily contaminated by par­
ticles, and these had to be separated from the fiow. The 
excess in particles over the admissible concentration was 
reducing the quality of the plates and causing severe main-
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tenance problems. The geometry (see figure 1, next section) 
to be studied here was proposed by the present authors in 
order to maximize the amount of separated particles. 

The working fiow presents tri-dimensionality and fiow cur­
vature and rotation, what makes the mathematical descrip­
tion of the velocity field a very complex problem in its own 
right. Here, to keep the problem within a manageable con­
text, severa! simplifying assumptions will be made, includ­
ing two-dimensionality and stationarity. 

The study will contemplate both the experimental and the 
theoretical aspects of the problem. The experiments were 
carried out in order to disclose the particles characteristics 
and the fiow pattern. The most important experimental 
result is the rate of particle deposition in the separation 
cells. This is the result that will really be used to validate 
the theoretical predictions presented here. 

The solid particles will be investigated through the gamma 
ray attenuation technique . 

To describe the velocity and the concentration fields, two 
approaches are available: the Eulerian approach and the 
Lagrangean approach. For syétems with a large number of 
particles, the former approach is normally preferred. The 
implementation of an Eulerian approach to the problem, 
however, is not trivial. Some basic questions about the na­
ture of the coupling drag term, the damping of turbulence 
by the particles, the kind of the boundary conditions, and 
many others, are far from being answered. 

ln fact, in an accompanying paper (Camozzato and Silva 
Freire(1996)), the authors show how some of these ques­
tions can be addressed. Here, the problem is dea]t through 
a hybrid Eulerian/Lagrangean approach. While the veloc­
ity field is resolved via a two-equation turbulence model, the 
K. - f model, the particle field is resolved via a Lagrangean 
approach. This procedure is licit if the particles are con­
sidered small enough so that they do not interfere with the 
fl.uid motion. This hypothesis, although appearing at first 
to be very restrictive, will be fully justified by an analysis 
of the local Reynolds number of the particles. 

While presenting some difficulties for the prediction of fiows 
near walls, in special in the regions of adverse pressure gra-
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dient ftow , the K - E turbulence model proved to be capable 
of correctly predicting the mean properties of the ftow in the 
separation cells. The paper presents results for the velocity 
field and for the particle deposition rates which are com­
pareci with the experimental data. The particle traject.ories 
are also illustrated here. 

2. FLOW GEOMETRY 

A sketch of the f!uid-particle mixture separation cell pro­
posed here is shown in figure 1. The mixture is introduced 
at the bottom of cell O where it forros two large vortices 
that rise and penetrate in cell 1. The, descending motion 
in this cell ca uses the streamlines to curve passing through 
the gap at the dividing wall. This curvature causes the solid 
parti eles to be thrown outwards ( due to centrifugai forces) 
against the bottom wall where they are collected. Part of 
the particles that enter cell 2 are trapped in the bottom re­
circulation zone remaining there. The remaining particles 
are directed to cell 3 from where they return to cell O. 

CELULA 3 CELULA 2 rei CELULA 1 CELULA O 
,;_L 

Separation Cell Geometry 
Figure 1 

3. EXPERIMENTAL PROCEDURE 

ln the process under study, the nature of the solid particles 
is such that a portion of the surrounding ftuid adheres to 
them completely modifying their features. The added mass 
is composed, in our case, of oil, water and air, which provoke 
a sharp decrease in the specific mass of the parti ele. ln fact , 
the dispersed particles in the water /o ii mixture will tend to 
forro aggregates of quite different sizes and density which 
will have a completely distinct behaviour from the original 
parti eles. 

The characteristics of the particles were here determined 
through the ·gamma-ray attenuation technique. Our ulti­
mate aim would be to build a theory which could faithfully 
reproduce the particle aggregates formation process. Since 
this turns out to be a very difficult task , we will measure 
here the aggregate deposition rate. It is these data that will 
be of great importance for the córrect assessment of the par­
ticle separation process. We emphasize here , however, the 
importance in knowing the particles characteristics so as to 
be able, as just mentioned , of understanding the process 
formation of the aggregates. 
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The particle size distribution of the material under interest 
was determined by examination through nuclear techniques 
of a sedimenting suspension of the parti eles. Hence, the size 
of the parti eles will be expressed here in terms of the settling 
velocity of an equivalent sphere, that is , the diameter of a 
sphere of the sarne density as the particle, having the sarne 
terminal velocity under the sarne condition. 

The particles to be analyzed may be introduced in the ex­
perimental setup as a thin layer on top of a column of clear 
liquid, the two layer technique; or it may be uniformly dis­
persed in the liquid, the homogeneous suspension technique. 
ln the analysis method to be used here , the incremental 
method , changes with time in the concentration or density 
o[ the suspension at known heights are found and from these 
the size distribution is determined. The incremental method 
can therefore be divided into a fixed time and a fixed height 
method. Here the latter will be used. 

The gamma-ray at.tenuation technique was chosen to be 
used here since it provely furnishes good results in the de­
termination of concentration in binary suspensions whose 
different constituents have different attenuation coefficients. 
Besides , this technique has the great advantage of not in­
terfering with the medium under study. 

Consider now a small horizontal element in the suspension 
at a height h. At the beginning of the sedimentation pro­
cess, there exists a certain spatial homogeneity so that the 
particles leaving the element are balanced by the particles 
entering it from above. When the largest particles initially 
present at. the surface of the suspension leave the element 
there will be no similar particles entering to replàce them. 
As a result the concentration of this element will have par­
ticles smaller than D in the suspended phase. 

The velocity and diameter of the falling particles can be 
easily found if we consider that they travei at a terminal 
velocity. Then summoning Stokes hypothesis that in this 
situation the drag on a spherical particle falling in a ftuid 
of infinite extent is due entirely to viscous forces within the 

liquid , and realizing that. this force must exactly balance the 
gravitational field force , we can write 

h- ho 
v=-

t (1) 

Dst = [ l81w ] I / 2 
(p,-p)q , (2) 

where ali symbols have t.heir classical meaning. The sub­
script 8 stands for solid. 

For concentrated suspensions , an empírica! correction due 
to Richardson and Zaki(3) must be considered. ln this case , 

v= 
h- ho 

1.(1 - r:)h, (3) 

where c =smoothed concentration in time, h = 4.65. ln 
the interaction between the gamma-rays and the suspension, 
part of the emitted photons are absorbed. For monoener­
getic beams , the variation in the intensity of the incident 
beam, I o, is related to t.he thickness ( = L) and the densi ty 
( = p) of the suspension through the Lambert equation 



J(E) = Io(E) exp(-rJ(E)pL), 

where 

I(E) = beam intensity after crossing the suspension, 
h = at.tenuation coefficient. of the suspension (cm 2 j q) 

for the considered energy. 

( 4) 

For a binary solid-fluid mixture , 11 and p are related to the 
single component properties through equations 

(5) 

(6) 

With these relations, the Lambert equation can be written 
as 

( 
I(t)) 

ln lo = -L(!LLPL(l- cs) + Jt.p ,cs), (7) 

The above equation gives the concentration of solid particles 
as a function of the attenuation of a gamma-ray monoener­
getic beam. The attenuation coefficient of a chemical com­
pound can be obtained from the coefficients of the severa! 
constituent. elements, though expression 

TJ = LTJiWi, 

i=l 

n =number of constituents, 
w; =weight fraction of constituent i, 

hi = mass attenuation coetficient of i. 

(8) 

The particle characteristics were obtained from a sample of 
40 kg of solid material received from the Brazilian National 
Steel Company (CSN). The material had the appearance 
of black mud , clearly revealing the presence of organic sub­
st.ance. 

To analyse the particles, the following procedure was used: 

1) 500 grams of solid material was separated and laid in a 
lOOOml Erlenmeyer, 

2) 280 grams of a solvent was added to the above material, 

3) the resulting mixture was filtered, washed and dried at a 
temperature of 200°C during 24 hours. 

ln the end , a mass of 360 grams of pure solid particles was 
obtained. The density of the solid particles , determined 
through the picometer method , was 

Ps = 4.10lq jcm:J. 

To apply the gamma-ray attenuation technique, a source of 
Am 241 (Eg=60KeV) was chosen. The mixture was made 
with vaseline, so as to avoid the formation of rust flakes. 

The volume of the Stokes cell was 790ml; its height 36.5cm. 
The mass of particles used corresponded to 1% of the cell 
volume , giving a set at a height of 5.5cm. 

The granulometric distribution of parti eles is shown in figure 
2. 
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A visualisation of the flow was obtained with bubbles and 
dyers. The general flow pattern is shown in figure 3. Five 
recirculation zones were observed in cells 1 and 2. These 
must be matched by the numerical calculations. 

General Flow Pattern 
Figure 3 

To measure the amount of particle trapped in each of the 
four cells, the following procedure was adopted. Seventy 
grams of particles were released at the dividing line between 
cells O and 1. After two hours, the flow was stopped and the 
water drained. The particles were then collected and dried. 
The results are shown in Table 1. 

Table 1 Experimental deposi t ion of particles 

Cell O 
Cell 1 
Cell 2 
Cell 3 

. Summation 

Weiqht(q) %o ffilter ed %oftotal 

2.067 4.643 2.929 
29.996 67.384 42.5!'1 
8.326 18.704 11.500 
4.126 9.269 5.848 

44.515 100.0 63.088 

Row two of table 1 shows that only 63% of the total mass 
particle was separated by the system after a run of two 
hours. Furthermore , the results show that 67% of the total 
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separated mass was separated in celi 1. This results , again , 
must be reproduced by the numerical calculations. 

4. NUMERICAL SIMULATION 

As mentioned in the introduction, the velocity field will be 
described through a two equation differential model, t he 
K. - E model. Here , a standard K.- f formulation was chosen . 
T he numerical difficulties were then reduced to the imple­
mentation of the fiow geometry and the coupling with the 
concentrat ion field. 

T he motion equations for a two-dimensional , incompress­
ible , t urbulent fiow can be written as (9),(10) 

0 11.; =o, 
âx; 

(9) 

âu; âu.i 1 â [ 1- 1 [ Ô11.; ÔUJ ] ] - + Uj-_ - = --- -pU.;U· - P S;j + 1/ - + - . ' 
Dt ÔX j p ÔX j 1 ÔXj âx, 

(10) 

where, x 1 p.nd x2 are the longitudina l and transversal coor­
dinates, 11.1 and 11.2 are the mean velocities, u; and u. ~ the 
velocity fi uctuations , p and p the fiuid density a nd pressure , 
and v the molecular viscosi ty. 

ln t he standard K. - € model , t he t urbulent quantities are 
related to the mean velocity field through the eddy viscosity 
concept which reads [11] 

1- 1 [ ÔU.; ÔUj ] 2 
-puiuj = PVt Ôxj + âx ; - 3/)ijK, (11) 

with K =turbulent kinetic energy, S;j =Kronecker delta, 
Vt=eddy viscosity. 

The eddy viscosity, Vt, depends on the local turbulence 
structure, being cha racterised by parameters K. and f ( = 
dissipation rate per mass unit ). Parameter f is the specific 
amount of turbulent kinet ic energy K. tra nsformed into in­
ternal energy of t he fluid . 

The eddy viscosity is , given by 

K.2 
1/t = c,.,--; ' 

where cmu is an empirical constant. 

(12) 

The behaviour of the turbulence parameters, K and f over 
the flow is given by (13) and (14) 

â K. â [ vt âK.] D [ Vt ÔK.l -+- UjK.--- +- 11.2K.--- =Pk-f, (13) 
ât a x (T" ax ây (T" ây 

af o [ 1/t af J a [ 1/t âf J f -+- U !f-- - +- 11.2 €--- = - (cd PK - Câf) , 
ât ax (T' âx ây (T ' ây K. 

(1 4) 

The terms on the left side of t he above equat ions give the 
temporal and convective change of K a nd of L Pk and f 
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are, of course , the production a nd destruction rates. Pk is 
defined by (15) 

PK = l/t[2(Ô1J.t)
2
+, (ÔU-2)2 

+ ( 01J. j + 811.2)
2
], 

â x Dy Dx ây 
(15) 

The constants in equat. ions (13) a nd (14) a re determined 
experimentally. Typical values are c, 1 = 1.44, c, 2 = 1.92 , 

a"= l.Ü, CT, = 1. 3. 

The standard K - f model does not apply to low Reynolds 
number fiow regions, and hence also not. to t he viscous near 
wall region. The solution in this layer is represented in terms 
of a logarithmic function with t.he form 

u 1 I yu.,. A 
-=.- n--+ , 
11..,. I'· 1/ 

(16) 

The Von K arman const.an t k and const.ant. A assume the 
values 0.4 and 5.0 respectively. The frict.ion velocity v.,. is 
given by 

& 
71-,. = v p . (17) 

The value of K. at t he first. grid element is obtained from the 
K.-balance for a control volume adjacent to the wall , with 
convective and diffusive transport through t he wall set zero. 
The local equilibrium condit.ion result.s in 

K.w = 
2 

Ur 

yi(Ç. 

The value of f at t.he first grid point is then given by 

fw = c l /4 u; 
I' -­

K.Jh , 

(18) 

(19) 

where 1Jc=distance from the wall to t he first grid point. 

The geometry and fiow conditions for t he present study are 
exactly those described in section two. The numerical so­
lution procedure uses a conservative finite-volume method 

in primitive variables t hat was developed for CAST (Com­
puter Aided Simulation of Turbulence, Peric and Scheuerer 
(1989)). This program is similar in structure to other exist­
ing fiui d fiow pred iction schemes like T EAC H and TEAM . 
It. differs from these cedes in t he co-located variable arra nge­
ment, the discret ization scheme , t.he solution algorithms for 
the linear equation systems ass ign from discretization , and 
in the pressure-velocity compiling which is adapted to the 
co- located variable storage. 

An extensive modification of the original code was made 
here so that results could be obtained for our geometry. 
Modifications included prima rily the possibility of working 
with multiple walls in the interior of the domain 

A numerical grid consisting of 40x50 contrai volumes was 
used for the calculations. Figure 4 shows the calculated 
velocity vectors. P lease compare these result with the ob­
served streamlines. Note the dose agreement of the p redict 
separation zones with the experimental dat a. 
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When a solid particle is accelerated or decelerated during 
its mot.ion in a ftuid, t.he governing equation can be written 
as (20) 

The first term on the right.-hand side is the buoyancy term; 
the second t.erm which always opposes the direction of mo­
tion is the drag force. The third term accounts for the fact. 
that not only the particle has to be accelerated but also a 
portion of the surrounding ftuid that adheres to the parti­
ele surface. The value of the constant Ca is normally taken 
in literat.ure to be 0.5. The last. term is referred to as the 
history effect term. This t.erm allows for the dependence of 
the instantaneous drag on the local ftow conditions around 
the particle to be taken into account.. The classical value of 
eh is 0.6. 

ln many practical sit.uations the acceleration effects may 
safely be neglected. This is clearly not the case here. ln our 
case the particles move in a turbulent ftów field so that, in 
principie, ali terms in equation (20) should be considered. 

ln these preliminary study of the phenomenon we focused 
on the first two terms of the right-hand side. ln general, 
the drag force exerted by the ftuid over the particle will 
depend on the turbulence levei and on the particle Reynolds 
number. 

For a spherical particle, t.he drag coefficient, cd, has been 
experiment.ally det.ermined as a function of t.he particle 
Reynolds number defined by 

(21) 
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ln our working range Rp < 2 so t.hat we may write 

24 
fw=Cd=-. 

Rp 
(22) 

For nonspherical particles a correction factor is applied to 
(22). 

To characterize the aggregates that will form when a certain 
amount of particles/oil mixture is thrown into the water, an 
statistical approach was taken. As such, the particle size dis­
tribution was considered to follow a gaussian distribution . 

A numerical integration of equation (20) was then carried 
out to find the particles paths. The particles were released 
on the t.op of cell 1, at the indicated positions. The density 
of the aggregates was considered to be 166kgjma 

The results are presented in Fig. 5. According to the nu­
merical simulation the deposition rate per cell was : 

Table 2 Deposition rate per cell 

Cell Weight depo$ition 

Cell 1 40.6 58% 
Cell 2 25.2 36% 

non-retainded particles 4.2 6% 

This predictions are not too far from the experimental data 
of section 3, in particular, in what concerns cell 1. The Jack 
of the last two terms on the right-hand side of equation (20) 
in the calculations has, however, clearly been missed. 

0.00 0.10 0.20 

Particles Trajectories 
Figure 5 
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5. CONCLUSION 

A prototype was built where experiments on a particular 
type of particle separator could be performed. The experi­
ments confirm the impression that most of the material will 
be retained in cell 1, yielding quantitative values for the 
particle deposition rates. A detailed analysis of the parti­
eles was also made here, giving specific information about 
their mass and size distribution. 

Preliminary results concerning the numerical simulation of a 
solid-liquid mixture separation process were also given here. 
The approach uses a r;. - f turbulence model to describe the 
ftow field and a Lagrangian formulation for the particle field. 
Despite the simplicity of the approach, useful predictions 
were achieved which give a good idea on the separator's 
performance. 

Any more sophisticate approach would have to incorporate 
a much better model on the interaction process between the 
velocity shear ftow field and the concentration field and t.his 
is clearly out of the scop~ of the present work. 

For the engineering results desired here the compromise be­
tween simplicity and accuracy was certainly obtained. 
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SUMMARY 

Theoretícal extensions of Batchelor's ren01·malízation to lhe variance of the sedimenta tíon velocity 
show that the variance diverges as the number of particles in the suspension is allowed to increase 
without limit. ln non-Browniah systems there can still fluctuations in the velocity of the particle due 
to the cons tantly changing configurations of neighbouring particles. This randomly fluctuating particle 
velocity has a long tim e behaviour characteris tic of a diffusion process which we cal/ hydrodynamic self­
dispersion. We shotp some computer símulatíons of this which reproduced the experimental correlatíon 
time and anisotropy. 

INTRODUCTION 

The origin, significance and interpretation for overcom­
ing the convergence difficulties with calculating the sedi­
mentation velocity in a random monodisperse dilute sus­
pension are now well understood after Batchelor (1972) and 
Hinch (1977). A dramatic illustration of the convergence 
problem in such suspension is , however , formed by the di­
vergence of the variance (U'2 ) (the simplest measure of the 
parti ele velocity ftuctuations) of the sedimentation veloc­
ity. This paradoxical situation was first noticed by Caftish 
and Luke (1985), who showed that Batchelor's renormaliza­
tion does not resolve the divergence difficulties associated 
with calculating the variance of the sedimentation veloc­
ity. They found that the variance of the particle velocity in 
a monodisperse suspension of spheres whose the positions 
were randornly distributed with uniforrn probability would 
depend on the linear dirnension e of the container, i.e. the 
variance would be O(U,cplfa). A scaling analysis based on 
arguments of buoyancy-driven convection in sedirnentation 
was proposed by Hinch (1988). The scalings confirrned the 
result predicted by Caftish and Luke (1985). 

Experimental works have also been carried out to investi­
gaLe ftuctuations and self-dispersion in sedimentation. Ham 
and Hornsy (1988) carried out experirnents on a randorn sus­
pension for values of particle concentration ranging 2.5% to 
10% under creeping ftow condition. The self-dispersion coef­
ficient parallel to gravity was seen to increase from ~ 2aUs 
at cjJ = 25% to ~ ~aU, at cjJ = 5%. The rnost recent ex­
periments in sedimentation were carried out by Nicolai et 
ai. (1995) and Nicolai and Guazzelli (1995), who have also 
investigated the problem of velocity ftuctuations and self­
induced hydrodynamic dispersion in a monodisperse sed­
imenting suspension of non-Brownian spheres under con­
dition of low Reynolds number and particle concentration 
in the interval cjJ = 5% :=::; cjJ :=::; 40%. The measurernents 
of these experiments estimated velocity ftuctuations larger 
than those of Ham and Hornsy (1988) (between 75% and 
170% of the mean), however still smaller than the theoret­
ical predictions of Koch and Shaqfeh (1991) who suggested 

~ = 2.2U, . More surprisingly the lat ter experirnents 
has suggested that particle velocity ftuctu?.tions and hydro­
dynarnic self-dispersion coefficients did not depend on the 
container dirnension, as the inner width of the vessel varied 
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by a factor of four. 
Finally, we should mention the related phenomenon of 

shear-induced hydrodynamic diffusion for which diffusivities 
in sheared monodisperse suspensions of spheres have been 
determined experimentally ( e.g. Leighton and Acrivos 1987) 
and theoretically (e.g. Cunha and Hinch 1996). Davis (1996) 
summarizes the key findings and areas of discussion at a re­
cent lUTAM symposium on hydrodynamic diffusion of sus­
pended particles in sedimenting and shearing suspensions. 
The sedimentation problem addressed in the present article 
concerns ftuctuations and dispersion as particles sediment. 
T he important issue that we shall look at here is to see 
whether the particles remain randomly and independently 
positioned as they fali. Thus we shall observe how the po­
sitions of the spheres evolve in a box with impenetrable 
bottorn and top and periodic sides. 

ANALYSIS 

For rigid spherical particles of radius a sedirnenting in 
a incornpressible Newtonian ftuid of dynamic shear viscos­
ity fJ and density p 1, since the inertial effects of the ftuid 
are negligible and the time scale are large compareci to the 
viscous relaxation time (a2 /v), the appropriate equations 
of the ftuid motion in the usual Eulerian description of an 
inertial frarne are the pseudo-steady Stokes equations 

and \7. u =o, 

where u and p are the velocity and the pressure field. The 
above equations valid within the ftuid, are supplemented 
by a non-slip boundary condition on the surface of each 
particle a = 1,2, . .. ,N, u = Ua + Oa X (x- Xa) on 
I X - X a I· Here U a and O a are repectively the veloc­
ity and the angular velocity of the sphere a with radius a 

and at center x 0 (t). ln a dilute suspension of sediment­
ing particles the condition for the Stokes equation to be 
valid is Re ~a/e", where e" is the length scale characteris­
tic of the interaction range (i.e. the mean interparticle dis­
tance). With e*~ O(n- 113

) ~ O(acp- 113
) such as occurs in 

sedimentation, the particle Reynolds number must satisfies 
Re = PJ au, ~ cjJ-S. ln addition, we consider the limit case 

I' 
where Péclet nurnber is high which corresponds to a suspen-
. f B . . J p aU 67rya2u '-'- 1 swn o non- rowman partJc es, e = 4§"' = kT ' // , 
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where D is the ordinary diffusivity of a very dilute dispersion 
of independent spheres of radius a as first derived by Ein­
stein. The above condition holds the hydrodynamic forces 
dominates Brownian motion in determining the suspension 
microstructure. 

Owing to the long range of the velocity disturbance in a 
dilute sedimenting suspension the interest is in particle in­
teractions at separation that are large compared with par­
ticle radius. We consider then the simplest levei of approxi­
mating the hydrodynamic , a point-force approximation with 
fiuid velocity governed by 

-1-1\i'
2u + \i'p =L fó(x- Xa) and V · u =O. 

a 

Thus , with an error O(<PY in the sedimentation velocity of. 
the particles, we have neglected the finite size of the spheres, 
looking the suspension as an distribution of point forces. 
Here ó(x- Xa ) denotes Dirac 's delta function , and f a is the 
hydrodynamic force exerted on the particle a by the fiuid . 
ln the absence of particle inertia, f = trra3 él.pg, which is 
just the net force of gravity with the buoyancy removed . 

Consider now N point-particles settling in a periodic box 
of dimensions e X e X x 2h. Let x; denote the position of the 
particle i . Suppose an externa! force f; is exerted on the par­
ticle i and let u; be its translation velocity. ln particular, we 
are interested in a solution in which ali components of the 
velocity field ( u, v, w) are periodic in x and y with period 
e, the horizontal components u, v periodic in z with period 
h, but the vertical component w satisfying an impenetra­
ble bottom and top condition of vanishing vertical velocity. 
Then we add an image system into the problem of solving 
Stokes fiow in a wholly periodic box in order to obtain the 
complete solution of the new problem of sedimenting parti­
eles in an impenetrable box with periodic sides . The element 
needed to compute the motion of the particles taking into 
account the hydrodynamic interactions betwten them is the 
following equa tion (Cunha 1994) 

N 

u' = LLMfj (ra,s ,fa,,) . f} 

" 
N 

+ ~L::' L Mi](k13 ). r1e. (1) 
k,., j=l 

This equation consists of two lattice sums; one in thé real 
space over lattice vector !' a and the other into the recipwcal 
space over lattice vector k 13 . The relative position vectors 
are defined as ra, s = [(x ; - x1 - x a), (y ; - y1 - Ya) , (z; -
z1 - za)] for the source and f a ,i = [( x;- x1 - X a), (y; - y1 -

Ya ), (z; + Zj - za )] for the image. The coupling between the 
particle velocities and forces , the grand mobilities matrix 
Mp s and M rs , are both N X N matrix of 3 X 3 blocks which 
describe long range or far-field interaction b etween the par­
ticles in the physical and reciprocai space respectively. The 
expression to calculate the elements of the mobilities matrix 
Mft, Mí:t and e are defined in Cunha (1994) respectively 
as being 

Mf' = { Gu(ra,s) + Gu(ra,,)- 2Gfj(ra ) 
J G,

1 
(ra ,s)- G,1 (ra,,) 

if j = 1, 2, 
if j = 3 

e = { cos(2rrk13 · r s) + cos(2rrk13 · r ; ) - 2 cos(2rrk13 . x) , 
cos(21!"k13 · r,)- cos (2rrki3 ·r;) 

Here GP• (r) and Gr' (k) are the periodic Green's functions 
associated with the physical and reciprocai spases respec-
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tively 

GP•(r) .1. • (rrr2) c,.x- 2r_! T I+ 

-;; . (7r7'2 ) + 2rrC1.X 2r! T rr 

G rs (k13 ) = C 1 [2-Xf~(rrk~.X)I- 2rr.X2 f~(rrk~.X)k13k13], 

where c, = 1/8rrp, r~(y) is the incomplete gamma function 
and À is the important link parameter between the physical 
and reciprocai spaces . The tensor I denotes the unit second­
rank tensor (exex + eyey + e zez). 

We shall work with dim ensionless variables by consider­
ing that a, U. (i .e . the Stokes sedimentation velocity for 
an isolated particle) and 6rrpaU, represent respectively the 
characteristic reference s::ales of length, velocity and force . 
The dimensionless parameter having a relevant significance 
is the volume fraction of parti eles <P( = trra3 -/h;) which is a 
nondimensional measure of concentration. 

GENERAL ASPECTOS OF THE SIMULATIONS 

Initial Distribution. Some information is needed to start­
ing wi t h the computation of particles ' t rajectory in the sim­
ulation. Here the simulation ali started at time=O with the 
particles located randomly and independently within the 
impenetrable box. This kind of configuration was generated 
by the hypothetical process of choosing the positions of the 
parti eles centres one by one at random in !'J = e2 h, obeying 
to the rule that the centre of one sphere cannot b e located, 
however , within an excluded volume shell a < r < 2a of any 
other sphere. This proccss is equivalent to exclude the con­
figurations for which overlappings of spheres occurs, with 
ali allowed configurations having equa l probability. 

Statistical Analysis. Ali statistical calculations were per­
formed over a significant number of particles to obtain an 
ensemble average over 100 independent configurations in 
the first stage of computer simulations (i.e. the studies at 
tim e=O) as well as over 10 realizations in studying the time 
evolution of the sedimentation process at the second stage 
of the computer simula tion. We observe that even the two 
types of averagés being different in developing the two stages 
of the calculations, they produced pretty dose values of the 
sedimentation velocity, horizontal density ftuctuations and 
velocity fiuctua tions corresponding to the beginning of the 
simulat ion. 

The statistics routine in our program included calcula­
tions of the horizontal density fiuctuation , sedimentation 
velocity and its variances parallel and perpendicular to the 
gravity direction, the velocity auto-correlation fun ctions, 
the hydrodynamic self-diffusivities and correlation times. 
The expressions used to obtain these macroscopic propert ies 
are described in following this subsection. 

Density Number Fluctuation The determination of the 
structure factor of the suspension is the simpler way of ob­
taining the density number ftuctuation. lt is defined as be­
mg 

F(k,t)= ~/f:e2rrik[xj (t)-xk(t)j) · 
\ ],k 

We were principally interested in looking at Fourier com­
ponent corresponding to the box wave number k 
2rr(1/l, 1/C, 1/h) rather than particle-particle separation. 



Sedirnentation Velocity. The sedirnentation velocity is 
given by the average velocity of the particles in the sus­
pension defined by 

Velocity Fluctuations. The fluctuations in velocity of an 
individual particle in the suspension U'j(t) = Uj(t)- U1 (t), 
is a me.~ -··-a nf the deviation of the parti de velocity frorn 
the rnean velocity C!1 calculated over ali particles in the con­

figuration 1/ N 2::::
1 

Uj(t) or at each time step in dynarnical 
sirnulation. Hence, we can defined the varianres of the sed­
irnentation velocity as 

Norrnalized Velocity Auto-Cor:-'lation Function. The 
norrnalized velocity fluctuations auto-cor<elation functions 
C1 were calculated in our sirnulations through the follo.wing 
express10n 

(U' 1 (0)U' 1 (t)) 

J(U'](O) )(U'J ( t)) 

Self-Diffusivity. The self-dispersion coefficients were cal­
culated in terrns of the velocity auto-correlation function in 
the following rnanner 

and the corresponding correlation times can be estirnated 
by the relation 

te = !.!.J_ ( u2) 
1 aUs 1 . 

Here the angle brackets denote a surn over ali particles, and 
an average over ali configurations or realizations (i.e. an 
a ver age over time in the dynarnic sirnulation). 

RESULTS AND DISCUSSIONS 

ln this section we present the results of the nurnerical 
sirnulations and, whenever possible, compare thern with the 
experimental data, theoretical works and other recent nu­
rnerical investigations. 

Results Based on Statistics over 100 Configurations. 
Different nurnbers of particles (e.g. Nmax = 170) were se­
lected to compute the statistics of the suspension over 100 
independent configurations in which the particles were lo­
cated randornly and independently in the box according to 
the above description. During the sirnulations the aspect ra­
tio h/ f. rernained constant and equal to 3. The parti de con­
centrations were varied throughout the range O :::; 4> :::; 3%, 
and three different values of the aspect r a tio aj f.( = 0.05, 0.06 
and 0.07) were considered. The rnain goal in this stage of 
the cornputer sirnulations was investigating the type of de­
pendence of the velocity fluctuations on the box pararneter 
rf>Lfa as just starting the sedirnentation process. 

Microstructural changes, that is the variations in the rel­
ative arrangernents of the particles, are arnong the rnost irn­
portant and interesting features of the sedirnentation pro­
cess. The distribution of neighbouring particles around a 
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reference particle can be characterized by the structure fac­
tor of the suspension defined above. We found the horizontal 
density nurnber fluctuation corresponding to the box wave 
nurnber k.J., as a function of the nurnber of particles. Fig­
ure 1 shows results of the statistics calculations of F.J.(k,O) 
which were obtained by averaging over 100 initial randorn 
and independent configuration sirnulated. lt is seen that the 
horizontal structure factor rneasured by the cornputer sirnu­
lations is essentially independent of the imrnber of particles 
exhibiting just a srnali degree of scatter around the unit 
which we attribute to the effect of the finite size of the box. 
ln particular, the dirnensionless horizontal density fluctua­
tion is found to be just VN statistical density fluctuations 
in agreernent with the predicted by the scaling analysis of 
Hinch (1988). 

~ 
:::: 
o o'L=0.05 >+-< ..... o'L=0.06 >&-< .... 1.8 o'L=0.07 >*--< 

~ 
::l 1.6 .... 
(.) 

:l 1.4 ...... 
~ 
>-. 1.2 

.... ,,... 
~ VJ 

:::: I 

• ~ 0.8 I .. o 
...... 0.6 

~ .... 
:::: 0.4 

o 
N 0.2 ,,... 
:.... 
o 

:r: 2() 40 60 80 100 120 140 160 180 

Number of Particles, N 

Figure 1: Dirnensionless horizontal density fluctuation ob­
tained over 100 randorn and independent configurations as 
a function of the nurnber of particles. 

ln order to verify whether the observed scaling U'"' rj>f.ja 
also occurs in the cornputer sirnulations, the quantities 
(U'~) and (U'fl) were evaluated and then plotted versus 
the box pararneter rj>f.ja in Figure 2 (a, b) respectively. lt 
is seen that since the data plotted lie through enough the 
origin the results suggest that the velocity fluctuations rnay 
be described as depending linearly on the size of the set­
tling box if the particles were distributed uniforrnly randorn 
within the nurnerical box. Again the scatter of points ap­
pear to be associated with the finite size effect of the irn­
penetrable box. The rnost striking aspect of thP cornputer 
sirnulations was have shown that the variances in the set­
tling velocity depends upon the linear size of the box, with 
variance increasing linearly with increasing the size of the 
box. With these nurnerical experirnents we were able to find 
the sarne scaling for the velocity fluctuations first suggested 
by Caflish and Luke (1985) and Hinch (1988). 

Time Evolution . We start the cornputation of particles' 
rnotion by randornly distributing a nurnber of N particles 
in the irnpenetrable and periodic sides box. At this stage 
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Figure 2: Dimensionless variances of the mean settling ve­
locity of the particles as a function of the box parameter 
4>Lfa. (a) The variance perpendicular to the gravity and 
(b) the variance parallel to the gravity. 

of the simulations the particle dispersion statistics was ob­
tained o ver a significant number of realisations ( e .g. 10) 
which showed to produce meaningful statistics. The vol­
ume concentrations of the particles were in the range of 
dilute suspension 1 O :::; 4> :S: 5%, and different number of 
particles were simulated. From Nmin = 25 (for afi'. = 0.06, 
h/1'. = 3 corresponding to 4> = 1%) to a maximum value of 
286 particles which was used for simulating the suspension 
with 4> = 5% (a/1'. f 0.05 and h/1'. = 3). Usually, 100 time 
steps yielding a dirnensionless time of 0.04 were used , and 
most of simulations were run with the aspect ratio h/i'.= 3. 
At a give time step the velocities were found by solving the 
equation (1), and new particle positions were provided using 
a fourth order Runge-Kutta algorithm. 

Figure 3 shows the time evolution of the horizontal den­
sity fluctuations for different conditions of the simulated sys­
tem. Here each curve was obtained by averaging over 10 
independent realizations. Sometimes the number of realisa­
tions was &cresed with increasing the number of particles 
in arder to save computer time. lt is seen, that the ini­
tial density fluctuations did not go way in time, indicating 
that convection does not decrease density fiuctuations . This 
shows that systematic change in the microstructure of the 
suspension is absent, except, as expected, some oscillations 
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of small amplitude due to statistical noise. 

z 
........ 

c:: 
o ..... 
~ 
B 
() 

::l 
fi: 
;;.... .... ..... 
rJl 
c:: 
~ 

Cl 
c; .... 

c:: o 
N ..... 
~ o 

::c 

1.8.-------..-------..-------,-------, 

1.6 

1.4 

1.2 

att=O.OS, N;::56, Concentration=l"o o 
a~~.~o .o5. N~114 , Concentra1ion~2% • 
ai\.~.06. N~66. Concentration~2'l'. a 

ai\.~0.05, N~172 , Concentration~3'1. • 
all=0.06, N= 166, Conceotralion::o-5% • 

11-aooooa o oo o o n o 0 

a o o 

• • t • ... .. 0.8 . 
• !•!se 

o o a o 

I : $ 

0 aa Doo D 

• o . .. o • 

0.6 ~ .. .. .. .. A 

6 

li. "+A+ ' + E .t..+ 6 + .. .f6.. i. .. • .. + + + +- + ~ ! • 
++t A AAá& 6Af1&'1"6. 

•• I 

0.4 
. .. 

0.1 

o L---------L---------~--------~--------~ o 5 10 15 20 

Dimensionless Time, Us tI a 

Figure 3: Results of the computer simulations for the time 
development of the dimensionless horizontal density number 
fluctuation at different condi tions of the simulated system 
with the aspect t·atio h/i'.= 3. 

Apart from this, Figure 4 (a, b) shows that the large 
velocity variances, both parallel and perpendicular to the 
gravity direction, do not decay in time . The particles in­
stead of to adopt configurations which would lead to fi­
ni te variances in the sedimentation speed appear to remain 
nearly to the sarne initial structure (i. e. randomly positioned 
and independently), and so with velocity f!uctuations re­
maining proportional to 4>l/a, as the particles fali, in a 
length scale substantially large (:::::: 20a). T he results in­
dicate that these computer simulations were strongly dom­
inated by convective motions occurring in a relatively large 
settling distance ( 1'. :::::: 20a) on the length scale of the numer­
ical box. These convective currents being developed slowly 
in a time scale tconvective"' lfUÍI , with U' "' (U) appear to 
have no sufficient time of producing uniform density in hor­
izontal before some parti eles re.ached on the bottom ( that 
is, the time scale of the compu ter simulations). 

T he computer simulations predicted fiuctuations growing 
with the size of the box , while the experiments measured 
flu ctuations that are independent of the size of box. One 
way for the theory and experiments to differ is for the po­
sitions of the particles not be independently random. As 
the experiments are reproductable and the stirring is dif­
ferent each lime, one possibility is that the initial dis tribu­
tion e volves some form of fiuctuations not like 4>1'./ a. The 
difference they see are within the confidence limits. Our 
theoretical expectations are outside the confidence limits of 
the experiments. The open question that we leave herc is 
what is the difference between placing the particles initially 
at random in the computer simulations and stirring the sus­
pension in laboratory? 

The !ong-time behaviour of the f!uctuations in sedimenta­
tion speed has appeared to be a self-hydrodynamic disper­
sion process as the result of the viscous hydrodynamic inter­
actions between the particles in the suspension. The Figures 
5 (a, b) compares numerical and experimental (Nicolai et 
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Figure 4: Results of the compu ter· simulat. ions for the time 
development of the dimensionless variances, bot.h perpen­
dicular t.o gravity and par aliei to p;mvit.y (h) for difkn·nt. 
conditions of t.he simulated syst.em wit.h the aspect. rat.io 
h/l = 3. 

ai. 1995) time devclopment of t.he nonualized velocity fluc­
tuation auto-correlation functions. It. is seen a good agree­
ment. The simulations and experiments both indicat.e that 
these functions dec<ty in time as <t single exponcntial t.owar·d 
zero , indicating that particle velocity becornes tot.ally uncor­
related after long time. ln ali cases of t.he present s imula­
tions it is observed some oscillations around zero of the auto­
correlation functions associated with statistical noise. The 
results suggest a conelation t.im e as being approximat.ely 
the time to fali through ::::> 20 part.iclf" radius which is pret.t.y 
dose to the one of Nicolai el ai. ( l 9~H) measmement. at. G% 
in particle concentration. 

A complement.ary reAult conespondinjl; t.n t.he hydmd,v­
namic eliffusiviti cs bot.h par aliei a nd perpendicular t.o t h e 
gravity direction is displayed in Figure 6. The numerical 
simulation here determined values of t.he Dn ::::> 2aU, which 
is slightly smaller than those reported by exper·iment.s. The 
experiments b y Ham and Hc msy ( 1988) f.)und this coeffi­
cient increasing from 2aU, at 4> = 2.5% to 6aU, at 5%, 
and the recent experiments of Nicolai et ai. (1 994) reported 
the sarne self-diffusivity as being 5aU,. One possible ex­
planation for ,this dífference is that the comparison with 
experiments must be made with t.he understanding t.hat. t.he 
v<tlues of om· diffusivit.ics depend '"' sizc· of t.IJC• hox sinn· 
Lhey were calculnted as lhe integral of the vdoc:i ly ;ul.ocor­
relation functions. The laboratory experiment.s are at. dilut.e 
limit (1> = 5%), but. they also have a box ahout. 100 times 
the partide diameter, which is ob.viously irrrpossihle to ropy 
duc t.o t.hc limit.ccl si7.c of om· syst.c·m in simulat.inl!, laq!;<T 
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Fip;urP fi: Norrnalizc•d velocit.y fluct.uat.ion aut.o-corrclat.inn 
h111d.ions p;u·alld ;uul pc·q,..ndinolar !.o t.J,.. v;ravit.y din ·c:­
tion. (a) Corrrpnt.er sirrrnlat.ions for h/ f. = 3, cojf = 0.05 , 
N = 1 H =? 1> = 2% anel (b) Compu ter si mulations for 
h/l = :3, ajf = O.OS, N = 172 =} 1> = :3%. The crror bars 
rcpresent. experimental clat.a frorn Nicolai ct ai. ( 1995) with 
1> = 5%, h/ f = 4, hjw = 10 and wja ::::> 100. The dashed 
!ines indicates the uncertainly range of the present compu ter 
si mulations. 

!lllrrrlwr of part.icJc.s. 

An int.er·est.ing fiucling wit.h the prc•senl. sionulat.ions was 
the const.ant anisot.ropy in velocit.y flud.uat.ious, sclf diffu­
~ivit . ie~ and c·m·o·<'lat.ion t.inocR lwing inclcpcnrlc·nl . of t.loe lmx 
sizc pararrret.cr ,Pf / rt ( scc Figure 7 (a, h ) ) . The result.s 
show a strong aniso t.ropy of the diffusion process but in re­
alistic proport.ion as t he experiment.s (Nicolai et ai. 1995) . 
I I. is seen that t.he amount. of a nisot.mpy in velocity fluctu­
ations agrees well with results of num erical simulations by 
Ladd {1993) and with the recent. theory of Koch (1994) both 

having found ~/ y'(U'~) ::::> 3. Ilowever the results of 

Ladd and J<och with r·espcct. to t.he rat.io of diffusivities anel 
conelat.ion t.imes wcre much different. of t.he experiment.s 
aoul t.ll<' pn·so·oot. s ionubt.ion . VI/c · h;tvc• found l>u/ /) 1_ ::::> lO 

thmughout. ali conoput.at.ions and Nicolai d. ai. (l99S) cx­
pcriment.s an 5, whilc t.hey suggcst.ed an O( 100). This largc 
disl'repancy Ci\11 hc just.ilicd hy t.he filei. tha t. in Ladd's mo­
mcrical simulat.ions ancl 1\och 's t.heory hot.h nht.ained a Vl'r~· 

bo·l!.'' anisnl.ropy i11 o·ondat.ion" t.in1<· ~ 'l in !'ollt.rast. wit .h 
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the one that has been shown by us and Nicolai et ai. (1995) 
measurements, i.e. tu /h >::::: 2. Essentially, his theory pre­
dicted that the large difference in t.he ratio of correlat.ion 
times arises from the imposed periodic boundary in the ver­
tical direction in cubic box numerical simulat.ion (h/f = 1) . 
ln this point we believe that our impenetrable box do play 
a vital role in simulating a sediment.at.ion process. Physi­
cally, large fluctuations in the vertical velocit.y that increases. 
with the size of the box are due to large horizontal density 
fluctuations, just JFi statistical Auctuations. When a pe­
riodic bottom is considered the heavy part of t.he suspen­
sion falis indefinitely preserving the density excess. On the 
other hand if it imposed an impenetrable box, then there 
must be a convection current down on the heavy side , along 
the bottom, up the light side and cross the top. At a long 
time this convection decrease density fluctuations, and so 
reduces the correlation time , and increases horizontal fluc­
tuations in velocity, producing the more r·ealist.ic a mount of 
anisotropy observed here. We plan, in a future publication, 
to study the effect of particle inert.ia on t.he Auctuations anel 
self-diffusivities in sedimentation, and the microstruct.ure 
changes when considering initial distribut.ions of part.icles 
with a density stratification in the gravity diredion. 
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SUMÁRIO 

Utilizando dados experimentais obtidos através da jluidização de particulas esféricas e iiTegulares 
foram obtidas con-elações para previsão da velocidade de queda de sólidos em fluidos não m~tonianos. Este 
tipo de experimento é considerado representativo do fenômeno do transporte de sólidos resultantes da 
peifi~ração de poços, permitindo a avaliação de efeitos de parede e população. 

INTRODUÇÃO 
(2) 

(3) 

Um aspecto importante na engenharia de perfuração de 
poços de petróleo é a garantia da remoção, do !lindo do poço até 
a supertlcic, dos sólidos gerados pela broca. Este transporte é 
leito pelo t1uido de perfuração, nonnalmcntc de características 
não Nc\vtonianas que escoa na região anular poço - coluna de 
perturação. Uma etapa fundamental para a compreensão do 
fenômeno é a quantificação da velocidade de queda das 
partículas no tluido. Este tema vem sendo estudado há bastante 
tempo, através de duas estratégia distintas de experimentação: a 
sedimentação e a 11uidizaçãn. Estes experimentos objctivam o 
levantamento de correlações que possan1 prever o transporte de 
sólidos cm poços verticais, ou que sirvam como dados de 
entrada para modelos mccanicistas que descrevam o fenômeno 
para poços horizontais e de alta inclinação, onde há a tendência 
à deposição de um leito de sólidos na parte inferior do anular 
(Martins e Santana, 1990). 

Para a queda de uma partícula esférica rígida em um 11uido 
não Newtoniano, existem diversas correlações de diversos 
autores. Porém, cada autor ajusta um detenninado modelo 
reológico que melhor caracteriza o comportamento do 11uido. 
Isso traz alguns inconvenientes quando se quer iàzcr un1a análise 
comparativa entre as mesmas. Dedegil (1987), com uma 
definição mais interessante para o número de Reynolds, chega a 
uma correlação que se ajusta a qualquer modelo reológico, 
inclusive o modelo Newtoniano: 

O presente estudo, baseado em um criterioso estudo de 
análise dimensional (Martins et ai., 1994 ), visa quantificar a 
velocidade de queda de partículas de IC.mna irregular cm 
soluções poliméricas, considerando-se efeitos de concentração e 
de parede. Para tal foi realizado uma série de experimentos de 
tluidização visando reproduzir as fases finais da pertitração de 
um poço de petróleo, onde a questão do transporte de cascalhos 
é crítica. 

ASPECTOS TEÓRICOS 

Velocidade de Queda de Partículas Esiericas cm um Meio 
Infinito. As técnicas de sedimentação vêm sendo empregadas 
como alternativas simples de medidas de velocidades de queda 
de partículas cm lluidos. Basicamente, o sistema particulado 
mais investigado toi o de wna esfera rígida cm um 11uido 
Nc\\toniano' Khan e Richardson ( 1987) apresentaram a seguinte 
equação para a previsão do coeficiente de arraste C0 com un1a 
incerteza média menor do que 5% na tàixa de 10 2 < R c < 3 x 105

: 

3.45 

Cu= (2,25Re-031 +0,36Rc0
•
06

) 

onde: 

{I) 
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24 
Cu=-- , para Rc* < 8 

R e. 

22 
C 0 = --+0,25 , para 8 < Re* < 150 

R e. 

C 0 = 0,4 , paraRe*> 150 

Redefinindo o C o e o número de Reynolds para: 

v~ Pr 
Rc.=-­

r 

onde: 

. v.1J 
y=-

dp 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(lO) 
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Porém, na maioria das aplicações de interesse, as partículas 
não apresentam forma esférica, possuindo formatos irregulares. 
Uma torma bastante usual e interessante de. se representar essa 
irregularidade é através da esfericidade (ljl): 

superficie da esfera de mésmo volume que a particula 
fll = (li) 

superficie da partícula 

Chien ( 1994) conseguiu correlacionar, para a faixa de 
escoan1ento turbulento e laminar, o coeficiente de arraste, o 
número de Reynold..<; e a estericidade. O que já se torna bastante 
apropriado para os nossos propósitos. Em seu recente trabalho 
observamos a seguinte correlação: 

cn = ( 2Q.1 + 67,289 
~ Re) es.o3o"' , para 0,2 ::; ljl ::; 1 ,O (12) 

Velocidade de Queda de Partículas Esféricas em um Meio 
Coniinado. Richardson e Zaki ( 1954) realizaram vários 
experimentos de f1uidização com partículas esfericas, !1uidos 
Newionianos e geometria cilíndrica, chegando a resultados bem 
detinidos. Um dos resultados importantes foi a relação entre a 
velocidade intersticial do fluido (v) e a porosidade do leito (c): 

V n 
-= C (13) 
V,n 

Como Richardson e Zaki ( 19 54) trabalharam com diâmetros de 
partículas bastante pequenos com reiação ao diâmetro do 
cilindro, isto é, efeitos de parede desprezíveis, quando se taz. 
c ~ I , obtem-se que a velocidade intersticial do fluido se iguala 
a velocidade de queda de uma partícula no meio infinito. 

Laruccia ( 1990) realizou experimentos de fluidização por 
tluidos não Newtonianos de partículas irregulares em geometria 
tubular. 

Sá ( 1990 ), trabalhando com partículas esféricas, fluidos nã0-
Newtonianos e geometria anular, e utilizando o conceito do 
diâmetro hidráulico advindo da aproximação da tenda plana, 
também chegou à mesma forma de relação entre a velocidade 
intersticial do tluido (v) e a porosidade do leito (1:): 

v 5 -= e ( 14) 
VW 

Nos experimentos de Sá ( 1990), os diâmetros de partículas não 
eram desprezíveis com relação ao diâmetro hidráulico da região 
anular e, portanto, havia manifestação do efeito de parede. 
Quando se faz a porosidade tender à unidade, obtem-se que a 
velocidade intersticial do fluido se iguala a velocidade de queda 
de tm1a partícula na região anular considerando o eleito de 
parede (vw). 

Uma tonna bastante conveniente de se expressar esta 
velocidade é correlacionando-a com a velocidade de queda da 
mesma partícula em um meio intinito: 

F
. v - w w ---

v, 
(15) 
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Através de análise dimensional , Sá ( 1990) correlacionou o 
tàtor Fw com os seguintes números adimensionais relevantes: 

dp 
nl = Dh 

n2 = Rew = f1V~ 
rw 

I\= 0,816(De - Di) 

!\ correlação encontrada foi a seguinte: 

( )

1).2 1' 
. d p 01' 1 

f:<w = I - 0.264 - Re _.: ·· , para I < Rew < 20 
[)h 

( 16) 

( 17) 

(18) 

( 19) 

Teixeira e Frota ( 1995) também observaran1 o efeito de 
parede para partículas estericas em t1uidos Newtonianos c não 
Newtonianos. 

Efeito de População. Richardson e Zaki ( 1954) com os 
mesmos experimentos citados anteriorn1ente, chegaram a 
correlações entre o expoente "n" da Eq. ( 13), obtido através do 
cálculo da tangente no grálico log(v) versus log(c), e os mesmos, 
números adimensionais relevantes, para diferentes faixas qc 
número de Reynolds: 

n - ( 4.35+ 17,5 ~~)Re-0•0-' , para 0 ,2 < Rc < I (20) 

n " ( 4,45+ 18 ~;)Re-0• 1 , para I< Re < 200 (21) 

n = 4.45Re-0
•
1

, para 200 < Re < 500 (22) 

Sá ( 1990) chegou a uma correlação similar também com os 
seus experimentos já citados em geometria anular: 

( 4.07 +3.96~J Re~·2 11 , para I < Ro.:w < 20 (23) 
\)h 

ESTUDO EXPERIMENTAL 

O presente estudo tem por objetivo a obtenção da velocidade 
de queda de partículas de forn1ato irregular, mas estcricidade 
conhecida, considerando o eleito de parede da geometria anular 
e o efeito da população de partículas em fluitios não 
Newtonianos , através de correlação entro.: os parâmetros fisicos 
da partícula,' parâmetros reológicos do fluido e geometria de 
escoamento. Esse trabalho estendo.: o estudo anterior de Sá 
( 1990) onde toram utilizadas partículas estericas, além de 
ampliar a titixa do número de Re)1lolds generalizado 

1\ técnica de fluidização foi escolhida por ser considerada 
mais representativa do fenômeno o.:m estudo, uma vez que 



permite a detenninação dos efeitos de parede e população. Além 
disso, esta técnica apresenta um grau de repetibilidade bastante 
adequado . 

A Unidade de Fluidização. O experimento de lluidização é 
constituído por duas scções de testes com ammjos geométricos 
distintos, visando simular a perfuração de làscs de 8,5 pol (2,2 x 
10·l m) C 12,25 pol (3 ,1 X JO.J m) respectivamente, COm COlunas 
de perfuração de 5 pol ( 1,3 X 10"1 m). Cada urna das scçõcs de 
testes é composta de dois tubos de acrílico concêntricos de 1 ,5 m 
de comprimento verticalmente dispostos. A perfeita 
centralização do tubo interno em relação ao externo é l~ita com 
discos de acrílico de 2 x 1 o·2 m de espessura colocados nas 
extremidades inferior c superior dos tubos. O disco inferior 
apresenta orificios uniformemente distribuídos, de modo a 
homogeneizar o escoamento do lluido durante o experimento. 1\ 
tigura I mostra de fomm esquemática a seção de testes. A 
unidade de tluidização opera acoplada ao Laboratório de 
Simulação Física montado no Centro de Pesquisas da 
PETROBRÁS que conta com sistemas de preparo c bombeio de 
t1uidos, instrumentação adequada c sistema de aquisição de 
dados. 

Figura I - Esquema da Unidade de Fluidização 

Matriz de Testes. Foram realizados 57 testes para as 
seguintes condições: 

• tluidos : água c soluções poliméricas de goma Xantana cm 
três concentrações distintas~ 

• partículas: estcras de vidro c partículas de areia de fonnato 
irregular, representando os diâmetros de 0,25 pol (6,4 x 
10·3 m) c 0,5 pol ( 1,3 x I (f2 m) para cada uma das 
geometrias de poço simuladas. 
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Procedimento de Testes. 

• coloca-se uma massa conhecida de partículas no interior da 
unidade; mede-se a altura inicial do leito; 

• awnenta-sc lentamente a vazão até ter início a tluidização 
do leito. Registra-se a veloódade de tluidização calculada 
a partir da vazão registrada; 

• incrementa-se, a partir deste ponto, a vazão em intervalos 
pré - definidos. Para cada vazão, registra-se a altura do 
leito fluidizado; 

• quando o leito estiver demasiadamente expandido, 
registrando grandes variações na leitura da altura, encérra­
se o teste. 

ANÁLISE DE RESULTADOS 

Velocidade de Oucda de Partículas em um Meio lntinito. A 
partir da detinição de Dedegil ( 1987) para o coeficiente de 
arraste c para o número de Reynolds generalizado, dos 
resultados experimentais em Dedcgil ( 1987), Valentik e 
Whitmore (1965), Hottovy e Sylvester (1979), Walker e Maves 
(1975 ), e Hopkin (1967), e utilizando o ml!lodo das assíntotas de 
Clmrchill (I 983 ), chegamos a wna expressüo bastante 
interessante que correlaciona o coeficiente de arraste 
modificado, o número de Reynolds generalit,ado c a esfericidade 
(Fig. 2) 

, para 0,4 s: \lf s: 1 ,O 

m '' 0.9779- 0.15571f/ 

100000 ,..-------------------, 

10000 

1000 

c.Jtoo 

lO 

+ Dados 

---esf~ 1.0 

---~r o.& 

----- -esf = 0.6 

o +-~~~r-~~~~~~~~~~~ 

(24) 

(25) 

I.E-03 l.E-01 l.E+O I l.E+03 LEI OS 
Reynolds 

Figura 2 - Intluência da esfericidade no coeficiente de arraste 

Velocidade de Queda de Partículas em Geometria Anular. 
Através dos experimentos na unidade de lluidização, medindo a 
velocidade intersticial do t1uido c a altura correspondente do 
leito expandido, observamos curvas com a tendência eXpressa na 
Eq. ( 14). A extrapolação das curvas seguintes para a porosidade 
de valor unitário nos dá a velocidade de queda da determinada 
partícula com o efeito das paredes do anular "vw''. O coeficiente 
angular "s" da reta formada em wordenadas hi-logaritmicas da 
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velocidade intersticial do t1uido versus a porosidade do leito 
expandido nos dá a idéia do eleito de população. 

As figs. 3 e 4 ilustram a int1uência do diâmetro da partícula 
na velocidade de queda de partículas irregulares c esféricas 
respectivamente. As partículas de maior diâmetro, devido às 
suas maiores massas, apresentam maior velocidade de queda sob 
mesmas condições. 
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'V .g 
·;:; 
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> 
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+dp 0,624 cm 

O dp = 0,304 ~m 
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Figura 3 - Intluência de dp na velocidade de queda de partículas 
irregulares (l.jl = 0,9) 
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Figura 4 - lntluência de dp na velocidade de queda de partículas 
esféricas 

A fig. 5 mostra a ocorrência do efeito de parede através da 
comparação da velocidade de queda da mesma partícula em um 
dado t1uido em geometrias diferentes. Observa-se que há um 
maior retardo na velocidade de queda para um menor diâmetro 
hidráulico, demonstrando a importância do efeito de parede no 
transporte de cascalhos durante a perfuração de poços de 
petróleo. 

As figs. 6 e 7 mostram a influência da rcologia do fluido na 
velocidade de queda de partículas irregulares e esféricas 
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respectivamente. Nota-se que o aumento da 'viscosidade do 
tluido retarda a velocidade de queda de partículas. Tal eleito foi 
mais pronunciado nas partículas de formato irregular do que nas 
partículas esféricas. 

100 
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o 
~ 10 
.g 
g 
~ 

o 

+Dh - 3.67cm 

0Dh · 5J4cm 

Porosidade 

f+ 
ó(+-fT 
+ 

Figura 5 - Quantificação do eleito de parede na velocidade de 
queda de partículas irregulares. 
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Figura 7 - lnlluência da viscosidade do tluido na velocidade de 
queda de partículas esféricas. 

Através da extrapolação da velocidade de queda de urna 
dada partícula "'vw" de acordo com o gráfico das figuras 3 a 7 c 
do cálculo da velocidade de queda da mesma partícula em um 
meio infinito, isto é, sem efeitos de parede, através da eq. (24 ), 
conseguimos urna correlação entre o tator de correção para o 
efeito de parede e os níuneros adimensionais relevantes: 

( 

d ]0.690 
F w = ~ w = I - 0,800 -

0
P Re~042 

, para I < Rew < 3500 (26) 
\ ·:tl h 

A l~g . 8 mostra a correlação entre o "Fw'' experimental c o 
calculado pela eq. (26). O erro médio encontrado loi de 12%. 
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:.J 0,4 
" l..l.. 

0,2 

o 
() 0,2 0,4 0,6 0,8 

Fw experimental 

Figura 8 - Grau de adequação da cq . (26) aos resultados 
experimentais 

Tratando o eleito de população "s'', voltamos a correlacionar 
os cocticientes angulares das ctrrvas obtidas em gráficos do tipo 
da figura 3 com os grupamentos adimensionais relevantes ao 
fenômeno . ;\ correlação segue abaixo: 
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s = (3.44 + 2,66 ~PJ Re~·082 , para I < Rew < 3500 
h· 

(27) 

A lig. 9 mostra a correlação entre o ·'s" experimental c o 
calculado pela eq. (27). O erro médio encontrado foi de 13%. 
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Figura 9 - Grau de adequação da cq. (27) aos resultados 
experimentais 

CONCLUSÕES 

• Foi analisado o fenômeno da velocidade de queda de 
partículas irregulares e esféricas em tluidos não 
Nev.1.onianos através da técnica de tluidização. Tal 
técnica mostrou-se precisa c adequada para os objetivos 
do presente trabalho; 

• Os efeitos de parede c população na velocidade de queda 
de partículas são signilicativos para a ampla faixa de 
variáveis estudada. Conseqüentemente, a avaliação de 
transporte de cascalhos em poços de petróleo deve ser 
feita através de equações que contemplem tais efeitos; 

• Foram disponibilizadas correlações empíricas de tãcil 
uso baseadas nos dados experimentais obtidos neste 
estudo. 

NOMENCLATURA 

C o = coeficiente de arraste; 
I)= diâmetro do tubo cilíndrico~ 
De = diàmetro externo da unidade de iluidização; 
Di = diàmetro interno da unidade ele tluidização; 
f)j, = diâmetro hidráulico; 
dp = dü1metro da partícula; 
F w = tator de correção para o efeito de parede; 
g = aceleração ela gravidade~ 
m =expoente assintótico de Churchill; 
n = coeficiente angular da reta no gráfico log v versus log ~:; 
Re = número de Rc)'nolds~ 
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Rew = número de Re)nolds considerando o efeito de parede; 
Re. = número de Reynolds generalizado; 
s = coeficiente angular da reta no gráfico Jog v versus log c; 
v = velocidade intersticial do fluido; 
Vw =velocidade de queda de uma partícula considerando o eleito 

de parede; 
V,c = velocidade de queda da partícula em um meio infinito; 
c = porosidade do leito 11uidizado: 
y = taxa de cisalhamento do tluidQ; 
11 =' viscosidade do lluido: 
!! 1 =primeiro númcro adimensionaL 
nl = segtmdo número adimensional; 
r r = dcnsidade do fluido; 
pP = densidade da partícula: 
-r = tensão de cisalhamento do 11uido; 
'to = limitc de t:scoamento do Jluido; 
'tw = t.:nsão de cisalhamento com o eleito de parede; 
'V =esfericidade da partícula. 
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ABSTRACT 

Using experimental data obtaincd from spherical particles 
and non spherical sandstonc particlcs in a tluidization unit in 
annular geometry, correlations are developed in ordcr to cvaluate 
thc partidc concentration etlcct on particle settling vclocity 
("hindering e!l'ect" ) in non-Newtonian t1uids. This kind of 
experiment is thought to bc rcprcscntativc of actual situations 
once thc unit rcproduces dynamically a cuttings transpor! 
environmcnt. Another approach addopted in this rcscarch is lhe 
rctarding c!Tect in the particlc scttling vclocity caused by the 
armulus wall. known as ·'wall ctTect". 

Experimental data werc obtained for tour ditlerent tluids, 
cight particlc diamctcrs and two annular gaps. Measurcments of 
lluidized bed hcights wcrc recordcd tor cach t1uid llow rate 
tested. Plots of tluid velocity against t1uidizcd hcd porosity are· 
preset.lted. Correlations for particle settling velocity, as timctions 
of severa! dimensional analysis parameters, werc establishcd 
using a non linear regression technique. 
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RESUMO 

Foi estudada a variação da concentração de hematita nos estratos originados no processo de separação de 
misturas grassas de hematita e quartzo com 10, 20, 30 e 50% em peso de hematita, na faixa granulométrica 
de -841 fJ111 + 595 fJ111 (-20 + 28 malhas Tyler), submetidas a dois tipos de fluidização gasosa: contínua e 
intermitente, com 30 pulsos por minuto. O perfil de concentração axial durante a separação das misturas foi 
realizado utilizando a técnica de atenuação de raios gama. Os resultados mostraram que a jluidização 
intermitente permite obter uma separação mais eficiente que a contínua. 

INTRODUÇÃO 

A teoria existente sobre o estudo da separação e da 
concentração de minérios em jigue permite concluir que durante 
a jigagem acontece uma seqüência de dois processos: no 
primeiro, a estratificação em camadas com densidades e 
tamanhos definidos e, no segundo, a separação dos estratos. 

Existe apreciável quantidade de trabalhos experimentais 
sobre a segregação em sistemas fluidizados gás-sólido. Alguns 
destes sistemas contendo dois tipos de partículas (misturas 
binárias) foram estudados por diversos pesquisadores, tais como 
Rowe e Nienov (1976). Estes autores, estudando sistemas 
fluidizados onde existia diferença nos tamanhos e nas 
densidades das partículas, concluíram que quando existe 
diferença de densidade entre as partículas, a segregação é 
favorecida com maior intensidade do que quando existe 
diferença de tamanhos. Outros autores, como Hoffrnann et al. 
(1993) e Garcia-Ochoa et al.(l993) confirmam esta conclusão. 

No presente trabalho foi estudada a concentração de 
hematita nos estratos originados no processo de separação de 
misturas grossas de hematita e quartzo de densidades diferentes 
com dois tipos de fluidização gasosa: a contínua e a intermitente, 
com 30 pulsos por minuto. 

N é a percentagem em peso de hematita em um 
determinado estrato; 

a é o coeficiente de crescimento da concentração de 
hematita em um determinado estrato; e 

b é o coeficiente de aglomeração. 
A solução da Eq.(l) é dada pela Eq.(2): 

onde: 

N*= a/b; e 
N =No quando t =O. 

A Eq. (2) também pode ser escrita na seguinte forma: 

(2) 

(3) 

FUNDAMENTOS Para o caso em que N* = 1, e denominando U =N/ N*, Uo =No, 
a Eq.(3) pode ser transformada como segue: 

A variação da concentração de hematita em relação ao 
tempo de fluidização nos estratos formados no processo de 
separação da hematita a partir de misturas de hematita e quartzo 
por fluidização gasosa contínua e intermitente pode ser 
representada pela Eq.( 1) apresentada abaixo, como foi mostrado 
por Banks ( 1973) para o fenômeno de crescimento: 

onde: 

dN 

dt 
(l) 
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u 
(4) 
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MATERIAIS E MÉTODOS 

Neste trabalho, para a determinação das concentrações de 
hematita e quartzo foi utilizado o método de atenuação dos raios 
gama, desta forma foi necessário determinar experimentalmente a 
curva de calibração a ser utilizado no método acima. Na 
calibração foram utilizadas misturas de hematita e quartzo com 
concentrações de hematita preestabelecidas. Esta técnica consiste 
de um feixe colimado e monoenergético de radiação gama de urna 
fonte de amerício 241 , que emite um fóton de energia 
correspondente a 60 KeV. Como resultado deste procedimento, 
foi possível obter a curva de calibração representada pela Eq. (5), 

Cm= UH .}()0"/o = a0 +b. Ln( ~(E) 1 
R;(E)) 

Cm= 1.38096+ 14.0062. Ln(~(E) 1 
R;( E)) 

(5 ) 

onde o valor de ~(E) (taxa de contagem) foi obtido com o leito 
fixo contendo somente quartzo, isto é, a concentração de hematita 
igual a zero na determinação de ~(E) . Portanto, o valor de 

~(E) (Í constante e R;(E) corresponde a urna dada 

concentração CHi de hematita e aH é a fração de hematita numa 
dada amostra do estrato. 

Para levantar o perfil de concentação axial durante o 
processo de separação das partículas de hematita e quartzo foi 
instalado um sistema de medição constituído dos sequintes 
componentes: urna fonte radioativa (Am 241 ), um leito 
fluidizado, um detector de cintilação (Nai(Tl)) contendo 
aparelhagem eletrônica associada, conforme mostrado na figura 
l. 

7 1 6"~ "".:; · 
4 1--- ~r-:~~:r--, ·· , .. , 

~:::..: .. : ~~- ~.: ~~ 
:- ~ ~ : ·o· • . : : Q 

-------i 

Figura 1 - Representação esquemática do equipamento 
experimentaL 

1) Alimentação de ar. 
2) Medidor de vazão (rotâmetro). 
3) Válvula reguladora de vazão. 
4) Válvula solenóide. 
5) Distribuidor do leito. 
6) O leito fluidizado. 
7) Fonte radiativa (americio 241) 
e blindagem. 
8) Blindagem do detector. 

(8.1) Detector de cintilação 
(Nai[Tl]). 
(8.2) Base do detector. 
9) Fonte de alta tensão. 
I O) Amplificador. 
ll) Discriminador. 
12) Contador ou registrador. 
13) Analisador multicanal. 
14) Microcomputador. 
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No sistema descrito na figura I, misturas de hematita e 
quartzo com teôres de 10, 20, 30 e 50% em peso de hematita na 
faixa granulométrica de -841 J.Uil +595 J.UI1 ( -20 + 28 malhas 
Tyler) foram submetidas a dois tipos de fluidização gasosa: 
fluidização contínua e fluidização intermitente com 30 pulsos 
por minutos, utilizando urna coluna de acrilico de 5 cm de 
diâmetro e 50 cm de altura. Este procedimento foi realizado 
após intervalos de fluidização, isto é, o sistema era fluidizado 
durante 2 a 5 minutos, em seguida a fluidização era 
interrompida e, com o leito fixo, levantava-se então o perfil de 
concentração da hematita com o feixe de raios gama. Após este 
procedimento, o sistema era novamente fluidizado durante 2 a 5 
minutos e levantava-se de novo o perfil de concentração de 
hematita com feixe de raios gama, e assim sucessivamente até a 
completa segregação da mistura. A velocidade de mínima 
fluidização utilizada foi 1780 cm/min para a tllixa de -841 J.UI1 
+595 J.Uil ( -20 +28 malhas Tyler). 

RESUL T AOOS E DISCUSSÃO 

As figuras 2(a, b, c e d) e 3(a, b, c e d) mostram os 
resultados experimentais obtidos para a faixa granulométrica 
utilizada nas fluidizações contínua e intermitente das misturas 
de hematita e quartzo. 

A tabela I apresenta os valores dos coeficientes a, N" das 
Eqs.(3 e 4) para as diferentes condições de operação. Nas 
figuras 2 e 3 (a,b,c e d) pode ser visto que a formação de um 
estrato com altura (H) de 5mm se completa em 
aproximadamente 15 minutos. Para a formação de um estrato 
com 15 milímetros de altura, no entanto, há a necessidade de 
fluidizar em tomo de 25 minutos. 

Para a granulometria estudada, a fluidização intermitente 
apresenta maior taxa de crescimento de concentração de 
hematita, ~'!Ildo possível atingir concentrações da ordem de 
l 00% quando a concentração da hematita não é maior que 20%. 

As Eqs. (3) e (4) representam adequadamente o processo 
de estratificação nas condições estudadas. 

A técnica da atenuação dos raios gama mostrou ser uma 
ferramenta adequada para a determinação do perfil de 
concentração das partículas ao longo do leito. Por ser um método 
não destrutivo, sua precisão e eficiência são muito maiores que as 
dos métodos convencionais utilizados. 

CONCLUSÃO 

Um estrato com altura de 5 mm e teor de I 00% de 
hematita se completa em 15 minutos na fluidização intermitente 
de misturas de hematita e quartzo com granulometria -841 J.Uil + 
595 J.Uil ( -20 + 28 malhas Tyler). Para se obter estratos com 
idênticas caracteristicas e com altura de 15 milímetros há 
necessidade de um tempo de fluidização em tomo ' de 25 
minutos. 

Para a granulometria estudada, a fluidização intermitente 
apresenta maior taxa de crescimento da concentração de 
hematita. 

As Eqs. (3) e (4) representam adequadamente o processo 
de estratificação por fluidização contínua e intermitente nas 
condições estudadas no presente trabalho. 
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Figura 2. Variação da concentração de hematita em fllllção do tempo nos ensaios de tluidização contínua e intermitente realizados com 
misturas de hematita e quartzo com: (a) 10% de hematita, (b) 20% de hematita, (c) 30% de hematita e (d) 50% de hematita em peso. 
Granulometria ( -20, +28 malhas Tyler) e 5mm de altura do leito. 
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Figura 3. Variação da concentração de hernatita em fllllção do tempo nos ensaios de fluidização contínua e intennitente realizados com 
misturas de hernatita e quartzo com: (a) lO% de hematita, (b) 20% de'hernatita, (c) 30% de hernatita e (d) 50% de hematita em peso. 
Granulometria (-20, +28 malhas Tyler) e 15 mm de altura do leito. 
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Tabela 1 -Valores das constantes da equação 3 para a 
tluidização contínua e intermitente 

H f 

FLUIDIZAÇÃO mm % a N• 

lO ~,2956 0,66 
20 ~,2956 0,69 

5 30 ~,2956 0,73 

CONlÍNUA 
50 f.o ,2956 0,92 

10 f.o ,206 0,80 
15 20 ~,206 0,71 

30 ~,206 0,75 
50 f.o ,206 0,75 

10 0,842( 0,76 
20 ~,842( 1,00 

5 30 ~,842( 1,00 

jiNTERMITENfE 50 ~,842( 1,00 

10 f.o,284 ~ 0,70 
15 20 ~,284 1,00 

30 ~,284 1,00 
50 f.o ,284. 1,00 

SIMBOLOGIA 

R(E) Taxa de contagem do feixe de radiação gama após 

atravessar um meio fisico, contagem por wridade de 
tempo[CPSJ [T"1]; 

~ (E) Taxa de contagem do feixe de radiação gama antes 

de atravessar um meio fisico, contagem por wridade 
de tempo[CPS] [T-1]; 

X Espessura do meio [L]; 
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a 

b 
N" 

Fração volumétrica de hematita; 

Densidade do quartzo [ML-3]; 
Densidade da hematita [ML-3]; 
Percentagem em peso de hematita em um 
determinado estrato; 
Coeficiente de crescimento da concentração de 
hematita em um determinado estrato [T1

] ; 

Coeficiente de aglomeração [T1
]; e 

a/b. 
H Altura do estrato [L]; 
f Porcentagem de hematita da mistura. 
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SUMMARY 

The rate of hematite segregation by continuous and 
intennittent gas íluidization of beds containing hematite and 
quartz ll11/l.tures with lO, 20, 30, and 50% ofhematite, with sizes 
-84l1JII1 + 5951JII1 (-20 +28 Tyler mesh) were studied. The axial 
hematite concentration profile was determined using a gama ray 
attenuation technique. The results shown that the intermittent 
gas fluidization is better than continuous gas íluidization. 
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SUMMARY 
lhe inv:scid flow of a11 i11compressib/e fluid inside the conical pari of an industrial cyclone is considered. 
lhe problem JS treated with spherical coordi11ates am/ ii is reduced lo a partia/ di./Jerelltia/ equation for the 
Jtream fu11clio11 . J11e usual appro:cimatio11 of slow radial variation is applied and suitable hypotheses, on lhe 
total head a1ui azJmuthal velocitjl circulation functional depmdence with the stream fullction, are introduced. 
This al/ows to obtain radial and azimuthal ve!ocity profi/es free from singularities. even without an ai r core. 
Sue h profiles depmd 011 fK'o parameters re!<=ied to the geometry of the cyclo11e a1ul to the the value of the 
ma:cimum stream ai a g1ven rodius. 

INTRODUCTION 

Industrial conical cyclones are \\idely used for different 
pwposcs, such as chcmical or mineral scparation and dr}ing . 
They consist essentially of a cylindrical section wilh a central 
tubc, lhe fmdcr, co!Ulccted to a conical section wilh a 
discharge tube (sce fig. I). An inlet tube is attached to lhe top 
scction of lhe cylinder in such a way that lhe fluid enters 
tangentially lhe cyclone, swirling do\\nwards wil,hin lhe cone 
and exiting through lhe fmdcr . 

Fig. 1 - Schematic view of a cyclone t~ether with ilulication 
the sphencal coordinate JySiem to be used. 

Severa! works have been devoted to modelling lhe flow 
inside lhe cyclone (Bioor and lngham, 1973, 1984, 1987; 
Davidson, 1988a, 1988b; Hsich and Rajarnani 1988, 1991; 
H""ang et ai, 1993; Malhotra, et ai . 1994), where anal)1ical 
and numcrical trcatments have been presented togelher \\lth 
some experimental data . Simpler models assume lhe flow as 
inviscid (Bloor and lngham, 1973, 1984, 1987; Davidson, 
1988; Hwlmg et ai, 1993) and lhe resulting flow partem 
a1ways presents singularities at lhe S)mmet.ry axis of lhe 
conical section if an air core is not allowed. Such unphysical 
charactcristic is due to tl1c free , or almm:t free , vortcx 

1393 

assumption for swirl velocity. Usually, such physical troubles 
are ascribed to lhe absence of viscosity (both ne\\1onian or 
turbulent ) in lhe model equations, and indeed when this is 
taken into account, in numerical studies, singularities 
disappear and better agreement wilh experimental data is 
achicved (Davidson, 1988b; Hsieh and Rajamani, 1988, 1991; 
Malhotra et ai., 1994 ). ln lhe present work it is shown lhat 
evcn wilh an inviscid model, singularities can be eliminated 
and flow pattem strongly resembling lhe experimental data 
can be obtained. The analysis is restricted to lhe conical 
scction of industrial cyclones whitout an air core and without 
Wlderflow for simplicity. The tluid will be assumed inviscid 
and lhe flow \\ill be repres~:nted in term of a stream function 
as usual. Since for stationary inviscid flow \\ith axisymmet.ry 
lhe total head and lhe azimulhal velocity circulation are 
functions oflhe stream function only, attention \\111 be paid to 
lhe hypolhescs to be madc on lhcse two quantities in order to 
eliminate singularities at lhe symmet.ry axis. 1besc hypolheses 
make lhe partia) differential equation for lhe stream function 
a non-linear one, in such a way that when lhe usual 
assumption of slow variation along lhe corúcal section is 
made, it reduces to an ordinary non-linear differential equation 
\\ ilh two parameters. 

MO DEI. EQUA TIONS 

Spherical coordinates r, O, + wilh lhe origin at lhe apex 
of lhe conical scction will be used ( see fig. I) and lhe flow of 
an incompressible and inviscid fluid inside lhe cone will be 
considered. Assuming lhe flow stationary and axisymmetric 
around O = O, it is possible to express lhe divergence free 
velocity of lhe tluid as: 

V'l' X ê. v=---
27t r sinO 

+ _r_ê.-'--
2u sinO 

{I) 

where 'P(r, O) is a stream function and f(r, O) is lhe azimuthal 
velocity circulation. ln absence of viscosity lhe momentum 
balance equation implies f(r,O) = f('P) and, P/p+V2/2 = H('P) 
where P and p are lhe pressure and density of lhe fluid and H 
is lhe total head function. llten, lhe stationary equitibrium 
equations can be reduced to a single scalar partial differential 
equation for 'P : 



&. 

à1'fl :.1n0 ri I à'l' 
--t-------
iJr2 r2 DHsinO ciO 

J ll 

d 'I' 2 

- .tn2 rl sin20 ~I! 
d'!' 

(2) 

Since the angh: of the conical wall is typically Vt."l)' small 
( 5 to 7 degrccs ) it follo\\S O << I and sinO :::O Moreovcr, 
the small inclination of the conical wall suggests that 'f' should 
s)O\\ ly vary along r, in such a way that if1'l'l iJ r should bc 
\'Cf\ small \\hen compared with othcr tcrms in Eq (2) 1111d 1t 
mav bc neglcded (Ulis last assumption wJII bc better 
quantJficd a postenori ). With thcse assumptions Eq. (2) 
s1mpht\ to· 

21 'I' I ê"l' 

co2 -u- co 
1'2 dll 2 _!__ 2 4,.1-- r 
2 _ 4 lt r tr d'l' d'l' (3) 

At this pomt some hypothcses on li and I are nccessary. 
Prcvious hypothcses done m oUtt."fS works (Bloor and lngham, 
1973, 1984, 1987, Davtdwn, 1988a. ll\\ang ct ai , 1993) lun•e 
n:sultcd not apropnatcd smce thcy gavc singularJIJcs lor tl1e 
llo\\ at thc ax1s of sinlffielr) Smce 11('1') and I ('I') must bc 
physically acet.-ptable ewn wht."'l 'I' vanishcs, Taylor seric" 
cxpansions in 'I' should bc acet.-ptahle. Mort.'OVCT, since ncar 
thc axis of simmclr) 'I' should bc proport10nal to O 1 in ordcr 
to maintain fimtc the radial vclocity and r(r sinOr 1 should 
vanish hno.:ary with O in ordt.-r to giVC thc fluid rolating at mos1 
as a rigid body, the first tmn in the Taylor expansions of 11 
should bc a constant (oc'l,o) !lere, 11 will bc assmned H = 
constant = I k and . 

l
·l l 2 =rt'l''(l + ____Q_!) 

3 
(4) 

where a and ~ are also constants. 
Introducing a OC\\ variablc x = (8 /Omax )2

, bcing Omax the 
position of tho.: conical wall, and dcfining 'f' = Q(r) F(x) , 

with Q(r) the maximum value of 'I' for a given radius, in such 
a \\a)' that f(x) is a positive function that vanishes at x =O and 
x = I and has the maximum valuc equal to unity, 11 is possiblc 
to obtain thc follo\Úng non-lincar differential equation for F : 

l 

d' F __ ~ F ( I + bF ) 
d x'- 4 x 

(5) 

where according lO lhe aSS\lfficd hypotheses a1 = a 2 r (:1 2
m.x , 

and b = P Q(r) . ln order F to have a maximum, b musl be 
comprised bctwecn minus unity and infinity. The case b = O 
has an anal)tical solution Fbo{) (x) = 0.8 a x1

'2 J1 (a x11
) with 

a= 383, and J, is U1e regular Bcsscl function offirst arder. ln 

this Iast case Ftr<> has it maximum ate= x1 7 = 0.63 and b =O 
has to be intt."'ldcd as Q = O , which should correspond to 
absence of flpw For b > O the maximum of F occurs for x > 

0.63 \\hile for -1 ~ b <O the maximum occurs for x < 
0.63 Morcover, for b >O F becomes more peaked v.hile for 
-1 ~ b < O it becomes flatter at its maximum. Since in 
experiments the maximum of 'f' occurs at x :::: 0.6 and the 
radial JlO\\ is concentraled ucar lhe axis of simmetry and the 
wall, in thc following scction equation (6) will bc nurncrically 
intcgratcd only for negative values of b. 
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NIJMERICAL RESULTS 

·ntc Eq. (6) has bcen numcrically integratcd in the 
inlt."rval O s x ~ I wiili the following conditions : 
i) \\ht.11 x----. O, F----. wnsl. x, 
ii) F( I) = O; 

iii) F = I is the only maximurn of F in ilie interval. 
This happens only when a and b, interprcted as 

parameters, takc suitable values, a(b) is plotted in fig.(2) for 
neg<~tive h 

a 

lO 

5 

o L___ ___ .~._ ___ _J 

-lO -05 

b 

0.0 

Fig 2 - 1'/ot of the parumett!r a a r a.... versus negative 
values of b f3 Q(r) 

Since a = a r Omax and b = p Q(r) it is also poss\hle to 
quantify at this point the slow radial variation assllffiption, it 
should bc valid if 

r' O!,., d'Q a'O!,., d' h 
-Q-dr' =-b-da' << I (6) 

From the results of fig. 2 , lhe first term of eq. (6) has 
bccn numcrically calculated as a function of b(r) for some 
typical valucs of Om.. and the curves are shown in fig. 3 . 

1.0 ...------------., 

.:to 
"'"' "ou:~ 0.5 

.. 
.. ~ 
(I) 

0.0 
-lO -0.5 0.0 

b 

Fig. 3 - Estimalion of the accuracy of the slow radial 
variation approximation resulting from equation (7) as a 
function of parameter b. Cmve I corresponds to ~""= 5 
degrees, CUn1e 2 (O a,.,..= 6 degrees and CU IV e 3 (O a • .,..= 7 
degrees. 



As tl can hc St.>en, for typtcal valucs of Omu, lhe firsl 
h:nn uf lhe hj. (6) is lu,,~,. lhan 10 % if b < -0 5 , 
correspondingly a > 5. Therclore, in lhe follo"ing ii will be 
asswncd that lhe mudei is n.:asonably valid only in lhe 
rcgton ol lh.: .:onil;al Sl.'Cllon for "hich a> 5 and b < -ü.5. 

Thc largcr allO\\cd value of a should correspond to lhe 
linder levei (r = r1 ), this may be cstimated by rclating lhe 
· cragc aLimuth.al circulat10n at lhe inl.:t to lhe maximwn 

1aluc ol r at r = r1 For cxample, asswning S lhe cffcctiv.: 
area of lhe inlt:t tube, R its avcrage distanre from lhe axis of 
lhe conical su:tion, Qo lhe ~"'llr) strcam and tltat approximatcly 
half of lhe cntcring azimuthal circulation of lhe fluid is lost 
from the inlct lo lhe findt.-r levei, ti may bc obtained: 

(7) 

Sincc R=: rr6"""', it rcsults: 

X R2 

a ::o--------- s (8) 
(1 + 2b / 3)' 2 

Typical cyclones hav.: valucs of xR2/S in lhe range of 7 
to 12 in such a way lhat for negative b lhe largcr value of a 
should bc larg~-r lhan 7 up to 20.8. i\ccording to lig 2, whcn 
b ~- 0.'199, a= 20.4, ifsuch values are assumed tu correspond 
to lhe findcr levei , acconJing to lhe prcs..:nl modcl lhe llow 
should hc wcll dcscrihcJ up to b = -0.5 anda= S. This means 
tltal hal f of lhe input strcam is maintaincd inside lhe conical 
section up to approximately one fourth of lhe height of lhe 
fmder ( lltis arise from tltc rclations a = a r elll&X and 
b=PQ(r )). llo\\cvcr, diftercnt results can be obtained if 
dtlTerent a are assumed to correspond to lhe finder levei; for 
example if a = 12 .75 it follows b = -0 99 and half of lhe 
entry stream will again be recovered at a =: 5, b =: -0.5, 
correspondingly r/r1 F- 0.4.This is quite different from 
previous anal~ticaJ models; for example in lhe model of Bloor 
andlngham(l987) Q(r)=Qo/2whcn r/rc=0.7 

ln order to bettcr illustratc this features , lhe func:ion 
F(6Mm&X) is shO\\n in ligurc 4 for diffcrents values of a and 
b. 

F 

o 0.5 

6/Smax 

1.0 

Fig. -1 - Pior of the fimction F versu.J (} 1 a. .... for .JI?I•eral 
va/ue.1 of a and b Curve 1 corre.5ponds to a 20.-1 b 
O 999, curve 2 to u - 12. 75. b - -0.99, curve 3 to a - 8.0, b ~ 
-0. 9 wul wrve ./to a 5. O and b c -0. 5. 
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ln figure 5 , cqually spaccd constant 'I' surfaces inside lhe 
cone are shO\m for lhe case in which at lhe fin~-r levei a = 

12.75, for graphical reasons 6max has bcen cxpanded to 30 
degrees. 

I 'u" 
I 
I 

í:•l 
~, 

~I 
~·, 
'ai 

~~ 
I 
I 
I 

r sine 

Fig. 5 - Plot of equally .spaced con.stant 'P curves in a {r, O} 
plane. I11e broken /ine repre.sent.J the axi.s of symmetry and 
for illu.vtration lhe conicul wall angle ha.s bee11 cho.Jen to 
be 30 degree.f. 1he curve.5 correspo11d.s to a ~ 12. 75 at the 
fmder levei. curve 1 correspond.s to a fifth of the maximum 
value of the stream at lhe finder levei , curve 2 to 2/5 and .so 
011 . 

As it can be seen, as b approaehes minus unity lhe 
function becomes more and more flat at its top. As a 
comparison, F corresponding to lhe model by Bloor and 
Ingham (1987) for small angles is -2.718 x ln x , which is 
very close to lhe curve number 4 wilh small differencc near 
X= O. 

From lhe present model lhe following velocity profiles 
can be obtaincd : 

I 8'1' a 2 b d F 
v- ::::-----
,- 2Jrr2 sin (} 80- p Jra 2 dx 

(9) 

and lhe azimulhal fluid velocity is: 

v = r =~-b _ _!:_(I+2bFt3)"2 

• 21tr sinO P 27ta fx ,(10) 

The velocity profiles v, and v• are plotted in ja2/PI units in 
figure 6 , for lhe same pairs of values for a and b of figure 4, 
lhe brokcn lines represcnt tltc corresponding free vortex 
profilcs for v• th.at take lhe same values th.at lhe present 
model at lhe inversion of v,. 

As jt can be sccn lhe profiles do not present. any 
singularity, lhe azimulhal velocity near lhe axis of simmetry is 
likc th.at of a rigid body, aficr its maximum, for values of b 
dose to -I, it is like a free vortcx and lhen it goes lo zero ai 
lhe' conicaJ wall . The radial velocity preSCills a maximum on 
lhe axis of simmetry, suff~>rs an inversion close to 8/8max = 0.6 
and rcaches a negative value at lhe conical wall 

.[, .,, 
,[I 
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fig. 6 - Radial and azimuthal veloclty profiles 
corri!spondmg to differl!lll values of the parameters a ~ 
a r t:lmAX and b • p Q(r) as indicated The brokl!ll llneJ 
npreSf?lll the azimuthal velocity corresponding to a free 
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vortex with the same azimuthal velocity ai the inversion of the 
radiulveloáty. 7he projiles are plott<!il in ;ci .. p; units. 

It is of interest to note that an almost lixed relation 
bct\\ccn thc maximwn radial vclocity an.d thc maximwn 
aLinmlhal velocity of about t wo, exists at any radial levei. lllis 
u~-p<.-ct sccms not to be mcasurcd in experimcnts. However, it 
is \\orth to note that practically no rcliahlc mcasuramcnts of 
thc radial vclocity, at lhe axis of thc conical scction, in 
absence ofunderflow exist in the literature. 

The va profile is not presented since in this model it is 
implicitly neglccted, however, if onc is intcréstcd, estimates 
for it could be obtained by integrating lhe continuity equation. 

CONCLIJSIONS 

A lheoreticul model ·for lhe 11ow of an inviscid and 
incomprcssibl..: fluid insidc a conical hydrocydonc has been 
prcSt.'tltcd The n:sults show that physically acceptable vclocity 
profiles can be obtaincd lhanks to appropiatc asswuptions on 
U1e limctional dt!pendence wilh the stream function, of the 
total head and the azimulhal velocity circulation. Singularities 
ai lhe symmetry axis of the cyclone, typical of previous 
inviscid models, have been eliminaled. As a result of the 
model , lor fixed radial leveis, an almosl consllml ratio of about 
two exists between thc maximwn radial velocity at the axis of 
S)mmetry and the maximwn azimuthal vclocity. Such rcsult, 
absent in previous inviscid models, seems to be exaggerated ín 
view of pubhshed measured vclocíties. Howcv<.."f, it must be 
pointed out U1at almost ali experiments were done with 
underflow and many of them wiU1 an air core, also U1e 
wJccrtaínty in vdocity mcasurcmcnts ncar tbe axis of 
s)mmctry are not negligiblc duc to fluctuations arJd. 
as)mmctric eiTects. ln ordcr to bettcr compare the model with 
experiments it \\iii be n<.."Cessary to extend it for allowing air 
cores, underflow and recirculation, in these cases the boundary 
condition for v• at the conical wall will be modified 
suhstantially, while in the present modcl it must vanish, with 
these ncw conditions finite values are allowed and possibly 
bcttcr agreement wilh experimenls will be reached. Anyway, 
tbís \\iii be the subject of future work. 
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SUMMARY 

This work describes the authors 's effort to improve the efficiency of a sugarcane separator. The work is pa11 ofCOPERSURCAR's effort to 
improve the overa/1 productivity oftheir members. Numericaltechniques are combined with experimental analysis in arder to save 011 both 
time and money. Thejlow is modeled by the 2-D Navier-Stokes equations 011 unstructured grids. Severa/ co11jigurations are ana~yzed nu­
merically before the selection ofthe most promising one. The selected geomelly is then studied at the laboratory where the.fi11a/ optimiza­
tion occurs. 

INTRODUCTION 

The last decades have been witnessing an impressive de­
crease in computational costs due to both cheaper hardware and 
more efficient numerical algorithms. On lhe olher hand, the costs 
ofperforming experiments have been steadily increasing in recent 
years. However, one should bear in mind that lhe experimental 
approach has lhe capability ofproducing the most realistic answers 
for rhany flow problems. Therefore, it should not be completely 
replaced by computational melhods in engineering design. Ralher, 
lhere should be an etfort to use bolh melhodologies in order to 
optimize lhe overall design costs. 

Recently, lhe aulhors were contacted by COPERSUCAR to 
perform improvement of lhe efficiency of a dry sugar cane separa­
tor. This sort of equipment uses an air jet to separate sugar cane 
from straw and dirt. The short time available to do the job and lhe 
complex flow field indicated to the combination ofnumerical and 
experimental techniques. 

This paper describes an approach where numerical tech­
niques combine witb experimental analysis in an actual engineer­
ing development project. The numerical part crfthe work indicated 
among many possible solutions lhe one lhat had a better chance to 
succeed. ln this phase a fmite volume Navier-Stokes solver was 
used on an Wlstructured mesh . This phase was very important in 
tbe sense lhat tbe computer solutions were quickly obtained and 
this enabled the autbors to make changes in the geometry rapidly. 
An "optimum" geometry was selected; afterwards lhe work went 
on in lhe laboratory. During lhis stage ali necessary measurements, 
including some vídeo taping for visualization of important flow as­
pects, were Wldertaken on an acrylic modcl. This procedure 
proved to be very efficient in saving bolh time and money. 
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ST A TEMENT OF THE PROBLEM 

There are severa! different concepts for cleaning sugar cane. 
Some producers like to do it in the field; others concentrate lhe 
work on big separators away from the plantation field. The !ater 
has lhe potential to process cane of different sizes. The work done 
in the present paper is related to the second approach. A sketch of 
lhe separator original geometry appears in Fig. I . The mixture of 
sugar cane, straw, and dirt is fed at lhe top of the frrst chamber -­
as it falis it interacts with lhe air jet. The sugar cane should fali on 
lhe mat located at lhe bottom of lhe frrst chamber. The rest of lhe 
mixture should go into lhe second chamber mat. The inefficiency 
of the original configuration motivated lhe authors to spend some 
etfort to improve it. 

SUGAR 
CANE 

ISTCHAMBER 

MAT 

SECOND 

CHAMBER 

l°CHAMBER 
MAT 

Figure I - Sketch oflhe original sugar cane separator. 
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NUMERICAL STUDY 

This section describes the numerical study ofthe flow inside 
the sugar cane separator. The ultimate goal is to simulate the tra­
jectory of each representative element of the núxture fed into the 
separator in order to improve the efficiency of the cleaning proc­
ess. This is done in two steps. ln the frrst one, the flow is modeled 
using a CFD code on an unstructured grid. The second step uses 
the calculated flow field as inptJt to a program that determines the 
tTajectory of representative cornponents of the núxture. These are 
sugar cane, different kinds of straw (dry or humid), and di.rt par­
ticles (small, medi um or large). 

Besides the low separation efficiency there was also an envi­
ronmental problem because of the higher-than-atmosphere pres­
sure inside the separator. A fog made up of dirt is continuously 
surrounding the separator, as a consequence ofthe high pressure 
inside it. As many people work in that area it is desirable that the 
atmosphere there remains as clean as possible. To satisfY the two 
basic requirements a great number of internal configurations were 
investigated. The total number of cases numerically contemplated 
was about ten. Clearly if the work was totally an experimental one 
the time needed for such a through study would be too long. 

Brief Description of the Numerical Code. The CFD code 
models the flow using a 2-D Navier-Stokes laminar formulation in 
a fmite volume context. The authors rernark that, for a cell centered 
approach, the control volume used for the integration of govern­
ing equations is formed by each triangular cell itself. ln present 
approach, fluxes at volumes' interfaces are computed by sirnple 
averages. A fully explicit, 2nd order accurate, 5-stage hybrid time­
stepping scheme is used. For steady state problems the code has a 
local time stepping option. The objective in this case is to keep an 
approximately constant CFL number throughout the whole field. 
ln arder to keep the numerical solution stable numerical dissipa­
tion terms must be explicitly introduced in the scheme. ln the pres­
ent work, the artificial dissipation operator is formed as a blend of 
undivided Laplacian and Biharmonic operators (Azevedo, 1993). 
Ali boundary conditions were implemented with the use of "ghost" 
volumes. 

Grid Generation. An advancing front grid generation schen1e 
was irnplemented which is capable of automatic generation of 2-D 
unstructured meshes composed of triangles. The approach used 
here can be seen as an extension of the work developed by 
Lo(Azevedo, 1993). Typical meshes have around 3,000 elements. 

Traject01y Calculation. As already mentioned, it is possible 
to calculate the trajectory of the núxture elements, after the flow 
field, for a given geometry, is obtained. The code written for this 
purpose reads from the CFD solution ali necessary flow variables 
at each point. The trajectory is calculated based upon the frontal 
area and mass of each particular element and also upon the forces 
which act upon that element (gravity and drag). 

Numerical Results. A "goose neck" configuration one is of 
the many the .configurations tested - see fig. 2. For better clean 
efficiency the jet position and angle were modified in respect to the 
original configuration. Further, the bump separating the two 
chambers was lowered to allow more particles to enter the second 
chamber. The "goose neck" is added to the second chamber and it 
is a concept that uses centrifuga! force to separate dirt and straw 
from the air stream. The numerical solution shows that the air jet is 
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restricted to a small region ofthe frrst chambcr. ln other words, the 
jet decays along its center line very rapidly. lt is also observed that 
the jet opens up quite a bit. This result was not in the authors' ex­
pectations. The sarne behavior appears in ali other cases studied. 
Later on, in the laboratory, it was seen that the air jct is much more 
concentrated than it appcars in numerical results (fig. 2). ln fact, 
this behavior is relaled to mesh refmement in that region and lo the 
irnposed boundary conditions. It is irnportant to bear in mind that 
the code is 2-D and the problem has some important 3-D aspects. 
However, the dominant qualitative flow aspects we;:re predicted 
and thus the code effectively b;:lped in the selection of the most 
promising geometry for the sugar cane separator. This particular 
configuration produced an undesirable high pressure inside the 
chambers. This is mainly because the air was discharged lo the 
almosphere ala considerable high velocity. This configuration is 
also geometrically complicaled from the constructive poinl of 
view, thus ali the above reasons led the authors to seek for another 
solution. 

After many different trials, the authors carne up with the 
fluid-wall concept. The main idea is to create a localized pressure 
loss that induces the jet to change direction abruptly. Due to their 
greater inertia the dust and straw particles follow by a different 
path when the flow changes direction abruptly crossing the "fluid 
wall". This mechanism allows clean air to be discharged to the 
atmosphere and the particles to be collected at the second chamber 
(see fig. 3). The numerical flow field obtained in this case is con­
siderably more encourdging than the previous one. ln the conligu­
ration shown in fig . 2, the mass flow passing through the "goos~ 
neck" is insufficient to promote separation using centrifugai effect. 
Moreover, a considerable amount of air (carrying straw and dust) 
leaves the separator by the sugar cane inlet (entrance) . The irn­
provements obtained by the "fluid wall" concept are shown in fig. 
3. There is a great reduction in the mass flow leaving by the en­
trance due to low pressure loss in the upper channel where the air 
is conducted to the atrnosphere. Additionally, the air exhausts the 
separator close to the ground, avoiding the spreading of contami-
nated air. ' 
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Figure 2: Numerical flow field for the "goose neck" concept. 



Among all separation concepts tested by the numerical 
study, the "fluid wall" is the simplest to construct and is the most 
promising one for improving separation efficiency and for solving 
the environmental problems mentioned above. 

The trajectory study showed in figure 4 indicates that the 
separator efficiency rnay be considerably increased by this new 
concept. It is seen that most of the particles are captured in the 
second chamber. The major problem is, of course, related to the 
heavier particles. The authors are also aware that in practice a 
much greater number of particles will be crossing the jet at the 
sarne time degrading the perforrnance. There is still much work 
ahead in the laboratory to the fmal optirnization ofthe new separa­
tor internal geometry. On the other hand, there is no doubt about 
the importance of the numerical work developed. Without it the 
work would have been unfeasible. 

DIMENSIONAL ANAL YSIS 

IrÍ the present work, a small model located in the laboratory 
is used to obtain experimental data for the solid particles' paths. 
Tbese results are useful to develop the geometrical configuration in 
order to improve the separation process. The above analysis must 
be extrapolated to the large industrial configuration and the prob­
lem is to guarantee that the non-dimensional paths of the solid 
particles are the sarne. This procedure can be done if the non­
dimensional numbers related to the phenomena under study ure the 
sarne for the model and for the industrial plant. In order to apply 
the Buckingham (White, 1986) theorem, ali parameters related to 
the phenomena under study must be considered. For the flow with 
solid particles, such parameters are: Solid particle density (Pp), 

Fluid density (p), Fluid viscosity (11), Configuration characteristic 
dimension (H), Gravity acceleration (g), Drag force (D) acting on 
the solid particle, Characteristic velocity (V), Distance along X­
axis (X), Distance along Y -axis (Y) and Time (t). The above vari­
ables were specified assuming that the solid particles are subjected 
to the gravity force as well as to the drag force (which appears due 
to the interaction of the solid J?arlicle with the fluid flow). Such 
drag force depends on the parti ele dimension, fluid flow velocity, 
fluid density and viscosity. Gravity acceleration, particle density 
and dimension completely defme the weight force acting on the 
solid particle. Finally, the particle paths must bc determined and, 
therefore, space and time have to be considered. 

The I O dimensional variables listed above are defmed by 3 
basic dimensions (mass, length and time). Considering Bucking­
ham (White, 1986) theorem, 7 non-dimensional parameters (n's) 
are involved in the present problem. In order to guarantee that the 
non-dimensional paths of the solid particles are the sarne in the 
model and in the industrial configuration, these 7 ns must have the 
sarne value. The most significant non-dimensional equations are: 

(I) 
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where subscripts "M" and "p" reprcsent, respectively, panunett.'TS in 
the model and in the prototype (industrial configuration) and the 
scale tàctor "Fe" is defmed by HM/~. The other non-dimensional 

numbers are: drag coefficient (Cd), Reynolds number (Re), density 
ratio (pp/ p) and non-dimensional coordinates (X/H and Y /H). 

Equations (I) and (2) can be interpreted in two different 
ways. For thc frrst interpretation, time (t) is considered the sarne for 
the model and for the prototype. This will lead to erroneous con­
clusions. Namely, that the experirnents in the model must be con­
ducted in a place with different gravity acceleration. 

Figure 3: Numerical flow field for the fluid-wall concept 
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Figure 4: Particle paths for sugar cane, straw and dust ob­
tained through the numerical simulation. 
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ln the second interpretation, gravity accelerations in the 
model and in the prototype are the sarne. ln this case, equation (2) 
leads to 

VM=VPJ:: =VPJ(Fe) (3) 

Considering the above result in equation (I), one obtains 

/M =/PJ:: = tpJ(Fe) (4) 

Equation (3) shows that the characteristic velocity in the 
model must be lower than in the prototype and this result must be 
applied for the flow and for the solid particles. With equation (4) 
one verifies that the time in the model is lower than in the indus­
trial configuration. This result must be interpreted as the time nec­
essary to a particle to move'from the starting position (entrance) up 
to the end of its path. ln this case, the above result is natural be­
cause the model is smaller than the prototype. 

The other non-dimensional parameters, indicate that the drag 
coefficient (Cd) and the solid particle densities must have the sarne 
value in the model and in the industrial configuration. Reynolds 
number must also have the sarne value in both situations. There­
fore, this can not be satisfied because the characteristic velocity in 
the model should be greater than the velocity in the prototype, and 
such situation is in opposition to the information obtained from eq. 
(3), as discussed above. This problem is common for severa! prac­
tical situations and in the present case, eq. (3) will be satistied and 
the experiments will be conducted for different Reynolds numbers. 
For the present case, this non-dimensional parameter (R e) has little 
influence on some aspects ofthe flow, but the overall pattern is not 
changed. The drag coefficient of the solid particles could be af­
fected by Re, but in the present situation, the particles are bluff 
bodies and then, Cd is practically insensitive to Re. 

ln arder to validate the above similarity analysis, a numerical 
simulation was used to calculate the paths ofparticles subjected to 
gravity and drag forces. Such simulation was performed for the 
model and for the prototype (for each case, the correct dimensions 
are used and the scale factor is I/I 0), considering the configuration 
presented in Fig. S, which is representative of the device used to 
separate particles with different masses by using centrifugai effect. 
The numerical values used for each simulation is presented in table 
I and the nau-dimensional paths for fme dust are also showed in 
Fig. S, where perfect agreement can be observed. 

ln the above table, ali numerical values are in SI units. Thc 
particle reference area in the model is I 00 times lower than in the 
prototype dueto the scale factor (I / I 0). On the other hand, as the 
particle density is the sarne, the particle mass in the model is I 000 
times lower than in the prototype, because the volume ratio is 
1/1000. Here, it is interesting to mention that the important pa­
rameter for the drag force calculation is the ratio between particle 
mass and reference area, which is not invariant as is the particle 
density. Particle and flow velocities are given for the initial posi­
tion ofthe paths presented in Fig. S. ln the other points ofthe path, 
particle velocity is obtained from the Newton's second law and the 
flow velocity is calculated through a pane! method (potential flow) 
appropriated for internal configurations. Clearly, potential flow is 
not an adequate model for calculating the flow inside the configu­
ration considered, but, in this case, it was used only to compare the 
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non-dimensional paths, for the validation of the . dimensional 
analysis. 

TABLE l: V alues used to perform the numerical1 simulations in 
the modcl and in the prototype 

Parameters Prototvve Model 

Characteristic length 10 1 
Particle mass 2.6 x w-3 2.6 x 10-6 

Reference area 7.5 X 10-3 7.5 X w-5 

Drag Coefficient 1.4 

Particle velocitY 10 
Flow velocity lO 
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Figure 5: Numerical simulation ofparticle paths. 

EXPERJME~IALAPI_>_ARA TJJS 

1.4 

3.162 

3.162 

The model shown in the Fig. 6 was constructed I O times 
smaller than the prototype and this scale factor was choscn hecause 
ali geometri<.:al aspccts can be well dcfmed in thc model and due to 
limitations of the fan availablc in the laboratory, necessary to es­
tablish lhe flow insidc the model. Such fan is of centrifuga] type, 

with S Hp of power, capable to fumish 0 .5 m3/s with a pressure 
difference of 400 mm H20. 

ln arder to perform visualization of the flow and of the par­
ticle paths, most of the model was built with transparent material 
(acrylic). The air velocity inside the model was controlled by a 
cone placed at the entrance section of the centrifuga] fan. The ve­
locity of the air jet entering the model has to be measured with 
good accuracy, because the sepan1tion process and similarity be­
tween model and prototypc depcnd on such parameter. For mcas­
uring this velocity, a Pitot tube was placed at the jet entrance sec­
tion and a Betz manometer was used to obtain the dynanlic pres­
sure. 



Figure 6: Experimental apparatus. 

Flow visualization inside lhe model was made through wool 
tufts flxed on lhe walls. at one extremity of a rod. The !ater dcvice 
was used for flow visualization far from lhe wall surfaces. This 
procedure was very useful in helping to understand lhe flow pat­
tern; and therefore improving lhe separation process by making the 
necessary changes in the separator internal geometry. 

ln order to study lhe particle paths, ali experiments were 
flimed with a video carnera flxed on a tripod. lllurnination is very 
important and it was made by a 600 W larnp placed on a support. 
This support, the flimed region ofthe model and the video carnera 

have to form an angle of approximately 45° and this information 
was obtained through experiments. Finally, an important detail is 
the installation of a black surface behind the model, used to avoid 
light reflections and to improve the defmition ofthe particle paths. 

The frrst step of the experimental procedure of the present 
work is to establish a flow inside the model, with a velocity lower 
than that one used in the industrial installation. This velocity ratio 
is equal to the square root of the scale factor and it was defme by 
the similarity analysis presented in the preceding section. 

The ratio between mass and surface area of the particles 
launched to the interior of thc industrial installation are shown in 
the table 2. The particles used in the experiments with the model 
are presented in the table 3, where the ratio between mass and 
surface area has to be approximately 1 O times lower than that one 
shown in the table 2 (see lhe preceding section). Comparing tables 
2 and 3, it is observed that the crepe paper simulates a particle 
lighter than the super dry straw and that the barnboo simulates a 
particle heavier than the sugar cane. These two particles and the 
intermediate ohes, presented in the table 3, simulate a set of parti­
eles, which can be found in the industrial installation. 

Other important step is the flow visualization study. A flow 
mapping was obtained with a wool tuft flxed ata rod extremity. 
The flow pattern was obtained with such technique and, in particu­
lar, the flow directions were obserVed mainly along the particle 
paths. This study was very useful to explain some unexpected 
behavior observed in the particle paths. 
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Table 3: Mass (M) o ver frontal area (A) oflhe particles in lhe 
industrial plant. 

Parti ele Mass/Area 

1m2 

20.600 
5.570 
1.380 
350 

Table 4: Mass (M) over frontal area (A) ofthe particles used in the 
laboratory model. . 

Parti ele 

aluminum sheet 
Bambo o 

Mass/Arca 

1m2 

26 
75 

245 
340 
550 

1.000 
2.680 

Ali the parti eles presented in the table 4 h ave 5 mm o Cwidth. 
For each type of particle two lengths (150 and 30 mm) were used 
to verifY the influence of this pararneters on the particle paths, 
because cut (in pieces of 30 cm) or full sugar cane (and, as a con­
sequence, sugar straw) can be used to feed the industrial installa­
tion under study. For each particle type, 7 sets (with I O parti eles 
each) were launched to the interior of the model. ln thi< case, 70 
particles (140 particles, considering the two lengths) were used to 
study lhe path envelope of each parti ele type. Therefore, consider­
ing lha! 7 types were used in this work, one can conclude that 980 
parti eles were launched in the present experiment. 

At the end of a set of experiments, where 980 parti eles were 
launched to the interior of the separation device, lhe f!.lm was 
watched severa! times (some times in slow motion) in order to 
observe lhe behavior of particle paths and problerns involving 
interaction oflhe particles with the flow. This procedure was very 
useful because changes in lhe conflgurations were proposed to 
solve the problems mentioned above. 

The flow pattem is sketched in the Fig. 7. The air jet, coming 
from point A, is deflected upward and forms a "fluid wall", due to 
the high pressure loss in the intermediate charme!. At the Ieading 
edge of the upper surface (US), the flow is divided: (i) One part 
flows bellow lhe US and near the vertical surface (VS-1 ), generat­
ing the great recirculating region inside the intermediate chaJmel. 
(ii) The other part is directed to the externa! surface (ES) and is 
divided. One part fom1s the recirculating region ncar the vertical 
plate (VP). The olher part flows through the upper charme! and 
exits from lhe model. Above lhe upper surface lhere is a recirculat­
ing region, induced by lhe flow near lhe externa! surface. 

When the Oow near VS-1 reaches the model bottom region, 
there is anolher division due to lhe presence of lhe bottom surface 
(BS). One part forms the vortex near BS and lhe other part flows 
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inside the lower cbannel. This result is undesirable because, as will 
be seen ahead, some particles fali inside the lower channel and are 
dragged by the aír llow to the cane chamber. 

Figure 7: Experimental streamlines 

The path envelopes for some particle types are shown in the 
Fig. 8. For the crepe paper, few particles go into the upper charme! 
and Ieave the model (in some cases, particles fali on the uppcr 
surface and stay there due to the recirculating region). The great 
majority of particles travei very near US and VS-1 falling into the 
straw chamber. For the Bristol paper, a shock between the particles 
and the leading edge of the mid surface is observed. As a conse­
quence, great part ofthe particles falis down in the cane chamber, 
dragged by the aír llowing tbrough the lower channel. For the 
cardboard, the particles fali on the lower surface and slid to the 
straw cbamber, due to their weight. Some parti eles have their path 
dellected downward due to the lluid llow and fali directly ( or after 
a shock with the leading edge of the lower surface) to the cane 
chamber. Bambo o is the particle that simulates the sugar cane. The 
great majority of sucb particle falis directly in the cane chamber. 
Nevertheless some particles go to·the tower charme! and slid to the 
straw chamber. Such behavior is not intluenced by the flow, but it 
is due to manner the particles interact with a plate located just 
above the aír jet exit. This interaction is stronger for the smaller 
particles, causing greater lasses to the straw chamber. The. other 
particles, shown in the table 3, have intermediate behavior and 
their paths are not shown dueto space limitations. 

CONCLUDING REMARKS 

The procedure adopted in the present work was very useful 
because time and money were saved in the development of a new 
engineering product. With the numerical work some concepts for 
solving the problem . were analyzed and the best configuration 
could be cbosen. Some discrepancies were detected between the 
numerical and experimental solutions, because a 3D tlow has to be 
calculated by a 2D code. ln this case, the 2D boundary conditions 
bave to simulate 3D tlow, and such problem does not have a 
unique solution. Further, mesh refmement studies and a more ac­
curate tuning of the artificial dissipation terms are highly dcsir­
able. 
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Thc particle path study was made tbrougb visualization of 
the llow and of thc particlc paths. With this procedure it was pos­
sible to detected some undesirable characteristics of the llow fteld 
inside the model and some problerns with the particle paths, whicb 
decrcase the separation process efficiency. After the frrst sct of 
cxperiments rclated in the present paper, modifications were im­
plcmcnted in the model and thc experimental procedure was re­
pcatcd, and. at the end of the experimental work. the internal con­
figuration was di!Tcrent from the model presented in Fig. 8. Such 
complementary work was not prcsentcd bccausc it is out of thc 
scope of this paper, whose main objective is to report a method to 
develop ncw products through a combination of numt.'Tical and 
experimental works. 
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Figure 8: Experin1ental particle paths envelopes 
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SUMMARY 

ln this work we propo.re a matlaematical model to represent tire lrydmdynamics of .wlid-/iquid 
suspension jlow in horizontal pipes. Tire model is based orz tire existence of a criticai slaear str·ess for tire 
Sllspension of solids at tire interface between tire suspensimz anda stationary bed. We apply this modelto 
tlte jlow of suspensions of sand particles in carrier jluids that consist of aqueous solutions of a semi-rigid 
polymer. The model is capable of adequately representing the experimental.data. Tire results show that 
the presence ofpolymer reduces tire criticai shear stressfor so/id.t srupension. 

INTRODUCflON 

The hydraulic transport of solids through horizontal pipes in 
turbulent flows has great practical importance. The main aspect s 
of the design of such systems are thc prcssure drop for a given 
throughput of slurry, and the quantification of the ahility of thc 
carrier liquid to transpor! the solid. 

Thc flow of slurries through horizontal pipes exhibits di verse 
llow regimes with respect to the state of suspension of the solid 
phase in the slurry. Although there are various classifications of 
llow regimes, the most common one distinguishes four differcnt 
regimes (Bain and Bonnington, 1970): (I) flow with stationary 
bed, in which a stagnant bed of solid particles occupies lhe lower 
portion of lhe pipe and a suspension of particles flows over it ; 
(2) flow with a sliding or moving bed, in which a compact mass 
of particles at the bottom of the pipe moves in the direction of 
flow; (3) heterogeneous suspension, in which the solid is 
completely lluidized but there is a vertical gradient of solids 
concentration; and (4) pseudo-homogencous suspension , in 
which the solid particles are uniformly distrihuted in the cross 
section of the pipe . lf an expcriment to determine pressure drops 
is initiated at low enough slurry velocities, the system starts from 
the stationary bed regime and, as lhe slurry velocity is increased, 
it goes successively through the moving bed regime, the state of 
heterogeneous suspension and the state of pseudo-homogeneous 
suspension (figure I). ln the stationary bed regime, the pressure 
drop typically decreases as the slurry velocity increases since the 
velocity increase results in an enhancement of the suspension of 
solids anda consequent increase in cross section availahle for lhe 
llow of the slurry . ln the heterogeneous llow regime, ali the 
solids are suspended and a velocity increase leads to an increase 
in pressure drop. Therefore, the pressure drop vs. slurry velocity 
curve h as a minimum somewhere in the range of the stationary or 
moving bed regimes . This minimum occurs at a superficial 
velocity commonly termed criticai vclocity. Some authors define 
the deposit velocity as the slurry superficial vclocity at which the 
llow passes from the heterogeneous regime into lhe moving ned 
regime as the slurry velocity is deereased. This velocity is 
commonly measured by means of direct visual obscrvation of 
regime change. Some investigators in the field claim that lhe 
deposit velocity is approximately equal to the criticai velocity as 
defined above, although it is known that there is no exact 
matching between lhe two parameters (Parzonka et ai.. 1981 ). lt 
is interesting to point out that the criticai velocity is defined in 
terms of a mathematical criterion, whereas the deposit velocity 
has a precise physical definition. The'critical velocity might be 

susceptible to hysteresis effects with respect to the slurry 
vclocity, a fact that has heen reported in slurry flows, whercas 
the deposit velocity is defined in such a way that a direction of 
velocity setting is specified. 

~p 

noving 
bed 

VC 

pseudo-homogencous 

heterogeneous 
suspension 

v 

Figure I - Qualitative changes of pressure drops with 
superficial velocity for solid-liquid slurries 

There is extensive information in lhe literature about the 
determination of pressure drops and criticai velocities in slurry 
flows through horizontal pipes, when the liquid phase is 
Newtonian . The information available has been correlated either 
empirically or by means of mathem atical modcls. Empirical 
correlations date back to Durand's equation (Durand, 1953) but 
other studies that consist of analyses of extensive amounts of 
experimental data have heen availahle for some time (Turian and 
Yu:~n , 1977.Parwnkaetal , I<JRI). 

ln some previous works, correlations for the transition of now 
regimes and pressure drops in slurry flows through horizontal 
pipes have been nased nn m:~themati ca l models that consider 
vertical concentration gradie'nts, including the existcnce of a 
moving hed. Wilson (1970), Wilson et ai. (1972) and Wilson 
(1988) developed a model based upon macroscopic momentum 
balances that considcred the force necess:~ry to move the sliding 
bed , which includcd the cfTcct of fri ction bctween lhe moving 
bed and the wall of lhe pipe. This model was modified and 
extended by Thomas ( 1979). Models based on the existence of a 
moving bed, such as those described abovc, are commonly 
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termed two-layer models. This type of model has hccn improvcd 
and used with success (Doron et ai., 1987, Gillies et ai., 1991). 
More recently, Doron and Barnea (1993 , 1995) have developcd a 
three-layer model that improves lhe ability of previous rnodcls lo 
predict the transition between the stationary bed and moving bed 
regimes. 

Most of the works mentioned above have dealt with slurries 
whose liquid phase is water. Slurries with polymer solutions have 
not been studied quite as extensively, even though their potential 
for application is relevant. lt is well known that mixing small 
amounts of high molecular weight polymcrs with a liquid in 
turbulent flow through pipes leads to a decrease in lhe pressure 
drop. This effect is known as drag reduction (see, for example, 
Bird et ai., 1987, and Kulicke et ai .. 1989, for reviews on the 
subject). On the other hand, it is also well known that an increase 
in the viscosity of the carrier ljquid enhances the ability of a 
slurry to keep solids in suspension, owing to the increased drag 
exerted by the liquid on the particles. Polymer solutions would 
be ideal for hydraulic transpor! if both drag reduction and 
increased capacity for solids suspension were simultaneously 
present providing that this led to an economic advantage for lhe 
solids transpor! process. 

Previous works in which polymer solutions have been used as 
carrier fluids include those of Poreh el ai. (1970), Chashchin et 
ai. (1975), Golda (1986), and Shah and Lord (1990, 1991). 

ln this work we will develop a two-layer model to simulate 
pressure drops vs. flow rate behavior in the transpor! of solids 
through horizontal pipes. We will apply this rnodel to the 
analysis of experimental data, placing emphasis in lhe case in 
which the carrier liquid is a polymer solution. 

EXPERIMENTAL 

The experiments were carried out in a set up designed for 
turbulent flow measurements. A batch of approximately 70 liters 
of the slurry was placed in a stainless steel feed tank provided 
with a stirrer that held lhe solids in suspension. Turbulent flow 
was established by means of a positive displacement pump 
through a horizontal pipe with an internal diameter of 3.5 cm and 
a total length of 4.7 m. The pipes transporting lhe slurry to and 
from lhe horizontal pipe had internal di ameter of 5.3 cm and 
were made of stainless steel. The horizont al pipe was divided in 
two sections: an entrance section, made of stainless steel, with a 
length of 3.5 m, to ensure the development of the flow, and a test 
section, with a length of 1.2 m, between whose extremes lhe 
pressure drop was measured by means of a differential pressure 
transducer. The test section was made of plexiglas in order to 
allow visual observation of the flow regimes; this section 
behaves as a smooth pipe. The flow rate was controlled by means 
of a recycle to the feed tank with lhe purpose of diminishing 
restrictions to the flow in order to minimize polymer degradation 
and solids sedimentation. Allthe experiments were conducted at 
25"C. 

The polymer used in the experiments was a commercial 
sample of guar gum used in oil recovery opcrations, provided by 
Alliburton. Thc polymer solutions werc prepared in a beaker by 
dispcrsing the powder on the surface of deionized water whilst 
stirring with a magnetic stirrer to produce a deep vortex. After 
dispersing the powder, gentle stirring followed for periods 
between 12 and 24 hours. Owing to the sensitivity of these 
polymers to biological degradation small amounts of sodium 
azide (2.5 mg of sodium azide/g of polymer) were added to the 
solutions. Once the polymer solution was prepared, it was placed 
in the feed tank and the appropriate amount of solid was added. 

Borate ion was used as a cross-linking agent, provided by an 
aqueous solution of sodium tetraborate decahydrate (borax). 
Polymer solutions in lhe presence of cross-linking agent were 
prepared by lhe following procedure: firsl , the required amount 
of polymer to prepare the desired solution was dissolved in 
approximately 90% of the final solution volume hy means of lhe 

proccdurc clcscrihl'U nbovc . Sccond , n hornx solulion was 
prepnred in 10% of the final solution volume, using lhe desired 
total nmount of hornx . Roth solutions wcre rnixcd, and lhe pi! of 
lhe fin al solution wns ndjustcd to n valuc of li hy ndding smnll 
amounts of I M NaOH, in ordcr to promote the existence of free 
borate ions in solution. ln ali cases, the amount of borax used 
was large enough to assure an excess of borate ions for the cross­
linking process. ln lhe range of polymer concentrations 
employed in this work, lhe cross linking agent produces 
intermolecular entanglements whose effect is to increase the 
apparent molecular wcight of thc polymer (it is important to 
mention that thc basic structurc of the macromolecule is also 
altered) without reaching cnough interconncctivity to produce 
gels (for further discussion on this and othcr aspects of the cross 
linking process, see Tnthnm et ai., 1995). 
. The solid used was a silicate sand with a density of 

2650 kg/m3, and the particle si1.e distribution presented in table 
I. The solids concentration was varied from pure liquid up to 
45% by weight. 

Table I - Particle-Size Distribution of the Silicate Sand 

Ran~ 
<63 

63-150 
150-177 
177-2 12 
212-250 
250-350 
> 350 

MATHEMATICAL MODEL 

%b~ht 
8 
3 
li 
7 
22 
34 
15 

ln this section we develop a mathematical model to represent 
pressure drops in the flow of solid-liquid suspensions over a 
range of now rates covering from the stationary bed to the 
hetcrogeneous flow regime. The model is based on a two-laycr 
formulation similar to that used in previous works (Doron et ai., 
1987). 

ln a horizontal duct of nrbitrary cross section, a macroscopic 
momentum balance yields the following relation between 
pressure drop (L'1P) and shcar stress ('t), 

L'1PAtf == f -tdA 
Awr 

(I) 

where Atf is the cross-sectional surface arca available for the 
flow, and Awf is the surface arca of the wall surrounding the 
fluid inside the control volume. 

lf the solid is completely suspended (heterogeneous and 
homogcneous now regimes) , Awf is lhe surface arca of the duct 

wall. For a cylindricnl pipe if wc assume that 't remains uniform 
at lhe wall , equation (I) leads to lhe wcll-known rclation 

óPhR 
'h == --n::- (2) 

where R and L are the radius and Iength of pipe, respectively. 
The subscript h denotes complete solids suspension. 

Bnsed upon the analysis of our experimental data, we have 
found that the pressure drop in the suspcnded solids regim~ can 
be correl atéd in terms of lhe superficial velocity of lhe slurry (v) 
as follows: 

L'1Ph = av+bv 2 (3) 
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where a and b are adjustable parameters that dcpcnd on solids 
concentration and polymer concentration for the specific system 
studied in this work. 

ln the stationary bed regime, an increase in slurry superficial 
velocity results in a decrease of pressure drop since the cross 
sectional arca available for the slurry increases due to the better 
suspension capabilities of the lluid at higher velocities (figure I). 
We will assume that in this regime the shear stress exerted by the 
lluid on the particle bed remains approximately constant. This 
assumption essentially means that there is a constant criticai 

shear stress (te) at which solid particlcs will hccomc suspcndcd. 
Any attempt to increase it (by incrcasing the flow rate, for 
example) will resi!lt in the suspension of more particlcs and thus 
an increase in the cross sectional arca availahle to the slurry. 
Even though this assumption might not be complctcly accuratc 
for solids with polydisperse size distribution, its application will 
simplify the analysis when the model is applied to polymer 
solutions. 

The value of te represents the shear stress exerted by the lluid 
at any superficial velocity as long as there is settled solid in the 
pipe. Precisely at the point at which the solid becomes 
completely suspended, the shear stress consists of friction with 
the wall and it is given by equation (2), 

(4) 

where óPc can be evaluated from equation (3) by using v=vc. 
The pressure drop for v:<:vc is given by equation (3). When the 

solid phase is not completely suspended (v<vc) the pressure drop 

can be evaluated from equation (I) by using t=tc. lf the shear 
stress is assumed to be uniform in the cross section, equation (I) 
becomes 

(5) 

For a given levei of settled solids in the pipe, the surface arcas 
in equation (5) can be expressed in terms of the angle e, figure 2, 
as follows, 

Awf = 2RL(1t-e+sine) (6) 

(7) 

Flowing slurry 

:...;..411~ <Atfl 

Moving or 
stationary bed 

Figure 2 - Sketch showing cross sectional and friction arcas for a 
given levei of settled solids 

According to the preceding analysis, the criticai shear stress 
corresponds to the shear stress of the lluid acting on the walls 

when there is no settled solids and the fluid is moving with the 

criticai velocity. For a given value of tc, the pressure drop óPc 
can be evaluated from equation (4) and then the criticai velocity 
can be calculated from equation (3). At v<vc thc avcragc velocity 
of the lluid over the available cross section Atf is equal to V c at 

ali times, since the shear stress is always cqual to te. Therefore, 

the valuc of the angle e can bc dctermincd by first dctermining 
Atf from the following equation for a given value of superficial 
velocity v, 

2 
1tR v= VcAtf 

and then using cquation (7). Oncc e is dctcrmined for a given v, 
Awf is evaluated from equation (6) and óP is calculated from 
equation (5). 

ln other words, by using te as unique adjustable parameter, 
and starting from the fitted valucs of a and b (cquation 3) for 
each solids concentration, the óP vs. v curve for the suspension 
can be generated throughout the whole range of superficial 
velocities. ln the next section we will apply this model to 
experimental data gathered in this work. 

RESUL TS ANO DISCUSSJON 

The prcssure drop behavior of sand-water suspensions was 
dctermincd as a function of solids conccntration. For this 
purposc, wc gathered 156 data points of prcssurc drop for various 
slurry superficial velocities ranging between 0.6 and 2.8 cm/s, 
and different solids concentrations betwcen O and 45% by 
weight. Ali the data were in turbulent flow, and they spanned the 
regimes of stationary bed, moving bed, heterogeneous flow and 
pseudo-homogeneous llow. The data were interpolated to 
produce continuous curves of prcssure drop vs. slurry superficial 
velocity. The resnlts are prcscntcd in ligurc .1. lt c:m he scen that 
the curves cxhibit thc cxpcctcd trcnd: at vcry low solids 
cnnccntration, the prcssurc drop incrcascs monotonically with 
superficial vclocity in thc range studicd. For solids conccntration 
greater than 16%, a minimum in pressurc drop falis within the 
range of figure 3, indicating thc existcncc of stationary and 
moving bcds at low vclocities. This was confirmcd by visual 
obscrvation. Evcn though thc intcrpolation in figure 3 is 
somewhat irregular, mostly duc to experimental error in the data 
and interpolation error, it is evident that the criticai velocity, 
rcprcsented by thc minimum of thc curves, incrcascs as thc solids 
conccntration incrcases. This is consistent with trcnds rcported in 
prcvious works. 

Thc main cmphasis of this work was to quantify thc effcct of 
thc prescncc of polymer on solids suspcnsion and slurry prcssurc 
drop. ln thc abscncc of solid phasc, wc havc dctcrmined in a 
prcvious work that the guar gum solutions, in the range of 
conccntrations cmploycd in thc prcscnt work with and without 
cross-linking agcnt, are drag rcducing (Bcllo et ai., 1996). Drag 
rcduction capabilities are as high as 30% (in tcrrns of dccrease in 
prcssure drops bctwccn thc polymcr solution and pure watcr), 
and thcy bccome more apprcciablc as cross-linking agcnt is 
addcd. 

We havc mcasured thc prcssure drop vs. llow rate bchavior for 
various polymer conccntrations with and without cross-linking 
agent. ln what follows wc will prescnt the experimental results 
and the application of thc modcl dcvclopcd in this work to 
suspcnsions with a fixed total solids conccntration of 40% by 
wcight. 

Figures 4 to 6 show representative comparisons betwecn thc 
mathematical modcl and experimental rcsults. ln spitc of the 
simplicity of thc modcl proposcd, it is clear that it represents 
adcquately thc experimental data. lt is intercsting to point out 
t!lat thc modcl makcs no distinction bctwccn moving bcd and 
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stationary bed regimes. The inclusion in the model of frictional 
fosses in the moving bed regime should improve comparisons at 
velocities below the criticai velocity, although the comparisons 
in figures 4 to 6 indicate that quantitatively the model is adequate 
in its present form. 

óP 
(kPa) 

3.4 

3.0 

2.6 

2.2 

1.8 

1.4 

1.0 

0.6 

0.2 
0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 

v (m/s) 

Figure 3 - Pressure drop as a function of slurry superficial 
velocity for sand-water slurries. Solids concentration are 

expressed in weight %. The dots correspond to actual data points. 
Continuous fines are spline contours interpolated from lhe data 
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Figure 4- Comparison between model (solid fine) and 
experimental data. Sand-water, solids concentration: 40% by 

weight 
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Figure 5- Comparison bctwecn model (solid line) and 
experimental data. Sand-500 ppm guar solution, solids 

conccntration: 40% by weight 
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Figure 6- Comparison between model (solid line) and 
experimental data. Sand-1000 ppm guar solution with cross 

linking agent , solids concentration : 40% by wcight 

Thc pararncters obtaincd whcn thc modcl is fitted to 
experimental data at various polymer concentrations are 
presented in table 2. Figure 7 shows how the criticai shear stress 
varies with guar gurn concentration (C) with anel without cross 
linking agent (borax). For water (C==O) both curves coincide. The 
results show that the criticai shear stress decrcases with increases 
in polymer concentration. ln principie, this trcnd is a 
conscquencc of the fact that an increase in polymer concentration 
leads to an increase in the shear viscosity of lhe solution, which 
makes the solution more effective in suspending solids and hence 
a lower stress is needed. The same argurnent explains why 
solutions with borax requirc a lowcr criticai shear stress: when 
lhe polymcr is cross linked in solution. it behaves as a polymer 
with a largcr apparent molecular weight so that, at the same 
concentration lcvt;l. its viscosification power is stronger which 
leads to an improved ability tu suspend solids. Anothcr factor 
that plays a role in these trends is the drag reduction capability of 
the polymer. lt is interesting to notice that drag reduction 
increases as polymer concentration increases, except for guar 
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with borax at 1500 ppm, for which some drag rcducing capability 
is lost due to the formation of gels in the cross-linking process 
(Bello et ai., 1996). Note that under the sarne conditions the 
criticai shear stress increases with ccncentration. These results 
seem to indicate that there is a relation between thc drag reducing 
capabilities of the polymer and its ability to suspend solids. 

Table 2- Model parameters for a slurry solids concentration of 
40% 

c a b 'te V c 
(ppm) (kPa s/m) (kPas2tm 2 ) (kPa) (m/s) 

o 0.86 0.15 0.0110 1.53 
500 0.77 0.19 0.0093 1.36 
soo* 0.81 0.16 0.0079 1.20 
1000 1.07 0.04 0.0081 1.10 
10oo* 0.52 0.22 0.0062 1.19 
1500 0.72 0.20 0.0072 1.14 
I soo* 0.72 0.17 0.0066 l..09 

* with cross-linking agent 

0.012 .-----r--,.---.----y----r----, 

'tc(kPa) 

0.011 

0.010 

0.009 

0.008 

0.007 

o 

• 

O without hmax 

e with borax 

o 

0.006 .__ _ __._ __ .....__ _ ___._ __ ::~:-_ _.._ _ ___, 

o 500 1000 1500 

C (ppm) 

Figure 7 - Effect of polymer concentration on criticai shear 
stress, solids concentration: 40% by weight. 

The criticai shear stresses obtained for ali the conditions 
explore.d in this work (table 2) seem to be approximately a 
unique function of criticai veloc-ity, as shown in figure 8 wherc 
ali the data points in table 2 have been used to build a curve. This 
result has interesting practical implications since it indicates that 
variations in polymer concentration or levei of molecular 
interactions such as those present in thc cross linking process ali 

lead to the sarne trend in a <c vs. vc plot, i.e., a li.mited 
characterization of solids suspension capabilities might allow one 
to develop an empirical correlation to predict criticai velocities. 

CONCLUSIONS 

We have developed a simple mathematical model to represcnt 
the hydrodynamic behavior of solid-liquid suspensions. The 
model has proved to be adequate to describe the behavior of 
solids suspension by. guar gum solutions. The model requires to 
use the criticai shear stress required for suspe'nding the solid 
phase as an adjustable parameter. The criticai shear stress has 
been shown to decrease with polymer concentration, and to be 

lower when lhe guar gum is cross linked in solution. The results 
indicate a link between the drag reducing abilities of the polymer 
and its efficiency in suspending solids. 

O. O 12 .---.--,--.,---,.---.,.--~-r--,-~--,-.---, 

'tc(kPa) 

0.011 o 

0.010 

o 
0.009 

0.008 o o 

0.007 o 
o 

O. 006 ,___.___.__._-=___._..___.__.___.___.--'...___. 

1.0 1.1 1.2 I .3 1.4 1.5 

vç(m Is) 

1.6 

Figure 8- Rclation between criticai shcar strcss and criticai 
vclocity for various polymer conccntrations, with and without 

cross-linking agent, solids concentration: 40% by weight 

REFERENCES 

Bain, A.G. and Bonnington, S.T., 1970, "The Hydraulic 
Transpor! of Solids through Pipelines", Pcrgnmon Press, Oxford. 

Bello, J.B., Müller, AJ. and Sáez, A.E., 1996, "Effect of 
Intermolecular Cross Links on Drag Rcduction by Polymer 
Solutions", Polymer Bullethz, Vol. 36, pp. 111-118. 

Bird, R.B., Armstrong, R.C. and Hassager, 0., 1987, 
"Dynamics of Polymeric Liquids. Volume I: Fluid Mechanics", 
2nd edition. Wiley-lnterscience, New York. 

Chashchm, I.P., Shalavin N.T. and Saenko, V.A., 1975, "The 
Effect of Polymeric Additives on Drag Reduction", lntemational 
Clzemical Engineering, Vol. 15, pp. 88-90. 

Doron, P., Granica, O. and Barnea, 0 ., "Siurry Flow in 
Horizontal Pipes - Experimental and Modeling", lnternatimzal 
Joumal of Multiplzase Flow, Vol. 13, pp. 535-547. 

Doron, P. and Barnea, 0., 1993, "A Three-Laycr Model for 
Solid-Liquid Flow in Horizontal Pipes", lnternational Joumal of 
Multiphase Flow, Vol. 19, pp. 1029-1043. 

Doron, P. and Barnea, D., 1995, "Pressure Drop and Limit 
Denosit Velocity for Solid-Liquid Flow in Pipes", Chemical 
Engineerüzg Science, Vol. 50, pp. 1595-1604. 

Durand, R., 1953, "Basic Relationships on the Transportation 
of Solids in Pipes - Experimental Research", Proceedinf?s of tlze 
5th Minnl'apolis lntl'mational llydraulics Convention, 
Minneapolis, pp. 89-103. 

Gillies, R.G., Shook, C. A. and Wilson, K.C., 1991, "An 
lmproved Model for Horizontal Slurry Pipeline Flow", The 
Cmzadimz Jmmzal of Clzemical Engineaing, Vol. 69, pp. 173-
178. 

Golda, J ., 1986, "Hydraulic Transpor! of Coai in Pipes with 
Drag Reducing Additives", Clzemical Engineering 
Commwzicatimzs, Vol. 43, pp. 53-67. 

Kulicke, W.-M., Kõtter, M. and Grãger, H., 1989, "Drag 
Reduction Phenomenon with Special Emphasis on 
Homogeneous Polymer Solutions", Advances in Polymer 
Science, Vol. 97, pp. 1-68. 

Parzonka, W., Kenchington, J.M. and Charles, M.E., 1981, 
"Hydrotransport of Solids in Horizontal Pipes: Effects of Solids 

1409 



f'Tf l 
! 

' > 

Concentration and Particle Síze on the Deposit Velocity", The 
Canadian Joumal ofChemical Engineering, Yol. 59, pp. 291-
296. 

Poreh, M., Zakin, J.L., Brosh, A. and Warshavsky, M .. 1970, 
"Drag Reductíon ín Hydraulic Transpótt of Solids", Proceedings 
ASCE, Journal ofthe Hydraulics Division, Yol. 96, pp. 903-909, 
1970. 

Shah, S.N. and Lord, D.L., 1990, "Hydraulic Fracturíng Slurry 
Transpor! in Horizontal Pipes", SPE Drilling Engineering, pp. 
225-232, September. 

Shah, S.N. and Lord, D.L., 1991, "Criticai Velocity 
Correlations for Slurry Transpor! with Non-Newtonian Fluids" , 
A/ChE Journal, Yoi. 37, pp. 863-870. 

Tatham, J.P., Carrington, S., Odell, J.A., Gamboa, A.C., 
MUller, A.J. and Sáez. A.E., 1995, "Extensional Behavior of 
Hydroxypropyl Guar Solutions: Optical Rheometry in Opposed 
Jets and Flow through Porous Media", Joumal of Rheology, Yol. 
39, pp. 961-986. 

Thomas, A.D., 1979, "The Role of Laminarrrurbulent 
Transition in Determiníng the Criticai Deposit Yelocity and the 
Operating Pressure Gradient for Long Distance Slurry 
Pipelínes", Proceedings of the 6th lntemational Conference on 
the Hydraulic Transpor/ of Soíids in Pipes, Canterbury, pp. 13-
26 . 
. Turian, R.M. and Yuan, T.-F., 1977, "Flow of Slurries in 
Pipelines", A/ChE Joumal, Yol. 23, pp. 232-243. 

Wilson, K.C ., 1970, "Siíp Poínts of Beds in Solid-Liquid 
Pipeline Flow", Proceedings ASCE, Joumal of tlte Hydrau/ics 
Division, Vol. 96, pp. l-12. 

Wilson, K.C., Streat, M. and Bantin, R.A ., 1972, "Siíp-Model 
Correlation of Dense Two-Phase Flow" , Proceedings of tire 2nd 
lnternational Conference on the Hydraulic Transpor! of Solids in 
Pipes, Coventry , pp. 1-1 O. 

Wilson, K.C., 1988, "Evaluation of Interfacial Friction for 
Pipeline Transport Models", Proceedings of the II tlr 
lnternational Conference on the Hydraulic Transpor/ of Solids in 
Pipes, Stratford-upon-Avon, pp. 107-116. 

1410 



VI ENCIT I VI LATCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

SPATIAL DISTRIBUTION OF GAS AND SOLID PHASES lN 
CONICAL SLURRY BUBBLE COLUMNS 

A3Cii1 S. Siquier, A. Ronchetti, M. Calderón, P. Llaguno and A.E. Sáez 
Departamento de Termodinâmica y Fenómenos de Transferencia 

Universidad Simón Bolívar, Caracas, Venezuela 

SUMMARY 

ln this work we pe1jorm an experimental study of the spatial distriblllion of phases in slurry bubble 
columns witlt conical dislrihutors wilh three different apex anRles. The main emphasis is given to the 
characterization of phase distributions in the conical section. ln cmlliluwus operalion, an absolute 
maximum in solids concentration is oblained at a point localed on lhe wall of the cone. The localion of 
the maximum moves up as lhe solids contenl in lhe column increases and as lhe apex angle decreases. 
More gradual axial variations of the solid concenlration in lhe cones are obst;rved at low apex angles. 

INTRODUCTION 

The spatial distribution of phases in a slurry bubblc column is 
of great relevance for the design of these systems as chemical 
reactors. The geometry of the distributor at the bottom of the 
column plays an important role in determining the 
hydrodynamics of the system. Conical distributors are commonly 
employed since they provide two important advantages. First, 
they allow a smooth transition between the entrance pipe and the 
main body of the column, which avoids the presence of "dead 
zones" in lhe entrance section. Second, when working with 
solids at relative large particle sizes and solids concentrations, 
the cone provides a distribution of phase velocities in the 
entrance region that can accomplish the fluidization of solids 
with a wide partide size range. 

The use of tapered columns has been extensively studied in 
two-phase fluidization (Mathur and Epstein, 1974). One of the 
practical designs of such systems is lhe jet spouted bed in which 
lhe fluid is introduced through a relatively small entrance section 
at lhe bottom of a conical region (Markowski and Kaminski, 
1983). The jet spouted bed is characterized by the existencc of a 
core region in which the fluid moves upwards and an annular 
region with downward motion of the phases. ln this regime, 
relatively high bed voidages anda strong degree of mixing of the 
solids are observed. ln the conventional spouted bed, lateral 
mixing in the bed is poor and the solid tends to accumulate in the 
vicinity of the wall where strong downflow motion exists. 
Maruyama et ai. (1984) determined that, in liquid-solid 
fluidization, relatively large cone apex angles (above 15%) led to 
lower voidages in the expanded bed region and strong mixing 
among parti eles of di fferent sizes. Uemaki and Tsuji ( 1992) 
reported that lower solids contents were obtained dose to the 
walls when lhe jet spouting regime was achieved, although it is 
generally considered that lhe solids distribution in this regime is 
approximately uniform (San José et ai., 1993). Recently Olázar et 
ai. (1993a, 1993b, 1994) and San José et ai. (1994) have 
conducted an extensive study to quantify the hydrodynamics of 
tapered fluidized beds in the jet spouting regime. These 
investigators have shown how particle segregation can be 
effectively controlled in polydisperse solids, and have provideel 
means for estimating hydrodynamic parameters for these 
systems. 

ln gas-liquid-solid systems, conical spouteel beds have not 
been as extensively studied as in two-phase fluidization. 
Nishikawa et ai. (1976) analyzed lhe hydrodynamics of three­
phase spouted beds with columns and inlet nozzles of various 
diameters. They found that the ratio 'between inlet nozzle and 

column diameter (eiTID) hael an appreciable effect on the 
hydroelynamics: lower values of that parameter led to larger gas 
holdups and better gas phase distributions. Almost uniform gas 
holdups were obtained for dT/0<0.2 in the conical region. 
Nishikawa et ai. observed that larger gas holdups were obtained 
in the neighhorhooel of lhe inlet nozzle. ln a !ater work, 
Nishikawa et ai. ( 1977) measured gas-liquid mass transfer 
coefficients in three-phase spouted beels. They observed liquiel 
flow patterns that resemble those obtained in fluid-solid jet 
spouted hcels when lhe solid particles had sizes lower than I mm. 

Kleijntjens ct ai. ( 1994) pcrforrncd expcrimcnts in which they 
measured lhe solids elistribution in lhe conical region of a three­
phase spouted bed. They observed a circulating tlow pattern 
similar to the jet spouted bed. The axial soliels concentration 
profiles at lhe center of the column exhibited two different 
trenels, according to the value of the total soliels loading: at low 
solids content, thesc profiles resembled the exponential decay 
curve typical of lhe application of lhe sedimenlation-dispersion 
model to a system with straight walls; on the other hand, at high 
solids loading, they observed s-shaped profiles in which a dense 
but homogenous zone was distinguished at the bottom of the 
column, near lhe gas inlet (in their experiments, there was no net 
flow of liquid phase). The solids concentration at a given axial 
position always decreaseel with distance to the eenter of the 
column, although dose to lhe gas inlel, lhe solids concentration 
was essentially uniform in lhe lateral direction. Kleijntjens et ai. 
descrihe their data by means of a mathematical model that 
combines the sedimentation-dispersion model with mechanistic 
considerations baseei upon lhe influence of local turbulence 
leveis on parlicle distribution. 

ln this work we present experimental rcsults on phase 
distributions in the conical scction of slurry bubble columns. The 
main objective is to assess lhe effect of phase velocities, total 
solids loading, anel cone apex angle on the elistribution of the 
phases. 

EXPERIMENTAL 

The expcriments were perfmmeel in plexiglas hubble columns 
with conical entrance sections. The cylindrical section has an 
internal diarneter of 29 cm anel a total height of 60 cm. The 
height of the column was chosen as approximately twice the 
internal diameter since, as it will be shown, this length is enough 
to obtain at the top a raelially uniform solids concentration. The 
entrance to the conical distributors was a pipe with an internal 
diameter of 3.7 cm through which air anel solid-liquid suspension 
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were simultaneously fed to lhe conical section. Three different 
conical sections were employed with apex angles of 13', 22' and 
34', and totallengths of 1.305, 0 .770 and 0.414 m, rcspectivcly. 

Ali the cxperimcnts were conductcd nt r~mhicnl tcmpcralmc 
(23-25°C) and almospheric pressure ai the top of the column. 
The gas phase used was almospheric air and lhe liquid was tap 
water. The solids used were siliceous sands with polydisperse 
parti ele size distributions: solid I: 100-150 Jlm: 14.8 wt%, 150-
200 Jlm: 35.2 wt%, 200-250 Jlm: 31.0 wt%, 250-300 Jlm: 19.0 
wt%; solid 2: <63 Jlm: 8.4 wt%, 63-150 Jlm: 2.8 wt%, 150-177 
Jlm: 10.4 wt%, 177-212 Jlm: 6.8 wt%, 212-250 Jlm: 22.2 wt%, 
250-354 Jlm: 34.0 wt%, >350 Jlm: 15.4 wt%. The experimcnts 
were performed in semibatch and continuous modes of operation. 
ln the semibatch mode only air flowed through the entrance pipe. 
ln the continuous mode, the slurry was fed to the column by 
means of a progressive cavities pump, and the overflow from the 
column was recycled to the feed tank. 

I 
The global gas holdup ( <Eg>) was determined by the bed 

expansion method as the ratio between the air volume in the 
column during operation, measured after complete 
disengagement of the gas phase at the end of the experiment, and 
the total volume of gas-slurry suspension. The columns were 
provided with sampling probes distributed axially which consist 
of tubes with an internal diameter of 0.64 cm through which 
slurry samples were withdrawn. The probes could be displaced 
radially. The solid concentration in the slurry was measured by 
determining the weight of solids after complete drying of the 
samples. The effect of local fluctuation in the solids 
concentration due to turbulence was minimi:r.ed by laking three 
consecutive samples at each point once lhe sleady statc was 
achieved (Pino et ai., 1992). The solids concentrations reported 
in this work correspond to the mean value of the three samples. 
Local gas holdups were measured by means of an electrical 
conductivity probe. The probes consisted in two stainless sleel 
grids measuring 5 cm x 5 cm located at a distance of 5 cm apart. 
and mounted on a plexiglas structure that was introduced through 
the top of the column and located at the desired measuring point. 
The two screens were connected to a conductivity bridge that 
measured the conductance of the gas-liquid suspension between 
the screens. The specific conductance was averaged over I 00 s 
for each measurement. and these values were calibratcd in 
independent tests so that local liquid holdups wcrc determined 
from them. This procedure was employed only in gas-liquid 
flows. Once a gas holdup profile is obtained. lhe global gas 
holdup was calculated by integration, and it was compared to lhe 
value determined by the bed expansion method. 8oth values 
were always within 15% of each other. 

RESUL TS AND DISCUSSION 

The gas holdup profiles obtained in gas-liquid fhw 
experiments were qualitatively similar for ali the operating 
conditions employed in this work. Figures I to 3 illustrate the 
behavior obtained for two different gas superficial velocities 

(V g) and two different cone apex angles (0). Thcsc figures show 
contour !ines between the centerline (r=O) and the wall of thc 
column (r=l4.5 cm). Ali the contour plots presented in this work 
were built by using bicubic spline interpolation over more than 
500 nodes from the data taken at the sampling points. Note that 
the horizontal scale is the sarne for the three figures, but the 
vertical scale has been adjusted for a better visualization of the 
trends (the 13' column spans a vertical distance of 1.905 m 
whereas the 34' columns spans 1.014 m). ln the cylindrical 
section of lhe column and the upper part of the cone, the gas 
holdup contours tend to be vertical, indicating more appreciable 
changes with radial position than with vertical position. ln that 
region, the gas holdup decreases as the wall is approached. This 
trend has been previously reported for cylindrical bubble 
columns (see, for example, Hills, 1974). lt is a consequence of 

the liquid circulation pattcrns in thc bubble column: gas and 
liquid phascs tcnd to rise prcferentially at the center of the 
colurnn whcrcas ner~r thc wr~ll thc liquid moves downwards 
dragging a smallcr amount of gas . ln thc n•nical rcgion, thc gas 
holdup incrcases as thc inlet section is approached. The inlet 
pipe, in which gas velocities are high. has a gas holdup that is 
appreciably largcr than the average gas holdup in the bubble 
column. 

Figure I - Gas holdup contours in gas- liquid operation, 

VJ=0.4 cm/s, 0=34', Vg=3 cm/s, <Eg>=0.041 

Figure 2 - Gas holdup contours in gas-liquid operation, 

Yl=0.4 cm/s, 0=34', Vg=9 cm/s, <Eg>=0.102 

Thç trends discusscd above with regards to th' spatial 
variation of the gas holdup are not affected by changes in the gas 
superficial velocity, as it can be gathered by comparing figures I 
and 2. A quántitative difference is observed when the apex angle 
i~ changed: in the column with the slowcr tape r (figure I), axial 
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variations of gas holdup in lhe cone are more gradual than in lhe 
cone with 34' apex angle (figure 2). The gas holdup in the cone 
increases towards the center. The 13' cone exhibits a behavior 
that is intermediate between the cylindrical section and lhe 34' 
cone. 

Figure 3 - Gas holdup contours in gas-liquid operation, 

V1=0.4 cm/s, e=I3', V g=9 cm/s, <Eg>=0.124 

The main objective of this work is to study solids 
concentration profiles in thc bubhle column, <1nd how thcy are 
affected by operating conditions. ln the following paragraphs we 
will analyze the effects of gas velocity, parti ele size distribution, 
total solids loading and cone apex angle on the solids 
distribution . 

Figure 4 shows solids concentration profilcs at the ccnterlinc 
for various average solids concentration (<C5>). The dashcd linc 
represents the interface between thc cone and the cylindcr. 
Straight !ines have been drawn between data points for a hctter 
visualization of the trends. Hydrodynamic parameters related to 
the experiments are reported in table I, where Csf is lhe solids 
concentration in the feed slurry. The superficial gas vclocity of 
V g= 1.4 cm/s is elos e to the criticai gas velocity for solids 
sediment<Jtion which, for the conditions employed in figure 4, is 
around I cm/s. The concentration. pro files presented in figure 4 
have a shape that significantly differs from lhe typical 
exponential distributions obtained in cylindrical bubblc columns. 
ln the cylindrical section, the concentration decreases 
monotonically with axial position where<1s in the conical section 
a maximum is prescnt. Thc existence of lhe maxima is a 
consequence of a dilution effect at the bottom of the col~mn, 
since the fced concentrations are signific<lrllly lower than the 
average concentrations in the systcm (table I). lt is intcrcsting to 
note that the location of the maximum moves upwards in the 
conical section as the average solids concentration increases. 
This is also a consequence of the low leveis of solids in the feed. 

A better visualization of the solids distribution can be obtained 
by plotting contour tines of constant concentration. Figures 5 lo 7 
show lhis represcntation for three differcnt gas velocitics in 
continuous operation. The contour values reprcsent solids 

concentration in kg/m3. The solids distribution rs qualitativcly 
different in the conical and cylindrical seclions. ln lhe cylindrical 
section the solids concentration decreases wilh height but is 
uniform radially. ln the cone, the concentration increases toward 
the wall and reaches a maximum with hcight. The results 

prescnted in figmcs 5 to 7 show that the absolute maximum of 
solids concentration is achieved at an intcrmediate height on the 
wall of thc cone. At low gas velocities (figure 5) the maximum 

conccntration cxcecds I 000 kg/m3. As statcd carlier, lhe gas 
velocity in figure 5 is closc to thc criticai gas vclocity so that 
solids sedimentation would occur from this point is thc gas 
velocity is dccreased. The solid distribution in figure 5 suggests 
that solids sedimcntation would start at a point on thc wall with 
intermediate height inside the cone. The rcgion on the wall with 
high solids concentration would be an undesirablc feature in the 
operation of a chemical reactor in which the solid phase acts as 
catalyst. The high leveis of solid content in that region might 
significantly decre<1se local rnass and heat transfer rates , leading 
to n hot spot or n dcnd 7.nnc. 

ROO r-----.----=..---..:----..--r---.--r---.---. 

C 5 (kg/ m3 ) 

600 

400 

200 

20 40 60 80 100 

z (cm) 

rigurc 4- Solid conccntration profilcs at lhe ccntcrlinc (r=O), 

solid I, V g= 1.4 cm/s, VJ=0.4 cm/s. 9=34'. Each curve 
corresponds to a differcnt average solids concentration (<Cs>): 

E: 70 kg/m3, G : 120 kg/m3, C: 200 kg/m3, J: 300 kg/m3, B: 750 
kg/rn3 

650 

700 

750 

Figure 5 - Solid concentration contours, solid I, VJ=0.4 cm/s, 

e=34', V g= 1.4 cm/s, C5p65 kg/m3, 

<Cs>=750 kg/m3 ,<Eg>=0.017 
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Table I - Hydrodynamic parameters for the data in figures I to 3, 

solid I, V g=l.4 cm/s, Vt=0.4 cm/s, 0=34" 

<Cs> (kg/m3) 
70 
120 
200 
300 
750 

Csr (kglm3) 
12 
37 
36 
41 
65 

600 

650 

<fg> 
0.017 
0.019 
0.020 
0.020 
0.017 

Figure 6- Solid concentration contours, solid I, Vt=0.4 cm/s, 

0=34 ·, V g=9.0 crnls, Csr-326 kg/m3, 

<Cs>=670 kgtm3,<Eg>=0.082 

The presence of an absolute maximum in solids concentration 
at a point on the wall of the cone is consistent wi!h the slurry 
circulation patterns observed: the slurry rises at the center of the 
column and moves downwards close to the wall. The downward 
motion favors solids settling, and the wall acts as an interceptor 
for the settling particles, accumulating solids. As the slurry 
progresses downward along the wall . it encountcrs a rcgion of 
low concentration dueto the entrance of more diluted slurry, and 
its concentration decreases. The region of low concentration at 
the bottom is also aided by the high drag exerted by the gas on 
the particles, dueto the relatively large gas velocities present. 

Figures 5 to 7 also illustrate the effect of superficial gas 
velocity on solids distribution. As the gas velocity is increased 
from 1.4 to 9 cm/s (figures· 5 and 6), the solids concentration 
becomes more uniform inside the cone rcgion although the trcnds 
in the spatial distribution are preserved. lf the gas velocity is 
further increased to 16 cm/s (figure 7) no large quantitative 
changes are observed: notice the similarity between figures 6 and 
7 (the small differences might be a consequence of the slightly 
!ower solids loading in figure 7). The increase in gas velocity 
leads to a better mixing of the solids in the cone region. At high 
gas velocities, the maximum in solids concentration is still on the 
wall of the cone, but concentrations along the wall are more 
uniform than at the lower gas velocities. 

The effect of cone apex angle on solids distribution is shown 
in figures 8 to 1 O. Notice that the vertical scales of the three plots 
are different. The global trends are similar for the three cones. ln 
the cone with the lowest apex angle (figure 8) the dilution effect 
is much stronger but once concentration leveis have reached 

800 kg/m3, the axial variations of solids concentration are more 
gradual with absolute height than in lhe other cones. lt is 
interesting to note that, at the point whcre cone and cylinder meet 
in the 1:1" cone. for whkh z= 1.305 m, thc solids c.:oncentration 
levei is much highcr than at lhe top of lhe cylinder in lhe 34" 
cone, for which z=l.014 m. This indicates that higher leveis of 
solids concentration anda more uniform axial solids distribution 
can be achieved as the taper anglc is dccreased . This result has 
important practical implications for lhe design 9f conical 
distributors in systems with high solids content. ln this case, it is 
convenient to use small tapcr angles if the objective sought is a 
hetter clistribution of solid phase with high concentrations. 

550 

600 

Figure 7- Solid conccntration contours, solid I, Vt=0.4 ern!s, 

9=34 · , V g= 16.0 crn!s, C 5 p290 kg/m3, 
1 <C5 >=ó30 kg/m· .<Eg>=O.l 09 

Figure 8 - Solid concentration contours, solid 2, Vt=0.5 crnls, 

9=13", Vg=9.0crn/s, C5p295 kg/m3, 

<Cs>=600 kg/m3 ,<Eg>=0. 114 
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Figure 9- Solid concenlration contours, solid 2, V1=0.S cm/s, 

8=22", Vg=9.0cm/s, Csr=517 kgtm3. 

<C5 >=600 kg/m3,<Eg>=0. I 5J 

Figure 10- Solid concentration contours, solid 2, V1=0.S cm/s, 

8=34", V g=9.0 cmls, C5r=504 kg/m3, 

<C5>=600 kg/m3 ,<Eg>=O.I 08 

The effect of particle size distribution on lhe solids 
concentration profiles can be assessed by comparing figures 6 
and I O, which present results at approximately lhe sarne 
operating conditions for the two solids employed. Solid 2 has a 
slightly larger mean particle size than solid I . This results in 
appreciably more vertical variations in solids concentrations 
(figure I 0). lt is :interesling to note thal the result presented for 
solid 2 exhibits a maximum levei of concentration that is larger 
than that attained with solid I (figure 6) even though the former 
has a lower average solids concentration. 

Figures li and 12 show results in continuous operation for a 
low total load of solids. The trends observed are qualitatively 

similar to thosc ohtaincd at higher conccntrations (figures 8 to 
10). For thc 34" cone it is noticeahlc that a reduction in solids 
concentration leads to a lowcr location of the point of maximum 
concentration on lhe wall. This is not observed in the 13" cone 
where both maxima are at approximately lhe sarne location. The 
results suggest that the effect of total solids loading on lhe 
location of the point of maximum concentration might be less 
important as the cone apex angle decreases. 

Figure li - Solid concentration contours, solid 2, VJ=0.5 cm/s, 

8=13", V g=9.0 cm/s, C5r=IOO kg/m3, 

<Cs>=300 kg/m3,<Eg>=0.148 

6 

Figure 12- Solid concentration contours, solid 2, V1=0.4 cm/s, 

8=34", V g=9.0 ~mls, C5r=J80 kg/m3, 

<C5>=300 kg/m3,<Eg>=0.144 

Finally, we repor! the effect of cone angle on solids 
distribution in the sernibatch rnode of operation. The results are 
presented in figures 13 and 14. ln these cases, wc can see that the 

1415 



-rr : 

... 

dilution effect of the feed is not present, as expected . The 
maximum levei of solids concentration is attained at the bottom 
of the bubble column, even though there is a trend of the solids 
concentration to increase towards the wall. These maxima lead to 
higher concentrations that those obtained in continuous 
operation. Once again, the vertical solids distribution changes 
more gradually inside the cone as the cone apex angle decreases. 

Figure 13- Solid concentration contours, solid 2, VJ=O, e=t3•, 

V g=9.0 cm/s, <Cs>=600 kg/m3 .<Eg>=0.099 

Figure 14- Solid concentration contours, solid 2, VJ=O, e=22., 

V g=9.0 cm/s, <Cs>=600 kg/m3 ,<Eg>=0.089 

CONCLUSIONS 

The distribution of gas and solid phase in lhe conical 
distributor of a slurry bubble column is substantially different 
than that obtained in the cylindrical section. The gas holdup 

lends to change prcferentially in lhe radial direction in the 
cylindrical section, decreasing towards lhe wall, whereas the 
change in the coni~al section is more pronounced in the vertical 
direction, increasing towards the entrance. ln continuous 
operation, the largest levei of solids conccntration is obtained at 
an intermediate position on the wall of the conical region. The 
location of this point moves upward as total solids load is 
increased . ln semibatch operation, the solids distribution 
decreases monotonically towards lhe top of the column. One 
significant conclusion that can be gathered from the information 
presented is that lowcr apex angles lead to a more uniform 
distribution of lhe phases in the conical rcgion of the bubble 
column. 
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SUMMARY 

This paper presents a procedure for slug measurements in gas-oil horizontal flow and its results. 
The method a/lowed the measurement of bubble velocity and bubble and slug lengths. By using data 
analysis it was possible to sc!t the boundaries for the region of slug flow occurrence. It was also 
verified thar the data obtained ugreed with OLGA lwo-phuse jlow simulator in a range of ± 20%. The 
s/atislical analysis of bubble and slug lengths showed that lhey have a log-normal distribution with a 
broad dispersion. 

INTRODUCfiON 

Multiphase pumping is one of the most prom1smg 
technologies to allow oil exploitation from deep water wells. 
To master this technology PETROBRAS built a si te i n 
Araeaju (Northeastern Brazil) for testing of multiphase 
production equipments. ln arder to provide actual lield 
conditions a horizontal pipeline 6 in (0, 15 m) diameter and 
200 m long was installed before the multiphase pump inlel. 
This paper aims to describe the proccdures and results of gas­
oil tlow monitoring through this pipeline. Working tluids are 
oil from Camarim Field and gas from Atalaia, with the 
following properties (at I O bar and 30°C): o ii density 860 
Kg/m 3

, oil viscosity 15 cP and gas density 8.8 Kg/m3
. 

Horizontal two-phase flow patterns are bubble, s lug, 
annular and stratified (smooth or wavy). The oceurrence of 
each tlow pattern depends on the tluid properties and pipeline 
geometry. Because of the characteristics of the plant and the 
allowed tlow rates, only stratified and slug tlows were 
expectcd, so the tcsts were pcrformcd for these patterns. Slug 
tlow can be described as a scquencc of largc bubbles followed 
by liquid slugs. Thcse slugs havc di spcrscd bubblcs in its 
body. and the bubbles are accompanied by a liquid film. A 
slug tlow is represented schematically as in figure I. Slug 
flow may represent danger for the multiphase pump opcration 
bccause its long bubbles can carry small amounts of liquid , 
less than thc minimum nccessary to lubricate thc multiphasc 
pump. ln this case there was a possibility of damaging thc 
pump gcars. The obtaincd data was uscd al so to verify th c 
accuracy of a commercial two phase tlow simulator. A 
statistical analysis of thc dispcrsion of bubble and s i ug 
lengths was also performcd. 

Flow --
(L5.~·.ÇD3 

.. , 
Figure 1- Slug tlow rcprescntation. 
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EXPERIMENTAL PROCEDURES 

The picture in Figure 2 shows thc tlow diagram for the 
experimental test site. A total of thirty-three sets of data of 
bubble velocity, main frcquency and bubble and slug lengths 
was acquired at 11 different liquid and gas superficial 
vclocitics. Flow rates were measured in orifice platcs, for the 
gas phasc, and by a Coriolis meter, for the oil phase. The meters 
wcre located before the mixing scction. The actual flow rates at 
test section wcre correcled considering the PVT propertics of 
the two fluid s. A couple of Valydine diffcrential pressure 
transduccrs cnabled slug monitoring. A pair of taps in the top 
and bottom of the pipe allowed the measurement of differential 
hydrostatic levei , which is proportional to wave height or 
liquid slug hold up. A second pai r of taps located downstream 
provided the bubble velocity measuremcnt. Because of the 
high prcssure (30 Kgf/cm2

) in test section, flow visualization 
was not performcd. 

GasOutput 

I'I<:TROHRAS n:.•n SITt: FOH MULTII'IIASt: t:QUII'Mt:NT 
A'rAI.AIA 

Figure 2- f-low diagram for the test site. 

f-igure 3 shows a typical plot !Tom the obtained slug flow 
data with liquid superficial velocity (V,1) of 1.16 m/s and gas 
superficial velocity (Ysg) of 0.33 m/s. ln this figure the upper 
leveis corrcspond to liquid s lugs and the lower ones are the 
large bubbles. The half of the s ignal range was used as a 
critcrion to distinguish bubbles and slugs. Data acquisition 
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and processing used the software LABVIEW running in a 
Macintosh Quadra 950 with a 16 bit A/D board. Each run was 
performcd during 48 seconds with a frequency of 83 Hz ( 4000 
samples per channel). The two-channel data processing uscd 
cross-correlation and power spectrum techniques to allow the 
calculation of bubble velocity, main frequency, and bubble 
and liquid slug lengths. Gas and liqui d flow rates, pressure 
and tcmpcrature data were also acquired through the computer. 

o 
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Figure 3- Typical data of differential pressure for slug flow. 

Proeej)ure to Caleulate Slug Charactcristics. Thc average 
velocity of bubbles (VB) could be calcu lated through thc use 
of two similar transducers. They wcre located at a distance of 
1.05 m. Providcd that the distance is known, it is necessary to 
obtain thc time delay between two sensors in order to 
calculate the bubble velocity. lf there are two similar signals 
x(t) and y(t), the time delay among them can be calculated as 
the maximum valuc for cross corrclation function (Rxy(t)), Eq. 
(I). 

1 1' 
Rxy(T:) = limr_.~ T fox(t- T:).y(t)dt (I) 

Thc plot of a cross correlation result is on Figure 4 for 
Vsg=0.33 m/s and V,J= l.I6 m/s. From the graph we can 
estimatc thc time delay as 0.48 s. Since the distance is 1.05 m, 
then the bubble velocity is 2.19 m/s. 
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1.0 104 

ó 0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 

Time Delay (s) 

Figure 4- Cross correlation spectrum (Vsg 0.33 m/s and V~ 
1.16 m/s). 

Thc average time length for an ensemblc (bubble + s lu g) 
can be achieved by thc main frequcncy of thc signal. The 
frequency spcctrum was obtained by Fourier Transform, Eq. 
(2). 
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Sxx( f) = j_+: Rxx(T:).e -2r<J'' dT: (2) 

ln Eq. (2), abovc, Rxx(1) is the cross corrclation and it is 
givcn by Eq. (3), as 

I I 

Rxx(T:)=Iinl 1 _ , ~ Ti,x(t-T:).x(t)dt (3) 

Figure 5 shows a typical plot of fn:qucncy spcctrum for the 
experimental data. 
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Figure 5- Frequency spectrt;m (Vsg=0.33 m/s and V,,=l.l6 
m/s). 

The invcrse value of main frequency corrcsponds to the 
average time for an cnscmble (bubble and slug). The product of 
periorl and bubble velocity cquals the average total length 
(Lr). Slug and bubble average lengths are computed rrom 
Eq.(4) and Eq .(5) as: 

L =PLr 
B 

(4) 

Ls = o-Pl Lr (5) 

ln the cquations above, the bubblc relative length, p, is 
given by Eq.(6): 

P=~ L 1n +L, r, 
(6) 

Figure 3 shows that lhe differential prcssure during slug 
occurrence is ncar I O l-m of watcr colurnn and during lhe 
bubble is ncar zero. At first sight it can bc stated that tl1,e range 
offluctuations is almost 10 cm of water. As the liquid s lu g 
occupies the whole pipe section, then it can be inferred that 
the liquid height during the bubble should bc 5 cm, since it is 
a 15 cm diameter pipeline. This would corrcspond to a bubble 
void fraction of 80%. However, this statement is not reliable 
because therc is no way to assure which tluid (oil or gas) is 
inside lhe pressure taps. 

RESULTS 

Thc results of processed data for bubble vclocity, main 
frcquency, and bubble and slug lengths are presented on Tab le 
I as function of liquid and gas superficial velocitics. 



Tablc 1- Acquired data 

TEST MEASURED V ALU ES 

Vsg V s i Vs Freq. Jl La Ls 
m / s m/ s m/s Hz m m 

0 .33 1 . 16 2. 19 0 .140 0 .197 2 .83 1 1 .57 
0 .33 1 .16 2.30 0.107 0 :2 52 2 .79 8.27 
0 .33 1 . 16 1.99 0 .13 0 0 .259 3 .48 9.9 4 
0 .33 1 . 16 2 .13 0 .11 4 0 .2 18 2 .57 9. 18 

0 .44 0 .9 9 2.02 0 .146 0 .235 3 .26 10.59 
0 .4 4 0 .99 2 .19 0 .083 0 .300 7.88 18. 41 
0.44 0.99 1.98 0 .146 0.295 4.01 9 .57 
0. 4 4 0 .99 1. 98 0 .083 0 .294 6 .99 16.78 
0 .44 0 .99 2.4 3 0 .104 0 .406 9.48 13.85 

0 .58 0 .86 2. 0 3 0 .083 0 .3 64 8 .85 15 .49 
0 .58 0 .86 2 .03 0 .125 0 .433 7 .02 9 .20 
0 .5 8 0 .86 1.88 0 .125 0 .48 1 7 .25 7 .82 
0 .58 0.86 2. 11 0 .125 0 .505 8 .52 8 .3 6 

0 .7 0 0 .72 1. 88 0 .08 3 0 .509 11 .5 1 11 .10 

0 .7 0 0.72 2 .03 0 .125 0 .563 9. 13 7 .0 9 
0.70 0 .7 2 1.88 0 .08 3 0. 52 8 11 .9 4 10 .68 
0 .70 0.72 2 .65 0 .08 3 o 625 19.89 11 .94 

0 .80 0 .50 1 .91 0 .0 63 0 .699 15 .44 6. 64 
0 .80 0 .50 2. 11 0 .0 42 0 .69 1 34 .96 15.64 

0 .80 0.50 2 . 19 0 .0 63 0 .696 24 .3 9 10.65 

0 .90 0 .40 1 .59 0 .04 2 0 .72 8 27 .07 10.10 
0 .90 0.40 1 .90 0 .0 42 0 .809 25 .59 6 .06 
0 .90 0. 40 2. 11 0 .063 0 .7 26 24.5 1 9 .25 

0 .99 0 .25 3 .24 0 .0 2 1 0 .8 13 126.67 29. 14 
0.99 0 .25 3 .24 0.0 42 0 .93 7 72.82 4 .9 0 

0 .76 0. 33 3 .98 0 .04 2 0 .78 1 74. 49 20 .89 
0. 7 6 0 .33 3 .50 0.063 0.78 1 4 3.7 4 12.26 
0 .76 0.33 2 .13 0 .04 2 0 .781 39 .97 11 .21 

0.72 0.30 3. 02 0 .02 1 0 .78 1 11 3.29 3 1 .77 

0 .64 0.28 3.50 0. 0 63 0 .625 35.00 2 1 .00 

0 . 50 0 .22 3 .37 0 .03 1 0 .8 12 87. 59 20 .28 

0 .50 0 .22 3.37 0 .063 0 .844 45.45 8 .40 
0 .50 0 .22 4 .6 1 0 .083 0 .844 46 .66 8 .62 

Two adoptcd critcria wcrc uscd to sct the boundary 
between slug and stratified fl ow: the analys is of I) slug 
velocities and 2) lengths . 1t was admittcd that if thc actual 
velocity was 20% grcatcr than thc calcu latcd according t o 
Bendiksen ( 1984), givcn by Eq . (7). thcrc was no longcr s i ug 
flow. The proced urc is ill ust ratcd in Fig 6. Thcse point s 
correspond to thc cxccss ivc bubb lc and s lug lc ngths in Table 
I. ln add it io n it was also vcrificd that the ana lys is llts w ith 
Taitel and Dukler ( 1976) fl ow pattcrn map (Figure 7). 

(p, - p,)gd 
VB = I, OS.( VM,/ + v,, )+0, 54 (7) 
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Figure 6- Compari son among calculatcd and actual bu bbl e 
ve loc it ies. 
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Figure 7- Obtained data plottcd in Taitel and Dukler ( 1976) 
flow pattern map. 

Compari son Between Experimenta l Data and OLGA 
Simul ator. Two-phase tlow in pipes is a subject with a large 
background of research. Although there are many experimental 
and theoret ical studi es of horizonta l s lug flow (Dukler a nd 
Hubbard ( 1975), N icho lson et a i. ( 1978)) a lmost ali of them 
were performcd with air and water as working fluid s. Some 
works were performed with lig ht oi l and aír like Gregory et a i. 
( 1978) but thcre are only a few data avai lable for natural gas 
and o il as Brill et ai. (1981). ln real pipeline projects t hc 
equations developed for air-water flows are usually adopted. 

Gas-oil fl ows are different fi-om air-water flows mainly 
because of mass transfer between phascs that can not be 
ncglcctcd. The dynamic two-phasc fl ow s imu lator OLGA uses 
some hypothcsis al rcady published for slug flow and inc lud es 
some approaches obtai ncd in an experimental research in gas­
oil tlows (Bcndi kscn ct a i. ( 199 1). Experimental data were 
compared with O LGA results of slug tracki ng opti on. O LGA 
uses a PVT simu lator (PVTOL) to calculate a table of tluid 
propertics in fl ow conditi ons, given oi l and gas composi tions. 

A comparison between obtained data and the results of th e 
dynam ic two-phase tlow simul ator OLG A showed good 
agreement if the slug frequen cy is known in advance. Usin g 
measurcd slug frequency as input data, OLGA results agreed 

with measured values into a range of ±I 0% fo r bubble velocity 
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and ±20% for bubble and liquid length. This shows th at 
although the slug flow models are well developed, there are 
still some unce rtain ti es related to the mechanism of s lu g 
generation. The comparison is shown on Figures 8 and 9 
comprising over average data for eaeh oi l and gas superficial 
velocity couple. 
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Figure 8 - Comparison of measured and calculated (OLGA) 
bu bb le velocitics. 
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Figure 9 - Comparison .of measured and calculated (OLGA) 
lengths. 

Stat istjcal Ana lys is ofLen2th Distribution. The measured 
values are eonsidered in terms of average, .which have 
uncertainties that must be quantified. The analys is of the data 
histogram can provide information related to the data 
uncertainty. The histograms of bubble and slug lengths for 
V,I=0.99 m/s and V,8=0.44 m/s are presented in Figures I O an d 
1 I. 

Accord ing to the Figures 10 and 11 the two di st ributi ons 
are asymmetric. Bri ll et ai. ( 198 1) found a log-normal 
di stribution for slug lengths. The log normal distribution 
means that the logarithms of the values of data ensem ble havc a 
normal distribution. The Komogorov-Smirnov test 
eorroborated the correctness of this assumption for a 
significance levei of 5%. This hypothesis can also be veri fied 
through the plot on Figure 12. ln this figure , logarithms of 
bubble and slug lengths (for V,I=0.99 m/s and V,8=0.44 m/s) 
are pl otted against the inverse of normal distribution of data 

occurrence (TJ- 1
). The straight line fit shows that the 
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assumpti on of normal distribution for logarithm of lcngths is 
reasonable. lt is important to note that thc frequency spectrum 
(as shown in Figure 4) also rcveals the shape of a log-normal 
di stri bution. 
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Figure I O - Bubble length histogram 
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Figure 11 - Slug length hi stogram 

Admitting the log-normal distribution. the maximurn and 
minimum expectcd bubble and slug lengths for 95% of 
contidence are presentcd on Tablc 2. This table shows that 
regardless lhe pcriodic nature of slug tl ow, a broad range of 
individual bubble and s lug lcngths can be expected. Onc 
interesting fact is thc similarity of values for maximurn, 
minimum and average slug lengths at differcnt tl ow rates. This 
fact is in agreement w ith the observations of stable slug 
lengths, "relative ly inscnsitive to thc gas and Iiquid tl ow 
rates," as stated by Dukler et ai. ( 1985). 

Table 2- Length limits for 95% contidence 

Slug I 
I 

Bubble 
v,. v_,, Lower Average ; Upper Lower Average Upper 

mLs_ mLs_ m m _i_m_ m m m 
0.33 1._16 3.3_8 9.02 ! 17 .85 1.69 2.90 4.68 
0.44 0.99 3_,61 q _. 93 1 19 .04 2.47 5.54 12.23 
0.58 08_6 ~. 78 10.89 15.90 2.59 7.91 16.73 
0.70 . 0.?_2 3.57_ 11 .15 13.72 3.02 10.86 25.1_2 
Q.BO .0.50 5..01 . 12.85 i 24 .20 .20.58 24.93 32 .62 
0.90 0.40 1.75 11 .95 19 .35 ___1.2_!_ _25 .72 73 .08 
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Figure 12- Normal distribution for natural logarithms of 
bubble and slug lcngths 

CONCLUSIONS 

A simplc and rcliablc method for mcasurcment of bubblc 
and slug lengths was applied and testcd. This method allowed 
the data acquisition in actual pipeline flow conditions. 
Obtained data wcre compared with thc results of lhe two­
phase tlow simulator OLGA. Thc result shows good 
agreemcnt with OLGA when using measurcd values of 
frequency as input data. Otherwise thc calculatcd valucs are 
different from thc obtaincd data. 

Two criteria were adoptcd to distinguish bctween slug 
and stratiílcd flows. The two criteria prcsentcd good agreemcnt 
with lhe Taitel and Duklcr ( 1976) flow pattern map. 

Thc range of fluctuation of differential pressure signal 
provides information about bubble void fraction . However, 
this data must be taken with rcservations because of its low 
accuracy. 

Thc statistical analysis of data showcd that bubblc and 
slug lcngths h ave log-normal distribution. This is i n 
agreemcnt with Brill et ai. ( 1981 ), who found a log-normal 
distribution for slug lcngths. Admitting the log-normal 
distribution it was possiblc to establish lhe maximum and 
minimum cxpectcd valucs for bubble and slug lengths. It was 
verificd that although slug tlow is doubtlcss periodic, 
individual bubble and slugs smaller and grcater than thc 
average values can bc cxpectcd. 
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SUMMARY 

The present pape r reports on results of an ongoing research program aimed at developing simple models to 
simula te the motion of pigs in pipe/ines. Pigs are devices largely employed by the oil and gas industries to 
clean, dry or inspect pipe/ines. The models developed are based on si mp/e jluid mechanics principies that 
are able to capture the relationship among the parameters that control pig motion. These parameters are the 
pig velocity. driving pressure, positive and negative bypass jlow. The results were able to qualitatively 
predict the pig behavior. Preliminary field tests indica te that good quantitative results can also be achieved. 

INTRODUCTION 

Pigs are devices frequently ernployed in the oil and gas 
industry to clean, dry or inspect pipelines. ln general terrns, a pig 
is a solid plug that is introduced in the pipeline to be serviced. 
Fluid is pumped upstream of the pig to provide the necessary 
force to set the device in motion, and to perforrn the desired 
task, i.e., rernoving deposits on the pipe wall, remove water 
frorn the pipeline or driving an inspection tool. The use of pigs 
has becorne a standard industry procedure. This expanding 
dernand has driven rnanufacturers to produce a great variety of 
pig rnodels. Yet, a difficulty often faced by the engineer when 
designing a pigging operation is the Jack of reliable tools for the 
prediction of the rnany variables related to the motion of the pig 
through the pipeline. Most of the available knowledge is based 
on field experience. Hence, selecting the best pig, estirnating its 
speed, required driving pressure and the amount of back and 
forward bypass of fluid, often involves sorne guesswork and, 
consequently, a high degree of uncertainty. 

Figure I was prepared to aid the description of the rnain 
characteristics of a pig in operation. ln the particular case shown 
in the figure, a pig forrned by two piston-type cups attached to a 
cylindrical body is performing a cleaning operation. Fluid 
purnped upstream of the pig provides the necessary pressure 
difference to overcorne the contact force at the wall, to remove 
the deposits and to accelerate the pig. ln order to produce 
efficient cleaning and sealing, pigs have norrnally nominal 
diarneters larger tpan the pipe diameter. Some pigs present 
passages in the ~p or in the body to allow sorne fluid flow 
through the pig. This bypass tlow i~ used to control the pig 
velocity and to avoid that the deposits rernoved in a cleaning 
operation accumulate downstream ofthe pig, forcing it to stall. 

The accurate prediction of the pig dynamics is nearly an 
irnpossible task. Although the geornetry of the pig and its 
material properties are fairly well known, the sarne is not true 
for the pipeline. Norrnally, pigs run through pipelines which are 
severa! kilorneters long, with unknown distribution of 
irnperfections such as weld penetrations, ovalities, joints, 
surface rdUghness, etc. Even with these uncertainties, there is 
certainly a need for more fundamental knowledge on pipelint> 
pigging. 

Results of research on the rnotion of rigs in pipelines are 
scarcely found in the literature. One rnay refer to related work 
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deposits bypass port 

Figure l - Schematic View of a Cleaning Pig. 

conducted by Ellis in the 1960s on the pipeline flow of capsules 
(e.g. K.ruyer et ai., 1967). Although sorne oftheir results can be 
extend to pigs, it does not consider irnportant variables such as 
contact forces or bypass through holes. Sullivan (1981) and 
Haun (1986) treat the dynamics of pigs in gas !ines. More 
recently, an experimental research program, which addresses 
sorne fundamental problerns related to pipeline pigging, has 
been conducted by Caltec in the UK (Short, 1994 ). Among other 
topics, this study focus on the relationship of flow variables with 
cleaning efficiency and cup wear. 

The objective of the present paper is to report preliminary 
results of an ongoing research project airned at developing 
sirnple rnodels capable of predicting the dynarnics of pig motion 
in pipelines. The sirnple rnodels are backed by computational 
fluid dynamics and fmite-elernent stress analysis, as well as by 
experimental results and field data. Besides the understanding of 
pig dynamics, the end product of this project is a software 
incorporating the sirnple rnodels developed which >Will help field 
engineers to design pigging operations. 

ln the present paper only the hydrodynamic models will be 
explored. Readers interested in the rnodeling of the contact 
forces may refer to Gomes, 1994. 
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MODELING OF PIG MOTION 

The pig motion is controlled by a balance of the 
hydrodynamic and contact forces. The hydrodynamic forces 
depend on the pressure gradient established across the pig. ln 
the case of sealing pigs, which do not posses bypass ports, 
experimental evidence shows that fluid upstream of the pig is 
able to pass the pig. Also, fluid downstream of the pig is able to 
move upstream. The existence of this forward and backward 
bypass flow is due to the imperfections on the pipe wall already 
mentioned. A model for the pig motion has, therefore, to acco\Ult 
for both, the bypass flow through the piglwall interface and, 
when they are present, for the bypass flow through the ports. 

A Model for Bypass flow Through Ports. The simplest 
model to relate flow rate and pressure drop across a bypass port 
such as those presented in Fig. l, is to consider them as pipes. ln 
this case, the pressure drop is due to localized losses at the 
entrance and exit sections, and due to friction losses in the fully 
developed flow, in case the length ofthe port is sufficiently long. 
1bus, 

Qbw = nAr [(H':~) P 
]

112 

where, 
Qt>pp : bypass tlow rate through the port (m3/s) 
óp : pressure drop across the port (Pa) 
p : tluid density (kglm3

) 

(I) 

I : friction factor for fully developed pipe flow 
( dimensionles) 
K : local pressure drop coefficient ( dimensionless) 
d : port diameter ( m) 
n : number of bypass ports 
Ac : cross sectional area of the port (m2

) 

Equation (1) is valid for both laminar and turbulent flow, once 
the appropriate value of the friction factor is chosen among the 
many correlations or charts available in the literature. ln most 
cases, however, the bypass port can be considered as a short duct 
and the local pressure drop coefficient K, contrais the flow. Th.is 
coefficient can be evaluated from laboratory experiments or, in 
the lack of more accurate results, can be taken from data in the 
literature for ro\Uld or sharp edge pipe entrances and outlets. 

A Model for the Bypass Flow Through the Pig/Pipe 
Interface. Even when operating with large nominal oversizes, pig 
cups do not completely preveni bypass flow. As already 
mentioned, imperfections along the pipe wall are responsible for 
this bypass flow, which makes virtually impossible to devise a 
mathematical model that takes alllocalized effects into acco\Ult. 

An effective-gap model was devised to construct a simple 
mathematical model which still preserves some of the qualitative 
features of the actual problem. Th.is model considers a single 
geometrical parameter, õ, which represents the thiclmess of an 
idealized uniform gap between the pig surface and the pipe wall, 
as shown schematically in Fig. 2. It is further assumed that õ is 
much smaller than the pipe diameter. ln this case, one may 
neglect curvature, modeling the leakage across the idealized gap 
as the fully developed flow between two parallel plates. An 
estimate for the net bypass flow rate though the effective gap, 
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Figure 2 - The Effective Gap Model. 

~. for a laminar flow of an incompressible, Newtonian fluid, 
is given by: 

0bpg=xD[õ
3

óp_ Vpõ] 
l2J.1L -2-

(2) 

where Vp is the pig velocity, D its diameter, J.1 the fluid dynamic 
viscosity, and L the length ofthe cup in contact with the wall. 

The effective-gap model allows the calculation of an 
estimate of the tangential stress developed at the pig surface, t,.: 

J.1 Vp _!_ óp õ 
'tw =- -Õ- + 2 L (3) 

Force Balance on the pig. For a pig moving in steady motion, 
··the forces dueto the pressure difference across the pig and to the 
tangential viscous stresses must balance the piglwall contact 
force. Thus, for a single<up pig, 

óp Ap + tw AL =I Fc I (4) 

where, Av is the pig cross sectional area and AL the pig cup 
lateral area in contact with the pipe wall, and I Fc I the absolute 

value of the contact force. 

Mass Balance Across the Pig. The total flow rate across the 
pipe, Q, is normally a lmown quantity which is related to the 
total bypass flow rate, Q,p, by the mass conservation equation. 
For a control volume moving with the constant pig velocity, and 
for an incompressible fluid,one can write: 

Q- Vp Ap =QÍ,p (5) 

The total bypass flow rate is the sum of the bypass flow rates 
through the effective gap and ports, i.e., 

Obp = Obpg + Qb PP (6) 

The set of six equations formed by equations (I) - ( 6) can be 
solved for bypass flow rate, pig velocity, and driving pressure 

"! 
' í, 
91 ., 
{ 



difference, once the geometrical characteristics of the pig, the 
total flow rate, the fluid properties, and the piglwall contact 
force are known. 

Influence of the Cuo-to-Cup Distance. The model just 
described can be readily extended to multi-cup pigs as long as 
eacb cup does not bydrod}'1UUilÍcally interfere with its 
neighboring cup. It is conceivable that, for instance, the flow 
through a bypass port can be directed to another port positioned 
straight ahead in the neighboring cup, producing a different 
localized pressure drop coefficient and, as a consequence, a 
different driving pressure. Two questions in this regard need to 
be answered: I ) What is the núnimwn cup-to-<:up distance that 
allows cups with aligned ports to be considered as 
hydrodynarnically independent? 2) What is the effect on the 
pressure drop caused by misaligning the ports in neighboring 
cups? 

To belp answer these questions, an experimental 
investigation was set forth, as described next. 

EXPERIMENTS 

The objective of the experiments conducted was to 
investigate the details of the flow in the neighborbood of ports in 
ptg cups. 

pressure taps 

Figure 3- Test Section for Pressure Drop Measurements. 

Pressure Drop Experiments. Figure 3 presents a scbematic 
view of the test section constructed for the experiments. A pig 
forrned by two conical cups mounted on a brass cylindrical body 
was positioned in the interior a I 06-mm-diameter, Plexiglas 
tube. The pig to be tested was fixed to test section by means of a 
brass rod attacbed to the rear face of the pig body. Water was 
pumped by a centrifugai pump from a large reservoir, through 
the test section and baclc to the reservoir. An orifice plate, built 
according to the ASME standards (ASME, 1971), measured the 
flow rate. The estimated experimental uncertainty leveis in the 
flow measurements were of the arder of ± 3%. The flow rate in 
the test section was controlled by two valves. The pressure drop 
across eacb cup was measured using pressure taps installed ai 
pipe wall , and employing a U-tube mercury manometer. The 
uncertainty in the pressure measurements was estimated to be 
equal to ± I mm of mercury. 

The pig tested bad three 7-mm-diameter boles in each cup. 
The boles were uniforrnly distributed along the circumference of 
each cup. The body of the pig was specially designed to allow 
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Figure 4 - Back and Forward Bypass Flow Along Pipeline. 

the cups to be easily positioned at different spacings. Also, the 
cups could be rotated to allow the investigation of different 
configurations, namely, aligned bypass boles or misaligned 
bypass boles. 

Once the desired inter-cup spacing and bypass bole 
alignment configuration were set, the cups were firmly secured 
to the pig body by means of four nuts. The pig was then 
introduced into the Plexiglas tube and fixed in position by the 
brass rod. The circuit was sealed, and water pumped into · it. 
Vents positioned at speciallocations in the circuit were used the 
eliminate a1l the air trapped in the circuit. 

Eacb run was characterized by a inter-cup spacing and a 
relative position ofthe bypass boles in eacb cup. For eacb set of 
these geometric pig parameters, a series of water flow rate 
values was investigated. For eacb flow rate the pressure drop 
across the cups was recorded. 
The pressure drop coefficient for eacb cup was calculated from 
the measured data by, 

K=2~p/( pV2 ) (7) 

where V is the average fluid velocity at eacb bypass bole. 

RESUL TS AND DISCUSSION 

The results to be presented bere do not allow a defmitive 
assessment of all the models developed, since severa! of the 
laboratory and field tests are presently being conducted. 
Nevertheless, as will be seen sbortly, the results presented give 
qualitative indication of the good capability of the models to 
predict pig motion. 

Results from the Effecti ve-Gap Model. The ~fect i ve gap 
model described in the present paper was employed to model the 
motion ot a pig without bypass ports. Results from simulations of 
leakage across the effecti ve gap are presented in Fig. 4. These 
results 11ere obtained for a pig in a 100-mm-di ameter and 1300-
mm-long pipeline. with a driving pressure of 2.5 kgf/cm= and an 
effec ti ve gap. o. eq ual to 0.1 mm. The tluid vi scosity was taken 
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Figure 5- Fluid Velocity Distribution Across the Effective 
Gap. 

as 2.1 o-3 kglm.s. ln the figure, the total volume of flow leaking 
during the motion of the pig along the pipeline length is plotted 
as a fimction of the average flow velocity. For a pig without 
bypass ports and displaying a small amowtt of leakage, the 
average fluid velocity is a good indication ofthe pig velocity. 

The ctuVe labeled as forward flow represents the flow of 
fluid 'that passes the pig, coming from upstream. This flow is 
seen to decrease sharply as the pig velocity increases. The flow 
of fluid that is left behind by the passage of the pig, however, 
displays a different dependence on the pig velocity. It can be 
seen in the ctuVe labeled back-flow in Fig. 4, that this back 
leakage increases with pig velocity. 

It should be pointed out that the results presented in Fig. 4 
are in perfect qualitative agreement with results obtained by 
Hara, Hayashi and Tsuchiya, reported by Cordell ( 1986). ln their 
experiments a sealing pig was used to separate two different 
fluids in the pipeline. Analysis of the concentration of the fluids 
after the fWl allowed the calculation ofback and forward leakage 
components. Unfortunately, detailed data were not published 
which precluded a quantitative comparison with the predictions 
ofthe effective-gap model proposed here. 

The behavior of the leakage ctuVes presented in Fig. 4 can 
be better wtderstood by examining equation (2). ln this equation 
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it is scen that the bypass flow rate across the gap has a forward 
(positive) component driven by the pressure gradie:nt across the 
pig, as well as a backward (negative) contribution. The latter is 
due to the no-slip condition for the fluid at the pipe wall, which 
produces a region of fluid moving slowcr than the pig being, 
therefore, left behind. This can be better understood with the aid 
of Figure 5. The figure shows an enlarged view of the effective 
gap for a pig moving with velocity Vp. The regions 
corresponding to forward and backward bypass flow rate are 
marked in the figure. 

The results obtained with this simple effective-gap model 
can give important indications for field operations. It is 
demonstrated that if one wishes to minimize the backward 
bypass flow, the pig should be operated at the lowest velocity 
possible, and employing a high pressure gradient For instance, 
in dewatering operations, gas is used to drive a sealing pig with 
the objective ofremoving liquid from a pipeline. ln this case, the 
best results (i.e., the least amowtt ofliquid left in the-pipe) will 
be obtained by opera.ting the pig at low velocities and high gas 
pressures. This can be done by using a pig which produces a 
high contact force against the wall. 

Results for Pigs with Bypass Through Ports. A typical result 
obtained with the model that incorporates bypass flow through 
ports in the pig cup is now presented. ln this case, bypass flow 
through the piglpipe interface is also considered, i.e., the 
effective-gap model is also being used. 

Figure 6 presents a plot of the pig velocity versus total pipe 
flow rate. This result was obtained for a single piston-type cup 
pig with four S-mm-diameter bypass boles. The contact force 
estimated for this pig was of the order of 185 kgf. The pig starts 
the motion only when the flow rate reaches the value of 4. 7 
m3/h, and its velocity increases linearly with the flow rate. This 
is valuable information for the field engineer designing a pigging 
operation. For instance, it is possible to estimate whether a 
particular pig will move for a given flow rate, without actually 
fWlning the pig through the pipe, avoiding the risk of pig stall. 

Figure 7 presents the backward bypass flow results for the 
pig studied. It can be verified in the figure that the fluid begins 
to leak backwards as the pig starts its motion at the flow rate of 
4.7 m3/h, increasing monotonically from there on. 

0.020 r---'T"'""--r----,..---.--.-----. 

-.e 
C') E -• 0.010 o c,: 
.X 

il 
m 0.005 

0.000 I _..........- I I I I 

0.00 4.00 8.00 12.00 

Flow Rate (m3/h) 

Figure 6 - Velocity of a Single Piston-Type-Cup Pig. Figure 7 - Backward Bypass Flow for a Single Piston-
Type-Cup Pig. 
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Experimental Rcsults for Cup lntcrfcrencc. Pigging 
opcrations are nonnally conducted utilizing pigs with multiple 
cups. As described before in this paper, experiments were 
conducted to assess the hydrodynamic interfercnce in 
ncighboring cups with bypass ports. The results obtained are 
presented in Tables I - 4. 

The rcsults reponed in Table I correspond to the pig with the 
cups mountcd 165 mm apan, having its three bypass holes 
pcrfectly aligned in the two cups. The table shows the pressure 
drop across each cup, for each volume flow rate investigated. 
Also 

Q 
m3/s 
2.59 
2.32 
1.89 
1.62 
1.32 
1.01 

Q 
m3/s 
3.14 
2.70 
2.20 
1.50 
1.13 
0.95 

Q 
m3/s 
2.59 
2.41 
2.12 
1.82 
1.49 

Table I - Pig with Bypass Ports in the Cups: 
lnter-cup spacing = 165 mm, aligned holes 

P1-P2 

kgf/cm2 
P2-P3 

kgf/cm2 
K, 

0.303 0.303 1.53 
0.236 0.238 1.49 
0.167 0.163 1.58 
0.124 0.126 1.60 
0.084 0.078 1.63 
0.046 0.049 1.53 

Table 2 - Pig with Bypass Ports in the Cups: 
lnter-cup spacing = 22 mm aligned holes 

P 1-P, 
kgf/c~2 

P2-P3 

kgf/cm2 
K, 

0 .420 0.212 1.44 
0.309 0.158 1.44 
0.217 0.099 1.52 
0.092 0.045 1.39 
0.051 0.023 1.35 
0.034 0.017 1.28 

Table 3 - Pig with Bypass Ports in the Cups: 
lnter-cup spacing = 80 mm, aligned holes 

P1-P2 

kgf/cm2 
P2-P3 

kgf/cm2 
K, 

0.259 0.254 1.31 
0.233 0.217 1.36 
0200 0.176 1.51 
0.154 0.118 1.58 
0 .101 0.083 1.54 

K2 

1.53 
1.50 
1.55 
1.63 
152 
1.63 

K! 

0.73 
0.73 

0.69 
0.68 
0.61 
0.64 

Kz 

1.28 
1.27 
1.33 
1.21 
1.27 

in the table, are the localized pressure drop coefficients for each 
cup, calculated according to equation (7). 

An analysis of the results of Table I shows that, for the range 
of flow rates investigated. the pressure drop in the cups is 
virtually identical. This fact demonstrates that. although the 
bypass holes are perfectly <:ligned. the separation between cups is 
sufficient to allow the tlow to expand in the inter-cup space 
before entering in the holes of lhe second cup. ln other words. the 
cups can be considered as hydrod ynamically independent. and 
multi-cup pigs can be modeled as a combination of indep.:ndent 
cups. 

By mounting the cups at only 22 mm apart. a distinct tlow 
behavior is observed. as shown in Table 2. The pressure drop 
across the second cup is now nearly half of that developed across 
the upstrt:am cup. fhe tluid coming from the bypass holc 
penetrates the b~pass hole of the s.:cond cup \\Íthout ha\in g 
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enough space to expand. The result is a smaller pressure drop. lf 
a pig were to be used with a configuration such as the one 
described, the second cup would develop half of hydrodynarnic 
force developed by the upstream cup. At an inter-cup distance of 
80-mm. an intennediate result is obtained, as shown in Table 3. 
This points to the need for an engineering criteria for considering 
the cups as independent. 

Table 4 - Pig with Bypass Ports in the Cups: 
lnter-cup spacing = 22 mm, misaligned holes 

Q P1-P2 P2-P3 K, Kz 
m1/s kgf/cm2 kgf/cm2 

2.40 0.253 0.247 1.49 1.45 
2.33 0.233 0.234 1.45 1.46 
2.11 0.191 0.191 1.45 1.45 
1.84 0.145 0.142 1.45 1.42 
1.66 0.120 0. 110 1.48 1.35 
0.83 0.032 0.030 1.57 1.48 

Table 4 presents the results of experiments conducted with a 
pig with misaligned bypass ports. It is clearly seen that, even for 
the small inter-cup spacing, the pressure drop across each pig is 
approximately the sarne. The misaligned cups are, therefore, 
hydrodynarnically independent. 

As a final remark, it should be pointed out that an 
experimental prograrn is presently being conducted at the test 
facilities of the Petrobras R&D Center. These studies will 
provide a definitive assessment of the accuracy of the models 
proposed. However, the models developed are already being 
employed to aid the design of tield operations. Some of the 
results reported are encouraging. For instance, in a recent 
cleaning operation in the Rio de Janeiro-Belo Horizonte pipeline 
(ORBEL-1 ). operated by Petrobras, a four disc-pig was employed 
to clean the 18-in, 71-km-long section between the cities of Belo 
Vale and Belo Horizonte. The pig had four 12-mm-diarneter 
bypass holes and was driven by water at 230m3/h. An estimate 
of the pig velocity using the models presem here in conjunction 
with the contact forces models (not described here), yielded a run 
time for the pig that differed by only li minutes from the actual 
time of 48 hours measured in the field . 

CONCLUSION 

The present paper reported preliminary results of a research 
prograrn aimed at developing simple hydrodynarnic models for 
the simulation of pig motion in pipelines. Although a number of 
simplifying hypotheses were considered, it is believed that such 
models can be of valuable help for both pig design and operation. 
Besides yielding quantitative information concerning bypass 
flow, speed, and other hydrodynamic variables. these models also 
provide a better understanding of the complex behavior of pig 
motion. which. so far. has been mainly based on field experience 
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SUMMARY 

The methodology described here represents a new approach to interpret an extensive experimental work 
carried ou/ in a simula!ed /es/ing column in lhe Deparlmenl of Petroleum Engineering at Herio/-Wa/1 
University (Edinburgh , Scotland) by an industry sponsored project to observe lhe minimum transpor/ velocity 
(MTV) of!he drillingjluid required lo ensure efficienl hole c/eaning during drilling operalions. Analytica/ and 
numerica/ one-phase jluid models (Laruccia. 1995) describing the creeping he/ica/ jlow of inelastic jluids in 
concenlric and eccenlric annuli are incorporated to the develupment of two distinct semi-empirical 
corre/ations to predict the critica/ conditions of cultings lransport by the mechanisms of rolling and 
suspemion, in deviated wellbore. ln the present analysis the MTV predictions are based on a dimensional 
ana/ysis thal includes lhe resistance .forces correspondent lo the two dislinct mechanisms of transpor/ 
experimentally observed hy Gao (1994). 

INTRODUCTION 

One of lhe primary funetions of the drilling mud is thc 
transpor! of drillcd cuttings out of thc hole. Thc factors afTecting 
this transpor\ havc becn reccntly studicd by many authors:' 
Sifferman & Becker ( 1990). Frascr ( 1990), Chin ( 1990), Becker 
et a!. ( 1991) and Lu o et a!. ( 1992). Y ct, a comprehensivc study 
was given earlier by lyoho ( 1980), followed by Luo ( 1988) and. 
more recently, by an cxtensive experimental work carried out in a 
simulated testing column at lleriot- Watt Univcrsity sincc 1990 
(Gao. 1994). The industry sponsored project entitled '' Drilled 
Cuttings Transpor! in Deviatcd Wclls" used numerical models of 
one phase 11ow proposed by Laruccia ( 1995) to analyse 
experimental data obtained by Gao ( 1994 ). The experimental 
work provided data. of the circulation rate rcquired at thc critica! 
conditions of transpor! of dri lled cuttings. in s imul ated situations 
that covers directional transpor! in various anglcs. at different 
sets of operational conditions. As a rcsult, a semi-empirical 

correlation was produced based on a force balance (Gao et a i., 
1993). The force balance was applied to a cutting, resting on the 
low-side wall of an inclined annulus, at lhe point of bcing 
transported by one of thc meehanisms of transpor! experimentally 
observed. ln the present analysis MTY is prcdicted by a semi­
empirical correlatiou which is not bascd on a force balance alone. 
lt is rather based on a dimensional analysis that includes the 
resistance forces correspondent to the two distinct mechanisms of 
transport expcrimcntally obscrved by Gao ( 1994) : rolling and 
suspension. The advantage of such change is easily demonstrated 
by thc fact that in this case the number of variables to bc 
considered in the analysis is only dependent on the range of 
study experimcntally covered. When the force balance is alone 
considered to bui ld the correlation, only the variables prescnt in 
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thc detinition of thc involved forces are explicitly ineluded in the 
correlation. ln other word s, geometric paramcters like 
eceentricity and annular s ize can only be properly considered 
whcn dimensional analys is is applied. As verified hcre, these 
variables are essential to quantify the existcnce of wall effect that 
othe rwise would masquerade the results. 

EXPERIMENT i\ L DATA 

The minimum rate of tluid e irculation required for the 
transpor! of cuttings was observed and measured in a simulated 
column full y described by Gao (1994). The experimental data 
used in the present analysis covered the following set of 
opcrational conditions: 
• Annular Size (diameter in cm): (13.7 x 6. 10) and (13 .7 x 

3.34): 

• Eccentricit/ (%): O: 30: 50 and -50; 
• Drillpipe Rotation (rpm): O; 60 and 120; 
• Angle of Transpor! (vertical: oo and horizontal: 90°): O; 15 : 

30; 40: 50; 60 and 90°; 
• Simulatcd Drilled Cuttings : gravei sand. Two main size 

distributions were used: (1.7 to 2.0) mm and (2 .8 to 3.35) 
mm in diameter. Density : 2.63 g/cm

3
; 

i Negative eccentricity means that in an inclined eccentric annulus lhe 
lowest scction (whcre thc transpor! of cuttings at criticai conditions 
normall y occurs) is the higgest section, or the section with the biggest 
rate of circulation. Positive eccentricity means that lhe lowest section of 
the annulus is the smallest section, or the section with the smallest rate 
of circulation. 



Tf' 

.- : 

!:.I 
,j .j , 
i i 

l 

• Concentration of C uttings (% in volume): I ; 2: 3 and 4: 

• Simulated Drilling Fluids: difTercnt compos itions of watcr, 
CMC (Carboxymethyl Cellulose) and XC: 

• Laminar Flow. 

FLUID FLOW MODELS 

The experimental data of the minimum conditions of 
transport used in thc present analysis included the fo llowing 
annular flow s: (i) axial flow in concentric and eccentric annuli 

and (ii) hclica l (axial-rotary) flow in concentric annuli . A semi­

analytical model (Laruccia, 1995 - chapter 11) was used to 
s imulate axial and helica l tlows in conccntric annuli whilc the 
ax ial flow in eccentric annuli was simulatcd by a numerical 

approach based on finite differcnces and bipolar CQ-ordinates 
(Laruccia, 1995 - chapter III) Firstly, these two fluid tlow 

models were used to estimatc the point velocity, V 1, , acting on a 

particle which is at the point to be transported and is locatcd on 

the lower s ide of thc annular wall (see assumptions adoptcd 

next). The avcrage flow velocity obscrved at criticai conditions 
oftransport (M.T.Y.), for givcn operational conditi•Jns, is uscd as 

input in thc tluid tlow models to calculate thc velocity tield, and 

conscquently v 1, , which is assumed to be the point ve locity at 

one cutting radius distant from thc wellbore surface, on the lowcr 
sidc of an inclined annulus. The computation was repeated for 
625 diffcrent flow conditions experimentally investigatcd. 

Seco ndly, thesc computed values of V I' were used to correlate 

drag and lift coetlicicnts as function of the local Reynolds 
number. At last, the tina! correlations for rolling, Eq. (8), and 

suspension, Eq . (9), can be used to predict V 1, , in many 

different operat ional conditions. The tluid flow model s with the 

predicted v a lue of V I' as input are then uscd for each case to 

ca lculate thc tlow rate at critica! conditions of transport . The 

velocity protiles are recalculated until the velocity of the tluid , at 

one cutting radius di stant from the outer wall at thc lowest 
sec tion of the inclined annulus, matches the predictcd point 

vclocity obta incd by Eq . (8) and Eq. (9). 

ASSUMPTIONS 

Thc main assumptions adopted to build thc correlation 

rcpresenting the criticai conditions of transpor! are dcscribed 
next: 

Hypothes is no. I. Power-Law was adopted in this anãlysis in 
arder to simplify our tirst attempt to use the methodology 

proposed here. llowever further analysis should consider the 
model of He rschcl Bulkley as a more accurate representation of 

the mud rheo logy. 

Hypothes is no. 2 . Ali cuttings are spherical. Becausc of the 

difticulty and impractiea bility of determining thc surfaec arca of 
the irregularly shaped cuttings, no attempt was made by Gao 
( 1994 ), main author of the experimental data used here, to 

analyse thc shape of thc cuttings. Consistent analys is of the effect 
of shape and s izc on the transpor! of simulated cuttings in vertical 
wells has been earlier investigated by Hall , Thompson & Nuss 

( 1950), Willi ams & Oruce ( 1951 ), more rccent by Peden & Luo 
( 1987) and Laruceia et ai. ( 1990a). 

Hypothes is no. 3. The prescnee of cuttings in thc range of 
concentration: I to 4 % in vol. does not affect the tluid rheology 

o r the rate of circulation in the annular region . This hy pothesis 
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has prcdominantly been adoptcd in rnany prcvious works based 
on experimental observations (SitTerman et a i.. 1974 : Luo, 1988; 
Ford et ai., 1993: Gao et ai.. 1993 and Gao, 1994). Neverthcless, 
a rigorous study of the effect of cuttings concentration on the 

settling velocity of variously shaped particks in non-Newtonian 
tluids has proved to be useful for a bettcr understanding of the 
e!Tect of cuttings concentration on hole cleaning ct1iciency (see 
Laruccia. 1990 and Laruccia et a i., 1990b ). 

Hypothes is no. 4 . There is only one laye r of cuttings resting 
on thc low-sidc wall of thc annulus, a sin g le-layer cuttings-bed. 

llypothcsis no. 5. Thcre is no interaction between the 
c uttings in this single-layer cuttings-bed. the bed is formed 
looscly. 

llypothcsis no . 6. Thcrc is no interaction bctwcen cuttings 
and the wdlbore walls. The presence of mud fi !ter cake ·at the 
walls of the wellbore is not cons idered : 

llvpothesis no. 7. There is no appearancc of Taylor Yortices . 

lt was vcritied that most of the experimental conditions 
in vesti gated here for ax ial-rotary llows are aside from the region 

characteriscd by the pn:scnce of toroida l vortices (Laruccia, 
1995). 

THE PHYSICAL MODEL 

The forces acting on a cutting ly ing on the low-s ide wall of 
an inclincd annulus. subjected to dynamic conditions of an 
upward axial (or hclical) tlow of a non-Newtonian tluid, includc 

a lití force, a drag force, gravity fórcc a nd a friction force 
hctween the cutting and lhe annular wall. 

~/ 
olt. 

annular 

wall 

l.ift 
For..:c 

., 

Dr a~ 

(iravitalional 

Force 
vertical 

direction 

Figure I - Forces acting on a cutting resting on the low-sidc wall 

of an inclim:d annulus 

Rolling or Sliding. Lct us consider a cutting ly ing on the 
low-side wall of an inclincd annulus as represented in Figure I. A 
force balance applicd at thc instant bcfore the start of rolling (or 
s liding) 111 the direction of the tlow , gives: 

Fn - F" cos <j> - F1 ~ O . 

Lift-off. Let us considera cutting lying o n the low-s ide wall 
of an inclined annulus or under rolling (or s liding) movement. 
The forces responsible for promoting (or for opposing ) a lift-off 

on this cutting are located in the normal direction to the tluid 
flow . Thus, a force balance 111 thi s direction gives: 

F1. - Fg s in <j> ~ 0 

The variables involved during the critica! conditions fo r 

cuttings rolling (or sliding) and lití-otT movements are 

respectively givcn hy the funetions f 11s and ft Wht:n studying 
these two distinct mcchanisms of transpor! an important variable 

l 

l 
I 
l 
J 
l 
1 
i 



to be considerçd is thc rcsistancc forcç to the movement of the 
cutting. which is idcntified by thc force balancç. ln this analysis 
we consider lhe shçar-stress at lhe vicinity of the cutting. <sr . as 
being thc only material function rel evant to thc fluid. The 
dimension of the cutting is ;;haracterised hy ds. lhe diameter of a 
spherc with the sarne volume ofthe cutting. Finally, the gcornetry 
of thc annular spacc is dcscribed by w"". the width of the lowcst 
section of an inclined eccentric annulus. whcre the start of 
cuttings transpor! occurs. 

f . . . :p:Tvr: Ps:ds:v 1.;w"" =0 {[ 
resistancc torce ] } 

11.1 vo lume ot cuttmg 
(I) 

Thc resistance to cuttings rolling is reprçscnted by: 

resistancc torce 4 ( ) ( "' C' . "') . . = -ps-pgcos'l' + 1 sm'l' 
volume ot cuttmg 3 · 

where c/ is the friction coeftlcient experimentally dctermined. 
An approximated value suggested by Gao (1994) was usedhere. 
lt was obtained by observations of the angle of inclination in 
which a single layer of sand stones. ly ing on the low-side wall of 
an inclined annulus (a testing column filled with simulated 
drilling tluid). starts to move under static conditions. 

j .. ;p:T1-1 :ps;ds;v1.;w"" =0 {[ 
resistancç f(lrcc J } 

I. volume ot cuttmg 

The resi stancc to cuttings lift-otT is reprcsçnted hy: 

rcs istance torce 4 ( ) . "' 
=- p 1 -p gsm'l' 

volume of cutting 3 · 

w"" is definçd by the following expressions: 

-for posi tive cccentricity: w"" = r
0111 

-t;
11 

- Õ 

-for nçgative eccentricity: w"" = r
0111 

- r
111 

+ Õ 

(2) 

wherc 8 is lhe distance between lhe centre ofthe circles that form 
the eccentric annulus. 

The 13uckingham Pi theorem applied to the functionsfRs and 
fi. resulted in two series of four dimcnsionless groups of the 

following forrn · f (nus· n !Is· n 11s · n 11s) - o and ·us J· 2·J·4 -

f (TC 
1
· · TC 1

· ·TC 1· ·TC 1· ) = O descrihcd next . 
/_ ! ' 2 ' J ' 4 ' 

TC /IS 
I 

_C _ [~(p, -p)g(cos<)>+C1 sin<P)] 
- n - [ 1] e~.z:. 

d,. 

(3) 

(4) 

(5) 
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TC /IS =TC ~ 
d, 

J (6) 
wea 

TC /IS 
=TC; 

p 
4 (7) 

Ps 

13ccause thc initiation of cuttings movement is relevant only 
to the tluid dynamic condition near the wellbore surface in the 
low-sidc of the annulus, the velocity of the tluid at one radius 

distant from the wall (V 1, ) is used to describe the local dynamic 

condition of the creeping annular tlow. Bcing the shear rate, y . 
a kincmatic variable. we can suppose a dependencc only on the 
geometry (dimension and form of the particle) and the relative 
velocity betwcen tht: tluid and the particle (Laruccia et ai., 
I 990b; Freire & Gubulin, 1986 and Ma~~arani & Telles, I 977) . 

Thus. y =r( d 1 • Cl>, ffv- ufl) , where <l> is the particle sphericity. 

The dimensionless group n4 was not considered in the present 
analysis s ince its value was kept constant during ali the 
experiments. 

According to the Rayleigh method for dimensional analysis 
thcre is a linear relation in logarithmic scale between the 

dimcnsionlcss groups n, of a function f( 7r
1

; 7r 
2 

•• ·) = O. Thus 

we may writc: Cn =a 1 ·(Rcgen)"'' ·(n 3t' , which is then written 

for powcr-law fluids and rearranged to isolate V 
1
, : 

(8) 

wherc the coefficients: a 1, a 2 and a 3 are determined by 

experimental analysis. 

Analogously C1 = j3 1 ·(Regen)
0
' (n 3t'. which is written for 

power-law tluids and rearranged to isolate V I' : 

[2+(2 -n)P, J _ 4 (p,- P )gds . (9) 

V I ' - 3 p[j3 ( pd/ )p, ( ds )p_, l Slll QJ 

I -k- ~"'" -t;" ±o 

wherc the coefficients: ~ 1, ~ 2 and ~ 
3 

are determined by 

experimental analysis. Eq. (9) is the final torm of the correlation 
to prcdict thc point velocity at the start of cuttings lift-off. ln 
other words, it is assumed herc that the above semi-empirical 
formula predic\s the criticai conditions for the suspension of 
cuttings. 

13y knowing the values of V 1, , Eq. (8) and Eq. (9), the rate 

of circulation of the drilling fluid at criticai conditions of 
transpor! by rolling and suspension may be calculated by one of 
the fluid flow models proposed by Laruccia ( 1995). 

ANAL YSIS OF THE EXPERIMENTAL DATA 

ln this section the two mechanisms of transpor! 
cxpcrimentally obscrved are scparately examined minutely by 
two series of plots. 
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Transport by Rolling. Figure 2 shows the effect of 71 3 . lt 

shows how the presence of "wall effect" makes difficult the 
transport of cuttings by increasing the Reynolds numbcr 
necessary to start the transport. Figure 3 shows the final 
correlation for the drag coefficient using one half of thc data 
available, and taking account of thc "wall cffect". Figure 4 
verifies the final correlation for the prediction of the drag 
coefficicnt using the other half (not used yet) of the experimental 
data. Finally, Figure 5 shows a comparison betwcen the prescnt 
correlation to predict the drag coefficient of drilled cuttings at 
criticai conditions of transport by r<?lling in inclined annuli and 
published results of the drag coefficient of spherical particles 
falling under the intluence of gravity in a quiescent inelastic ncm­
Newtonian fluid. Thc results show that at correspondent dynamic 

condition around the particle, characterised by Re * , the drag 
gcn 

force necessary to start the particle transportation by the 
mechanism of rolling on an inclined annular wall, under the 
action of an upward creeping fluid motion, is considerably 
smaller than the one acting on the sarne particle at terminal fali 
velocity in an unbounded quiescent fluid. One may perceive that 
at creeping flow regime the two drag coefficients differ by an 
approximately constant factor which is distinct for cach value of 
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Cuttings Transport by Rolling and Correlations from the 

Litcrature based on Settling Yelocity of Spherical Parti eles in 

Power Law Fluids (for n=0.5). 

Transport by Suspension. Figure 6 shows the range of Regen 
covered by four different cuttings concentrations. Only the data 
at this central region (a total of 186). where the four different 
cuttings concentrations were tested, was used to produce the tina! 
correlation. Figure 7 shows the effect of the angle of transport, ~­
on the lift coefficient (selected data). Substituting the detinition 
of the lift coefticient, Eq. 4, into thc correlation produced in 
Figure 8, the terms "sin~" can bc cancelled. ln other words. for 
the conditions simulated in the experimcnts. the angle of 
transport did not sensibly affcct the transport of drilled cuttings 
by suspcnsion. The only plausible explanation for these results is 
that the experimental data used in this analysis was not sensible 
cnough to account for thc cffcct of the angle of transpor!. Figure 
8 shows the final corrclation which is independent of the angle of 
transport and covers four different cutting concentrations, using 
one half of the data available. Figure 9 vcrifies the corrclation for 
the prediction of the lift coefficient using the other half (not used 
yet) of the experimental data. 

:ii 
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Analysis made for a sclccted range of data. 

CONCLUSIONS 

A new technique to interpret experimental data of the criticai 
condit ions of transport of cuttings in deviated wells was 
proposed. As a result, two new semi-empirical correlations to 
predict thc minimum conditions of transport of cuttings in 
deviated well s were produced . The two distinct mechanisms of 
transport expcrimentally observcd were revicwed and analysed 
separately by two serics of plots including a tota l of 625 
experimental data. 
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The correlati ons to predict the minimum condi tions for the 
transpor! of cuttings by rolling/sliding and suspension can be 
improved by the fo llowing recommendations• 

• Variables like eccentricity, size and concentration of 
cuttings, annular size, ang le of inclination and inner pipe rotation 
should be ~ studied for each fluid rheology in ttle range of 
interest; 
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• A device called " Particlc lm age Vclocimctr/ ·· could 

bc uscd to measure the velocity of the tluid at the vicinity of thc 
cutting, during the experimental obscrvation of the criticai 
conditions of transpor!, in the simulated column. These results 
can then be used to correct the predictions made by the one-phase 
flow fluid models. 

Wall e ffect acts to increase the minimum fluid ve locity 
required to initiate the transpor! of drilled cuttings by thc 
mechanism of rolling in deviated wells. 

ln conclusion, the semi-empirical corrclations can be used as 
gene ra l cr ite ria for evaluating and correlating thc eiTcct s of 
various paramcters on cuttings transpor! , and as a guidclinc for 
cuttings transpor! programme dcs ign during dircctional drilling. 
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RESUMO 

Este trabalho é o resultado de um estudo expen·mental sobre o escoamento laminar e turbulento de 
suspensões argilosas contendo diversas concentrações de poliacrilamida hidrolisada. A análise dos dados 
de perda de carga indicam a ocorrência de redução de arraste na região de baixa turbulência, onde são 
propostas correlações para previsãfl do fator de fricção. Para a região de alta turbulência, observou-se que 
o aumento da concentração do polímero não levou à redução do arraste, indicando provável degradação do 
mesmo devido ao cisalhamento. 

INTRODUÇÃO 

Durante a perfuração de um poço de petróleo, uma 
suspensão argilosa, o fluido de perfuração, de comportamento 
reológico não-Newtoniano, é bombeada para dentro do poço, 
através da coluna de perfuração, passando por várias restnções 
e pelos jatos da broca, retomando à superficie através do espaço 
anular existente entre a parede do poço e a da coluna de 
perfuração. Sá e Martins( 1993) apresentam uma descrição 
detalhada deste processo em que parte da energia de bombeio é 
utilizada nos jatos da broca, para melhorar a tax~ de 
penetração, e parte é dissipada pelo atrito ao longo do percurso. 
O projeto de perfuração de um poço inclui o projeto hidráulico, 
cuja fmalidade é maximizar a potência disponível na broca. 
Outras funções importantes do fluido de perfuração são o 
resfriamento da broca, a sustentação e transporte dos cascalhos 
e a estabilidade da parede do poço. 

Novas gerações de fluidos, principalmente à base de 
polímeros, vêm sendo desenvolvidas nas duas últimas décadas, 
visando melhorar a qualidade do poço e a custos atrativos. Os 
fluidos salgados, contendo poliacrilamida hidrolisada (PHPA), 
devido ao seu bom desempenho e adequada razão custo­
beneficio, têm tido grande utilização na perfuração de poços 
nas principais bacias produtoras nacionais. 

Por outro lado, à medida em que se intensifica o uso 
destes fluidos de última geração, constata-se o aparecimento de 
algumas anormalidades durante as operações de perfuração. 
Apesar de os sistemas de circulação não acusarem qualquer 
anormalidade, os medidores de pressão acusam reduções 
bastante significativas de perda de carga em relação ao previsto 
pelo programa hidráulico do poço. Devido a este fato, chegou­
se, em algumas ocasiões, ao ponto de interromper a perfuração 
para verificar a exisjéncia de eventuais problemas, tal como 
furo na coluna. Este 'fenômeno, apesar de ter despertado uma 
série de dúvidas nas equipes de perfuração, é bastante estudado 
e referenciado na literatura com o nome de redução de arraste. 

O fenômeno de redução de arraste foi inicialmente 
demonstrado por Tom (citado por White e Hemmings, 1976) 
em escoamentos tubulares de soluções poliméricas contendo 
aditivos redutores de fricção e em regime turbulento. Ele 
mostrou que era requerida bem menos energia por unidade de 
vazão para bombear estes fluidos do que a requerida para 
bombear ap~as o solvente. O fenômeno de Tom em regime 
turbulento tem sido amplamente con1irmado. Polímeros que 

apresentam boa performance de redução de arraste são aqueles 
cujas moléculas não apresentem ramificações, ou seja, 
apresentem uma forma molecular linear, ou bem próxima desta 
forma e pesos moleculares maiores que 500000 (Sellin et 
al. , l982),.como por exemplo, a poliacrilamida e o carboximetil 
celulose. Muito embora a maioria desses redutores de fricção 
sejam sintéticos, existem os naturais que preenchem as 
condições acima, tais como goma guar e goma xantana. Os 
redutores naturais, entretanto, requerem maiores concentrações 
que os sintéticos para se obter valores similares de redução de 
arraste (Sellin et a!. , 1982 ). A redução de arraste produzida por 
polímeros solúveis de alto peso molecular depende do tipo de 
polímero, da concentração deste, do diâmetro do tubo e do 
número de Reynolds. 

Virk (1975) encontrou experimentalmente que a redução 
do arraste e, para um dado número de Re)nolds, alcança um 
valor limite máximo para cada conjunto de condições, tais como 
tipo e concentração do polímero e o diâmetro do tubo. Além 
disso, este valor limite de redução de arraste é em média 80% 
da que se poderia alcançar (teoricamente) se o escoamento 
fosse completamente laminar. Devido ao grande número de 
variáveis governando o fenômeno toma-se dificil predizer a 
redução de arraste em uma situação específica. Uma maneira de 
fazê-lo é através do uso de comparações com dados obtidos a 
partir de tubos de diferentes diâmetros e idênticas soluções 
poliméricas. 
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Muito embora a literatura sobre redução de arraste seja 
vasta, atualmente são poucas as publicações enfocando o fluido 
de perfuração. Savins ( 1994) apreseRta um estudo experimental 
com tubos e escoamento de fluido de perfuração contendo goma 
xantana, cuja metodologia é a mesma usada por Queiroz Neto 
(1993). Entretanto, Savins apresenta uma metodologia analítica 
para interrelacionar resultados experimentais de diâmetros 
diferentes, utilizando o conceito de velocidade de fricção. 

O objetivo deste trabalho é apresentar um procedimento 
para identificar e quantificar a redução de arraste no 
escoamento de suspensões argilosas salgadas contendo PHPA. 
O estudo foi dividido em duas etapas distintas: a coleta e 
análise de dados de campo e o estudo experimental do 
fenômeno em simulador fisico de grande porte. 
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OBTENÇÃO E ANÁLISE DE DADOS DE CAMPO 

Para confirmar a tese da ocorrência do fenômeno de 
redução de arraste na perfuração com fluidos salgados contendo 
1 ,28 glcm3 de PHP A, foram coletados dados de diferencial de 
pressão versus vazão durante a perfuração de dois poços 
distintos. No poço 1, os dados foram coletados durante a 
perfuração da fase de 8 Y, poL (21 ,59 cm) enquanto que no 
poço 2, durante a perfuração da tàse·de 12 1/4 pol. (31,12 cm). 
Os resultados de perdas de carga medidos e previstos pelo 
programa hidráulico da PETROBRAS (Sá e Martins, 1993) 
para diversas vazões de bombeio são apresentados nas tabelas 1 
e 2, respectivamente. A porcentagem de redução de arraste, 
definida pela equação abaixo , também é apresentada, nestas 
tabelas. 

% RA = I 00( I -l1Pp I Mo) (I) 

onde: 

l1Po = diferencial de pressão do fluido base, 
l1Pp = diferencial de pressão do fluido base, contendo PHP A e 
% RA = porcentagem de redução de arraste. 

TABELA 1 -Poço I ( D= 12,25 pol. ) 

Prof(m) N• Reynolds N• 

Reynolds 

critico 

óPlido óP 

previsto(psi) (psi) 

1806 12831 2928 1020 1045 

1806 15072 2928 1250 1332 

1806 17397 2928 1480 1.537 

1806 19780 2928 1750 1823 

1806 22258 2928 2050 2151 

1806 25014 2928 2350 1500 

TABELA 2 -Poço 2 ( D = 8,5 pol. ) 

Prof(m) No No óPlido llP 

Reynolds Reynolds (psi) provisto 

critico (psi) 

2939 13901 2928 2322 2340 

3005 13901 2928 2303 2341 

3158 13443 2928 2104 2250 

3173 13443 2928 2134 2250 

3211 13443 2928 2127 2250 

3260 13443 2928 1771 1900 

3294 13443 2928 2147 2300 

%RA 

2,39 

6, 15 

3,7 1 

4,01 

4,70 

6,00 

% RA 

0,77 

1,62 

6,49 

5, 1.) 

5,47 

6,79 

6,65 

As tabelas 1 e 2 mostram claramente que as pressões 
registradas são significativamente inferiores às previstas pelo 
programa hidráulico. Diante desse resultado, o grupo de fluidos 
do Cenpes/Diplot optou por realizar um estudo mais apurado 
em laboratório a cerca da ocorrência desse fenômeno em tubos 
e anulares, nos casos do escoamento de fluidos de perfuração 
salgados contendo poliacrilamida hidrolisada. 

ESTUDO EXPERIMENTAL: 

Para o desenvolvimento do estudo de laboratório foi 
utilizado o Simulador Hidráulico de Supertlcic construído no 
Centro de Pesquisas da PETROBRAS (Silva, 1987). Este 
equipamento permite a medição de perdas de carga em seções 
de teste de 7 m de comprimento, anulares ou tubulares, 
dinamicamente compatível com o poço em perfuraÇão Vazões c 
temperatura podem ser variadas e controladas durante um teste. 

Numa primeira fase, foram realizados testes a partir de 
um tluido fabricado no campo e já contendo PHPA Cada teste 
consistiu na medição de perdas de carga no escoamento por um 
espaço anular, cujo diâmetro interno era 6,0858 cm e cujo 
diâmetro externo era 7,7522 cm, para diversas vazões de 
bombeio e temperatura constante (40 ou 602 C). As vazões 
utilizadas varreram desde o regime laminar até a baixa 
turbulência, típicos das operações de perfuração. Os parâmetros 
reológicos do fluido foram monitorados antes e após cada teste 
através de um reômetro de cilindros. concêntricos. 

Foram realizados testes para o fluido base e para os 
fluidos obtidos através de adições sucessivas de PHPA 
(incrementos de 713 ppm) ao tluido base. Os valores obtidos 
para os testes foram a 40 e 602 C, estando registrados na tabela 
3 os resultados dos testes a 402 C. 
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TABELA 3- Resultados dos testes a 402 C 

-------- --- - -

Diferenciais de Pressão(psi) 

Vazão Adições de PHPA ao fluido base(ppm) 

(m31h) o.oo I 713 I 1569 I 1854 I 2140 I 2282 I 2853 I 4280 I 4993 I 5706 

3.75 0,8 0,9 1,0 1,3 1,2 2,0 1.0 O.R 1,0 l.ó 

5,62 1.3 1,5 1,5 1,8 1,8 1,7 1.4 1.4 1.8 2,0 

7,83 1,6 I ,R 2.0 2,2 2,3 2,0 1,9 2,0 2,3 2.7 

9,15 2,3 2,3 2,7 2,9 2,7 2,4 2,2 2,3 2,3 3,0 

11,45 3,1 2,R 3, 1 3,4 3,3 2,8 2,8 2,R 3,0 3,8 

12,97 4.5 4.0 4,1 4,2 4,1 3,7 3,7 3,5 3,6 4,5 

13,98 5,8 5.2 4,8 4,9 4,8 4,5 4,4 4,2 4,5 5,1 

15,88 7,0 6,5 5,9 5,9 5,7 5.2 5, 1 4,9 5,1 5,6 

18,31 8.1 7,9 7.1 6,8 6.7 6, 1 5,9 5.6 5,9 6.0 

/9,12 9,7 9,0 8, 1 7,6 7,6 7, 1 6,7 6,5 6,4 6,8 

20,19 11 ,0 10,0 9,0 8,8 8,6 7,6 7,7 7 2 6,9 7,1 

Leituras no reõmetro rotativo ( lb(l 100 pé2
) 

RPM o oo I 713 I 1569 I 1854 I 2140 I 2282 I 2853 I 4280 I 4993 I 5706 

600 30 29 31 35 34 32 32 32 40 43 

300 19 18 20 23 22 21 21 21 27 28 

200 15 14 16 18 18 17 16 16 21 22 

100 lO 9 lO 12 12 li li 11 14 15 

6 2 2 2 3 3 2 2 3 3 3 

2 I I I 2 2 I I 2 2 2 

A análise dos resultados mostra que os efeitos de redução 
do arraste são significativos cm vazões superiores a 13m3/s, em 
que o regime turbulento já foi atingido. Já nas vazões inferiores 
, em regime laminar, não ocorre tal efeito e eventuais variações 
nas perdas de carga (especialmente para vazões mais baixas) 
são decorrentes de flutuações da bomba. Nos pontos em regime 



turbulento, em que ocorre aumento do arraste com o aumento 
da concentração de PHP A, ocorreram aumento das 
propriedades reológicas do fluido. 

A figura I apresenta os resultados experimentais para 40º 
C, em coordenadas adirnensionais, do escoamento de um fluido 
em uma seção anular ou tubular: o fator de fricção de Fanning e 
o número de Reynolds generalizado. Pode-se observar que, para 
números de Reynolds superiores a 2200, apenas estes dois 
grupamentos não caracterizam o problema de forma universal. 
Comportamento semelhante fpi verificado para os testes a 60° 
C. 

------------ - - · ·- - ------ -·- ----- · -
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Figura I -Gráfico de Moody com resultados dos testes a 40°C 

Numa segunda etapa, foram realizados testes a partir de 
fluidos fabricados em laboratório com concentrações de PHP A 
conhecidas. Os testes foram realizados tanto na geometria 
tubular (diâmetros de 2,54 c 3,18 cm, respectivamente) quanto 
na anular ( excentricidade entre os tubos de 7,62 e 5,08 cm). 
Foram fabricados fluidos com 18 diferentes valores de 
concentração selecionadas de PHPA, os quais foram testados 
nas diversas geometrias e em 10 vazões diferentes, num total de 
190 registros de pressão. O objetivo dessa etapa foi identificar, 
quantificar e avaliar as condições de ocorrência deste fenômeno 
em fluidos de perfuração salgado com PHPA. Além disso, 
buscou-se obter expressões analíticas relacionando o fenômeno 
com as condições de escoamentos. 

Iniciou-se o processo de tratamento dos dados pela 
caracterização reológica do fluido. Os parâmetros reológicos, 
obtidos durante o processo de caraterização são necessários 
para obtenção dos números de Reynolds generalizados. 

As curvas reológicas foram obtidas utilizando a 
metodologia proposta por Yang e Kriegcr (1978) onde os dados 
fornecidos pelo viscosímetro foram transformados em taxas e 
tensões de cisalhamento. 

Através dos parâmetros estatísticos c da interpretação 
fisica dos dados, o modelo reológico que melhor correlacionou a 
maioria das amostras de fluidos estudados foi o de Robertson­
Stiff, detinido pela equação abaixo: 

r= A(y + C)
8 (2) 

A adoção do modelo reológico de Robertson-Stiff possibilitou 
também a escolha da metodologia de cálculo tanto, para a 

geometria tubular quanto para a anular. Para isso foram 
escolhidas as expressões do número de Reynolds generalizado, 
desenvolvidas por Paixão (1990), específicas para escoamentos 
de suspensões argilosas e que são apresentadas a seguir: 

Número de Reynolds generalizado: 

em tubos: 

em anulares: 

Número de Hedstrom modificado: 
cm tubos: 

em anulares: 

E número de Reynolds generalizado critico: 

=2365,4(H~o,014 ReChlíco "I 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

onde A, B e C são parâmetros reológicos do modelo Robertson­
Stiff, D é o diâmetro do tubo e Deq é o diâmetro equivalente do 
anular. 

As tabelas 4 e 5 mostram os dados de redução de arraste 
para os escoamentos tubulares e a tabela 6 para o anular. Para a 
análise dos resultados, classifica-se a concentração de PHPA 
presente nas soluções como baixa (entre 713 e 1569 ppm), 
média (entre 1854 e 2853 ppm) e alta (acima de 2853 ppm). 

TABELA 4 - % de Redução de arraste- D= 2,54 cm, a 0°C 

RE 713 7132 

36969 1,04 46,87 45,83 39,58 45,83 37,50 39,58 26,04 22,92 17,71 

56056 17,28 51 ,23 37 ,65 37,65 42,59 37,04 36,42 17,28 17,28 8,02 . 
749/6 23,54 44,40 38,31 34,84 42,22 38,31 30,93 17,46 13,12 )0,95 

95953 29,77 ,45,82 38,13 36,45 46,49 37,12 34,11 11 ,71 9,36 

103912 24,02 42,64 30,93 31,23 35,74 31,23 28,83 

12Ó011 27,44 39,49 29,74 31,79 35,90 31,79 28,21 

115407 26,83 34,86 30,28 28,90 32,57 31,51 27,52 

1406&9 30,80 33,47 28,95 26,49 30,80 30,18 30,60 

169029 35,85 3132 26,39 23,02 29,06 27 2 16 98 
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TABELA 5- % de Redução de Arraste- D= 3, 18 cm, a 30°C 

CONCENTRAC40(PPM) 

RE 71 3 11 141 11284 1/569 12140 I 2282 12853 1 4280 14993 1 7/32 

JSSJ& 74,29 82,86 5-1,29 65,71 77,14 85,7 1 65,71 54.2<> 77, 14 80,00 i 

13590 58,14 65,12 37,21 60,47 67,44 53,49 30,23 69,77 62,79 62,79 

31526 34,55 60,00 40,00 56,36 47,27 45,45 38, 18 0.1,64 60.00 63,b-t 

40379 25,71 58,57 42,86 51.43 44.29 42.46 38.57 62,00 .57, 17 65,71 

43350 29,76 55,95 34,52 53,57 47,62 21 ,43 35,71 63,10 .57,14 55.95 

53033 27,00 5 1,00 26,00 55,00 44,00 29,00 38.00 62,00 52,00 58.00 

569&2 27,93 48,65 27,03 53,15 33,33 23,42 29,73 54,05 •10,85 54.95 
<· 

71131 21,60 48,80 24.00 56,00 28.00 16,80 24,48 52,00 52,80 49,60 

169029 36,42 56,29 21 ,19 59,60 34,44 19 21 28,48 49,67 49,o7 54,n 

TABELA 6-% de Redução de Arraste- Anular, a 30"C 

RE •. , 713 1141 1284 1569 1854 2282 2853 4993 570ó 7132 

6169 0.00 69,05 57, 14 52,38 57,14 54,76 9,52 - 2,38 

56,00 62,00 60,00 56,00 46.00 8,00 0,00 6.00 6,00 

36,21 43,00 27,59 41 ,38 34,48 1,72 1,72 6,90 5.17 

35,29 30,88 32,35 52,94 42,65 1,29 14,7 1 11.76 

37,80 36,59 30,49 46,34 48,78 6,10 2Ó,73 19.51 

36,17 31,91 29,79 53,1 9 36,17 22,34 30,85 12.77 22,34 

50,49 34,95 33,98 36,83 12,62 9,7 1 

42,06 23,36 34.58 39,25 

Efeito do Número de Reynolds: 

Para as três geometrias e para as diversas concentrações 
de PHPA testadas, o percentual de redução de arraste caiu com 
o aumento do Número de Reynolds. Uma vez que todos os 
testes foram realizados em regime turbulento, este fato pode ser 
justificado pela provável degradação do polímero com o 
aumento das taxas de cisalhamento. 

Efeito do Diâmetro da Tubulação: 

Comparando-se os resultados de percentual de redução de 
arraste das tabelas 4 e 5, observa-se que esta foi maior para os 
tubos de maior diâmetro. A figura 2 ilustra o mesmo fato para 
fluidos à mesmas concentrações de PHPA. Este fato é 
amplamente verificado na literatura e é justificado pelas 
menores taxas de cisalhamento impostas ao polímero nos tubos 
de maior diâmetro. 

-- --- ---- --------·----- ----;;:-~,54 cm I 

IJ. [).3, 18 cm 1 

I! 

o 
~ 

o 
"" 
o 
CD 

' i ce 
0:: 
~ o o ... 

o 
"' 

o 

5500 51500 105500 155500 

NUMERO REYNOLDS 

Figura 2- Efeito do Diâmetro 

Efeito da Concentração de Polímero : 

De acordo com as tabelas 4 e 5, os maiores percentuais 
de redução de arraste ocorreram para as concentrações de 1 141 
e 1284 ppm. Na tabela 6, observa-se redução de arraste 
significativa para maiores concentrações de PHP A Este 
comportamento, aparentemente anômalo, pode ser justificado 
pela interação solvente-soluto que tende a formar coloides 
estáveis, tendendo a diminuir o rendimento do polímero (Azar 
et aL , 1986 ). 
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Correlações Propostas: 

Numa tentativa inicial de quantificar o fenômeno foram 
propostas correlações entre o fator de tncção de Farming e o 
Número de Reynolds definido pelas equações 3 e 4 para cada 
diâmetro testado. Deve-se ressaltar que estas correlações são 
válidas para o escoamento de suspensões argilosas contendo 
PIIPA e cloreto de sódio. As expressões propostas são as 
seguintes: 

- tubo de 2,54 cm e Números de Reynolds entre 19000 e 
170000: 

f ~ 0,00.5061 

(Re)0,0~0539 

(8) 

- tubo de 3,18 cm e Números de Reynolds entre 15000 e 
72000: 

f o 0 ,006543 

( Re)O , OO I 

(9) 

- anular (7,62 X 5,08 cm)e Números de Reynolds entre 
8000 e 18500 

f = 1,1684 2 
(R e )0,540 145 

( 10) 
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Figura 4- Ajuste dos dados cxperimemais com a correlação 
proposta para 0=3, 18 cm. 
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Figura 5- Ajuste dos dados experimentais com a correlação 
proposta para o anular. 
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A dispersão observada nos gráficos anteriores, toma clara a 
necessidade de prosseguir a investigação v1sando a 
qtWntificação do fator de fricção cm timção de outros 
parâmdr<):; rele·:anles, al.!m do número de Rc}Ttolds. Os dados 
expostos nt1o perrmtiram quantiticar a inlluência da 
coHc.:mraçào àe polímeros na redução de arraste. As 
correlações propostas pt.'ITilÍtem prever o comportamento de 
flmdos poliméncos com mais precisão que as correlações 
r.onv.:ncionalmentc usadas no.-, programas hidráulicos 

!·oram rcailzados ensaios de campo c de laboratório 
v1;-;;:mdo qL•anlllicar as perdas de carga em fluidos de perfuração 
<i hase Jc PHPA que seguem o modelo de Robertson-Stiff. 
Ensaios iniciais em simulador de grande porte, onde as 
concentrações de PI IP A não eram conhecidas, indicaram a 
ocorrência do fenômeno de redução de arraste no escoamento 
turbulento. 

- Os testes realizados em simulador de grande porte com 
fluidos com concentração de PHPA conhecida permitiram o 
levantamento de correlações que predigan1 a perda de carga 
durante o escoamento tubular e anular destes fluidos. 

- Nos testes realizados em geometria tubular observou-se 
cisalhamento do polímero, o que dificultou a identiticação do 
efeito do número de Reynolds na perda de carga. Nestes testes, 
o polímero foi submetido a taxas de cisalhantento elevadas para 
contornar a dificuldade de medir valores pequenos de perdas de 
carga. Já no escoamento anular, observou-se menor degradação 
do polímero devido aos menores números de Reynolds 
experimentados. 

- O valor da concentração de polímero capaz de 
minimizar a fricção precisa ser melhor investigado. Um enfoque 
promissor é a correlação dos fatores de fiicção com o número 
de Weissenberg, conforme proposto por Kwack (1983,1987). 
Um trabalho sobre a caracterização viscoelástica das 
suspensões de PHP A está em curso no Centro de Pesquisas da 
PETROBRAS. 
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RESUMO 
O petróleo ao escoar em dutos submersos, em águas projimdas e frias, sofre um resfriamento que dificulta 
seu bombeamento. Isto é devido tanto pelo aumento da viscosidade, quanto pelo surgimento de uma 
camada de depósitos nas paredes internas dos dutos, o que reduz gradualmente a área de escoamento. O 
aquecimento deste fluido em escoamento. através de injeção localizada de rádio-freqüência (RFJ. é 
analisado, de modo simplificado. com o objetivo de se avaliar a potênda necessária ao reaquecimento, o 
posicionamento das fontes e a distribuição da temperatura com e sem injeção de potência. Dois casos reais 
são investigados onde se apresentam diferentes fomws de distribuição das fontes de rádio-freqüência. 

Introdução 

A produção de petróleo em águas profundas 
enfrenta urna série de problemas. os quais crescem à 
medida que aumenta a lâmina d'água sobre o poço em 
exploração. Um dos fenômenos que complica este 
processo é a obstrução gradual que ocorre na linha de 
produção, ocasionada pela deposição de parafinas nas 
paredes do duto. Inicialmente solubilizada no óleo. a 
parafina precipita da solução à medida que caem a pressão 
e a temperatura. O surgimento dos primeiros cristais de 
parafina é pois função destas variáveis e conhecido corno 
ponto de névoa ou TIAC (Temperatura Inicial de 
Aparecimento de Cristais). Toda vez que o petróleo em 
escoamento tem· sua temperatura resfriada abaixo deste 
ponto. a parafina sai da solução e o processo de 
entupimento é desencadeado. 

Com o intuito de evitar a parafinação. e 
conseqüentemente a redução da produção, vários métodos 
estão sendo investigados. Um melhor isolamento 
dificultaria o abaixamento excessivo da temperatura, a 
adição de elementos químicos específicos também pode 
minimizar o problema e, finalmente, o reaquecimento 
durante o escoamento eliminaria a deposição, caso a TIAC 
não fosse atingida. Todos os métodos, contudo, 
apresentam vantagens e desvantagens. Não existe ainda 
um processo muito melhor do que os outros e por isto os 
estudos continuam em várias frentes . 

Corno uma das diversas opções de aquecimento do 
petróleo em linhas submarinas, de modo a manter sua 
temperatura' acima da TIAC. foi realizado o presente 
estudo, que apresenta a análise térmica do aquecimento 
do óleo por absorção de rádio-freqüência (RF, micro­
ondas). Este é um estudo preliminar que visa obter o 
comportamento da ternperat).lra do petróleo, quando 
sujeito a influência de fontes de RF distribuídas ao longo 
da linha. Por simplicidade foi assumido escoamento 
monofásico. o que não condiz com a realidade. urna vez 
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que nos casos reais tem-se. quase sempre. gás e líquido 
escoando simultaneamente. 

O aquecimento industrial por RF é bem historiado por 
Kachmar ( 1992a e b ). São apresentadas aplicações usuais 
nas indústrias de alimento, cerâmicas e outras pouco 
convencionais, corno na reciclagem de asfalto e na área 
médica. Adicionalmente, o mesmo autor especifica que as 
freqüências preferenciais de operação são 915 MHz'e 2,45 
GHz. Na mesma linha do trabalho anterior, Osepchuk 
( 1984) apresenta a "História de Aplicações de 
Aquecimento através de Microondas" . 

Não foram encontradas referências específicas sobre a 
utilização de microondas para o aquecimento de petróleo. 
Deste modo estudo experimentais paralelos foram 
desenvolvidos para quantificar a absorção de RF pelo 
petróleo, os quais não são aqui apresentados. A absorção 
é. neste trabalho, apenas um dado de entrada. 

Para tal análise foi desenvolvido um programa 
computacional que simula o comportamento térmico do 
fluido escoando em uma linha submarina, sujeito à injeção 
de RF em pontos específicos. 

O modelo fisico proposto para realizar a simulação 
divide a linha em volumes de controle (VC) e assume a 
temperatura externa (água do mar) variável, 
discretamente, ao longo da linha. São considerados os 
seguintes modos de transferência de calor em cada VC: 
condução axial através do óleo, condução radial através da 
parede da linha, convecção entre a superficie externa da 
linha e a água do mar e. finalmente, a energia absorvida 
pelo petróleo devido à injeção de RF. 

O regime é permanente e os resultados são 
apresentados na forma da temperatura média de mistura 
do óleo, como função da posição axial. Diversos 
parâmetros são investigados nas simulações efetuadas: 
coeficiente de absorção de RF pelo petróleo, vazão de óleo, 
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comprimento de linha, número e potência das fontes de 
RF. 

Modelo Físico 

A Figura · L apresentada abaixo, mostra, de forma 
esquemática, o modelo fisico adotado no equacionamento 
térmico do problema. 

São conhecidas a vazão masstca (m) e a 
temperatura do petróleo junto à cabeça do poço, (To), ou 
em outro ponto qualquer desejado. A linha é dividida cm 
volumes de controle, sendo que toda fonte de RF deve 
estar localizada na interface entre dois volumes contíguos. 

Pelo lado externo da linha, assume-se, por 
volume de controle. temperatura uniforme da água do 
mar, mas que pode variar de um volume a outro. 

J I 

To ' ' I I 
I I 

Nível doM ar 
- ------ · - ·· ·----

RF 

; de T2 
VVIIUVIe 

' ' I ' 
L2 

' ' I ' ' ~ I I I I I 
I I I I I 

I I ' I 

_ _ _ It_ _ __ 
LI 

Figura 1 - Modelo Físico 
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A Figura 2 apresenta o detalhamento esquemático 
do i-ésimo volume de controle. 

ParetJe 
de lirlha 

Região externa T 
(água do mar) J 

I i-1 : 
I I 

: Qkj.\! 
: Hi-1 I I--: 
: Ti-1 I 

I i +1 
I 

Qki : --~ 
Ti ; li +1 

Qpi 

~ôX >I< ôX >k ôX > 

~di <!lO 

Figura 2- Detalhamento dos Volumes de Controle 

A nomenclatura utilizada nesta figura é a seguinte: 

1 - contador dos volumes de controle a partir da 
cabeça do poço; 

T - temperaturas; 
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Qai - taxa de calor absorvido IRF) no 1-ésimo \Olumc 
1k controle (V C. L 

Qki- 1- taxa de calor por conduçào do Y.C "1 l" para o 
de número "i" ; 

Qki - taxa de calor por condução do V C ., .. para o de 
número "i+ 1 "; 

Qpi - taxa de calor perdida pelo i-ésimo Y.C. para a 
água do mar; 

Hi-1 - taxa de cntalpia transportada do V. C "i-I" para 
o de número "i" ; 

Hi- taxa de entalpia transportada do V. C. "i" para o de 
número "i+ 1 ". 

ôX -comprimento de cada V. C. dado cm metros; 

d -diâmetro interno da linha; 

D - dtiimctro externo da linha. 

Modelo Teórico 

O modelo teórico utiíiza fundamentalmente a 
equação de conservação de energia aplicada a cada um dos 
volumes de controle, considerando-se regime permanente. 
Assim, para o i-ésimo V. C., tem-se: 

Qk,_1 +Qa, +Hi-i =Qk, +Qp, +H,, (1) 

Através da Lei de Fouricr. para a condução de 
calor, pode-se explicitar os termos Qki-1 e Qki· Assim, 
já na forma discretizada : 

T -- T 
Qk = -KA ( - ' _,_~__), 

1- i t · LlX (2) 

T - T 
Qk =-KA ( " 1 

' ) · I I ...... 
(3) 

onde: K - condutividade térmica do óleo; 

At -área transversal do duto ( At = nd2/4 ) 

Uma análise, em termos de ordem de grandeza. 
mostra que as parcelas fornecidas pelas equações (2) e (3) 
são desprezíveis quando comparadas às demais da 
equação (I) Deste modo, as mesmas não fora1t1 incluídas 
no modelo computacional desenvolvido. Em outras 
palavras, o número de Peclet ( Pe = Vd/K ) deste 
escoamento é elevado, uma vez que a condutividade do 
fluido é pequena. A advecção predomina sobre a condução 
axial. 

O termo da energia absorvida em cada volume de 
controle, Qai , é dado por 



onde: QF - potência da fonte de RF: 

a - coeficiente de absorção de RF pelo óleo em um 
comprimento de 1 metro; 

k- contador de V. C. a partir de cada fonte de RF. 

O fato r 112 que aparece na equação ( 4) é devido à 
hipótese que metade da potência de RF injetada por cada 
fonte é absorvida a montante da mesma, enquanto a outra 
metade a jusante. de forma simétrica. Deste modo, o 
contador "k" é utilizado em ambos os sentidos a partir da 
interface que contém uma fonte de RF. 

Deve-se ressaltar que. no caso de um V.C. absorver 
RF proveniente de duas ou mais fontes, a parcela Qai na 
equação ( l) é dada pela soma das diversas Qai obtidas 
através da equação (4). 

O penúltimo termo do lado esquerdo da equação 
(1). ou seja, a taxa de calor perdida pelo i-ésimo V. C. para 
a água do mar, Qpi, é dado por 

Qp. =A U ( T · - T) 
I I J ' 

onde: A- área lateral externa de um V. C.; 

U - coeficiente global de transferência de calor. 

(5) 

A área lateral A e o coeficiente U são calculados 
através das seguintes equações: 

A=Jr D LU' , 
e 

u = ---:-------:--:---:-:=--;-;-:----=---:--
] Aefn(Did) DI - + ---· ... + ·- -· 

hex 27! K ef liX d h;n 

onde: hex- coeficiente de filme (convecção) Externo; 

Kef- condutividade térmica efetiva da parede da 
linha: 

hin- coeficiente de filme (convecção) interno. 

(6) 

(7) 

Em lugar de fornecer Kef• pode-se alternativamente 
optar pela "Condutância Térmica da Linha", Kt, como 
dado de entrada. Este termo é definido através da equação 
(8) : 

Kt 
2Jr K ef 

en(D 1 d) (8) 

O coeficiente de filme externo (hex) pode ser 
assumido constante ou pode-se optar pelo fornecimento da 
velocidade média do escoamento externo da água do mar 
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(u). Nesta opção, a determinação do referido coeficiente é 
feita através da seguinte formulação (Holman, 1983) : 

C Re n 

onde: C = 0,0266 (constante) 

n = 0,805 (constante) ; 

ex P 1/ 3 
ri (9) 

Prf= 9,4 (Número de Prandtl estimado para a água 
do mar). 

O número de Reynolds associado ao escoamento 
externo (Reex) é definido por 

(lO) 

com Yf = 1,3 x to-6 m2/s (viscosidade cinemática da 
água do mar). 

Quanto ao coeficiente de filme interno (hin), este é 
determinado para cada V.C. considerando-se dois casos 
distintos: escoamento laminar ou turbulento. 

1° caso: escoamento laminar 

Este regime é admitido sempre que o número 
Reynolds para o escoamento interno, Re, for menor do 
que 2300, ou seja, 

Re= 
4m 

Jr d f.1 
2300 

onde: ~ - viscosidade dinâmica do petróleo. 

( ll) 

Neste caso assume-se o valor constante para o número de 
Nusselt para escoamentos com fluxo de calor constante. 

Nu= 4,364 (12) 

Na realidade o escoamento não chega nunca ao 
desenvolvimento pois, a medida que a temperatura varia a 
viscosidade é afetada e, conseqüentemente, o perfil de 
velocidade. A hipótese de fluxo de calor constante é uma 
simplificação conservadora, e por isto adotada neste 
estudo simplificado. 

Assim, calcula-se o coeficiente de filme, hin• por 

K Nu 

d 

r caso: escoamento turbulento 

(13) 

Naturalmente, assume-se este caso quando o 
número de Reynolds for maior do que 2300. A tradicional 
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equação de Dittus-Boelter é empregada na determinação 
do Número de Nusselt. 

Nu = 0,023 Re0,8 Pr0,3 (14) 

onde: Pr - número de Prandtl do petróleo, dado por 

Pr = f.l c P 

K 
(15) 

com cp sendo o calor específico do petróleo. 

O coeficiente hin é, então, obtido pela mesma 
equação ( l3) utilizada no 1 o caso. 

Deve-se ainda ressaltar que o modelo admite um 
"fator de intensificação de turbulência" (empírico) que, 
quando assumido maior do que a unidade, acarreta em um 
acréscimo de hin• urna vez que tal fator multiplica este 
coeficiente. A razão de prever-se este fator no modelo é 
que o escoamento, seja laminar, seja turbulento, é pulsante 
e rnultifásico. Tais efeitos afetam a troca de calor entre o 
escoamento interno e a parede da linha. Outras 
correlações mais precisas poderiam ter sido utilizadas na 
previsão do coeficiente de troca de calor interno. A 
correlação de Dittus-Boelter, mais urna vez, foi escolhida 
no intuito de se simplicar o procedimento de cálculos. 

Em relação aos termos da equação (1), falta ainda 
explicitar os dois últimos, ou seja, Hi-1 e Hi. Assim, 

Hi-1 = rn Cp Ti-l (16) 

Hi = rn Cp Ti (17) 

Deve-se observar que a principal incógnita que 
aparece, substituindo-se as equações (4), (5), (16) e (17) 
em (1), é a temperatura Ti. Como a viscosidade é urna 
função forte da temperatura, não pode ser admitida 
constante, o que tornou o simulador iterativo. Deste modo, 
na primeira iteração, na análise térmica de cada V.C., 
assume-se a temperatura deste, para efeito do cálculo 
inicial de propriedades, corno sendo igual a do 
imediatamente anterior. A partir daí obtém-se a nova 
temperatura e o balanço é recalculado. A convergência é 
extremamente rápida. 

Resultados e Comentários 

Com, base nos "modelos tisico e teórico" 
apresentados nos ítens anteriores, desenvolveu-se o 
software de Simulação de Linhas Submarinas de Petróleo, 
sendo aquecido por fonte(s) localizada(s) de RF. 

Este desenvolvimento foi realizado utilizando-se o 
Turbo Pascal for Windows, na realização dos cálculos 
propriamente ditos, e o Visual Basic for Windows, para a 
montagem de uma interface gráfica padrão Windows. 
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Diversos casos reais. onde a temperatura do 
petróleo atinge valores abaixo da TIAC foram analisados. 
Dentre estes. dois foram escolhidos para a simulação 
térmica com inclusão de fontes de RF. O fator de 
intensificação de turbulência foi assumido unitário em 
todas as simulações. Para diferenciar os estudos. os 
mesmos serão classificados como caso a e caso b. 

A Figura 3 apresenta o comportamento da 
temperatura do petróleo escoando sob as condições dadas 
pelo caso a. Observa-se que a partir de uma temperatura 
de 58°C junto à cabeça do poço, a mesma atinge a TIA C 
(23°C) a cerca de 4,8 km deste ponto. com a temperatura 
externa igual a l0°C. A linha tracejada mostra 
comportamento térmico deste mesmo caso a, com uma 
fonte de RF, de 10 KW, localizada à 4.8 km da cabeça do 
poço, onde o problema de deposição se iniciaria. Pode-se 
observar que a inclusão desta fonte aquece localmente o 
óleo que estaria a uma temperatura abaixo da TIAC, e que 
só na parte final da linha. esta temperatura é novamente 
atingida. 

Corno o petróleo possui urna alta capacidade de 
absorção de rádio-freqüência, a quase totalidade da 
potência injetada por uma fonte é absorvida no próprio 
volume de controle onde a mesma se encontra. Por este 
motivo surge, localmente um pico de temperatura, dando a 
forma de um dente de serra ao perfil térmico. 

Alternativamente à solução adotada com a 
instalação de uma única fonte de RF (lO KW). a Figura 4 
apresenta o perfil térmico do petróleo, posicionando-se 
duas fontes de RF de 5 KW cada, a 4.8 e 5.0 km da cabeça 
do poço, respectivamente. Constatam-se dois picos de 
temperatura nas respectivas posições das fontes, 
obviamente menores do que o pico observado com uma 
única fonte . A inclusão de várias fontes tem por objetivo 
elevar pouco a pouco a temperatura do óleo. minimizando 
as perdas para o exterior. uma vez que a diferença 
acionadora da troca de calor é mantida em níveis baixos. 
Obviamente este tipo de solução apresenta urna série de 
inconvenientes técnicos de instalações e custos que não 
são abordados neste trabalho. 
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A Figura 5 apresenta a distribuição de temperatura 
do petróleo escoando sob as condições do caso b. 
Comparativamente ao caso a. mostrado anteriormente, 
verifica-se um gradiente de temperatura bem maior na 
região próxima da cabeça do poço. Isto devido à menor 
vazão mássica de petróleo nesta linha. Observa-se também 
que a aproximadamente a 3,5 km do início da linha. o 
petróleo entra em equilíbrio térmico com a água do mar. a 
10°C. Mais uma vez. a linha tracejada mostra o 
comportamento da temperatura após a inclusão das fontes 
de RF. Neste caso. quatro fontes de 50 KW de potência 
individual. situadas a 1.5, 2, I, 2,7 e 3.3 km da cabeça do 
poço. Observa-se que são necessários 50 KW, para cada 
trecho de 600 metros da linha. a partir do primeiro ponto 
em que a temperatura do petróleo aproxima-se da TIAC 
que no caso é l6°C. Obviamente. mantidas as condições 
externas constantes. tem-se um escoamento periódico após 
a inclusão de fontes idênticas com espaçamento constante 
ao longo da linha. 
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Conclusões 

O aquecimento de petróleo através de rádio freqüência foi 
analisado de modo simplificado, mostrando-se ser uma 
opção quando comparado a outros métodos de 
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aquecimento. Tendo o petróleo se comportado como uma 
substância altamente absorvedora de RF, o 
posicionamento destas fontes distribuídas ao longo da 
linha gera picos bem localizados de temperatura, 
formando um perfil de temperatura longitudinal do tipo 
dente de serra. A grande vantagem do método, quando 
comparado ao processo resistivo, está no fato da energia 
ser injetada diretamente no óleo, sem a necessidade de 
obstruir o escoamento. Isto é particularmente interessante 
pois este tipo de linha está sujeito a processos de limpeza 
através da passagem de sólidos ( pigs ) impulsionados pelo 
próprio óleo. O aquecimento via resistência elétrica é pois 
feito via parede, ao elevar-se sua temperatura. Como esta 
está muito próxima da água externa, boa parte do calor é 
perdido diretamente para meio externo. sem sequer ser 
absorvido pelo óleo. O outro fator onde a rádio-freqüência 
apresenta vantagem é na distribuição da temperatura no 
interior do óleo. que ne~te caso tende a ser mais uniforme. 
Uma forma de evitar tal perda seria a utilização de 
resistências elétricas no interior do óleo. Isto evitaria boa 
parte da perda mas obstruiria parcialmente o escoamento, 
impedindo a passagem de pigs. Estudos subseqüentes são 
agora necessários, onde devem ser incluídos os efeitos da 
fase gasosa nos processos de troca de calor e absorção de 
RF. Na prática a formulação incluindo o escoamento 
bifásico deve incluir a variação da fração de vazio, uma 
vez que, ao escoar, a relação líquido-gás varia com 
decréscimo da pressão. Finalmente deve ser avaliada a 
viabilidade técnica de construção que passa por problemas 
de elevadas potências e marinização do equipamento. 
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Abstract 

When crude oil is cooled as it flows through a tube 
surrounded by co1d water, heavy hydrocarbons tend to 
precipitate off the so1ution increasing the viscosity and the 
pressure drop. These precipitated hydrocarbons adheres to 
the wall and gradually obstructs the conduit, affecting the 
pressure and temperature fields and the flow rate. The 
heating of the flowing fluid through spaced micro waves 
fonts along the line is analyzed in order to evaluate the 
power requirements and the font positions to avoid 
deposition problems. Two real cases are investigated and 
compared with the expected temperature distributions for 
different micro wave arrangements. 
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Apresenta-se uma análise estatística dos resultados de determinação da temperatura inicial de aparecimento de cristais 
(TJAC) de amostras de petróleo, obtidos por duas diferentes técnicas analíticas: a colorimetria de varredura diferencial (CVD) e a 
reometria. Discute-se sobre a importância da determinação desta propriedade do petróleo e sobre as diferenças de valor da TIAC 
obtidas com diferentes técnicas analíticas, incluindo a microscopia ótica com luz polarizada. 

INTRODUÇÃO 

A mistura ~:ompkxa de hidrocarbonetos (HC 's) gasosos, 
líquidos e sólidos que wmpõe o petróleo cn~:ontr:~-se cm 
equilíbrio que foi alcançado durante o tempo geológico. No 
reservatório de petróleo , os HCs mais leves, i.e. metano, dano, 
propano, etc ... compPdam-se como solventes supen.:ríticos para 
n :; I! C' ·' 'llais pesados (Camahan, 198'J). Durante o ~eu 

escoatnt~nto , desd..: o n::s..:rvatóriv olé as fac ilidades de produçã" 
exiskHlt"' n:~ supcrfk i..: , o pdrol..:v é suhmetidn a f!r•d icnte-: (k 
tl.!ll1per~ltura L j)f\:~:-:;l(~ •. ;ue Jllil.; j ~; :n1~ll te pra_n;o '"'anl ~~ surguncr1!l ; 

de uma ta~;e g.t~,,s;; r 'm1pust:• P• '' ~eus IIC s lcv..:s . A passag..:m 
desses HCs da wndiçitn Jc· ~,;(•:..:nt.::s supcrcríti..:os para a t:tse 
gasosa promove dois efeitos simultâneos: 

• o incremento rdativo da concentração dos HC's 
alifáticos pesados no petróleo e; 
• a redução no parâmetro de solubilidade médio do 
petróleo, por conta que os HC 's apresentam valores de 
parâmetro de solubilidade maiores no estado supercrítico do 
que no estado gasoso. 

Ret1exo da conjunção desses dois efeitos, é posteriormente 
estabelecido um equilíbrio entre as fases do petróleo e inicia-se 
a fonnação de uma fase sólida (''paratinação" ou "deposição de 
parafinas"), composta por uma mistura de HC's alifáticos de 
elevado peso molecular, com números de átomos de carbono 
tipicamente entre 18 e 60. Morfologicamente há dois tipos de 
depósitos de parafinas (Smith c Arnold, 1991 ): 

• os macrocristalinos, compostos principalmente de 
paratinas lineares (C 18 a C50) e; 
• os microcristalinos, que contêm uma maior proporção 
de isoalcanos e naftênicos (C30 a C60). 

Problemas de parafinação de equipamentos de superficie, 
linhas e do meio poroso (reservatório) são amplamente 
conhecidos pela indústria de produção de petróleo. 

A TEMPERATURA INICIAL DE APARECIMENTO DE 
CRISTAIS 

Há uma temperatura na qual inicia-se o fenômeno de 
cristalização de parafinas do petróleo. Esta temperatura é 
denominada temperatura inicial de aparecimento de cristais 
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(TIAC) (Marques e Cotrin, 1991 ). Ela representa um valor 
limite acima do qual não ocorrem problemas de deposição de 
paralinas. Portanto, a 11AC é um parâmetro fundamental para a 
modelagem do fenômeno de dL}losição orgamca e o 
dimcn:-;ionamenlo dos sistemas de escoamento Jc produção de 
petróleo, principalmente os situados cm águ;;ts (ofTshore) 
profundas. Igualmente a TIAC ..: usada para cstahclecer a 
te111pcratara tnÍIÚm:: para 11 pron;s;;o de :c;..:p.m;.,ão 0ko/agua. 

A ckkm. i: •. :\ ;iu J<> v. do.- t:\alil da ll :V · Jo petróleo 
rt-\ 'cs l_ ~-s~ JL \..L: rto g rau J.: \_!ifícuidadc an:-dí~i '. ~ :.i }hH l~ '-·, nta da: 

• inexist.:HLia Je uma mdtHlulllgia analítica 
padronizada que seja aplicável a amostras escuras1

; 

• instahiltdade físico-química da amostra; 
• existência de uma memória térmica (Wardaugh & 
Boger, 1987) e; 
• influência da quantidade de gás natural dissolvido na 
amostra. 

A literatura faz referência a diferentes métodos analíticos 
adequados para a determinação da TIAC, dentre os quais: 
reometria, calorimetria de varredura diferencial (CVD), 
microscopia ótica com luz polarizada, espectroscopia de 
infravermelho com transformada de Fourier, filtração com 
temperatura controlada (FeiWom d ai., 1995). No presente 
estudo a TIAC de uma centena de amostras de petróleo 
estabilizado, de diferentes campos produtores do Brasil, foi 
determinada por CVD e por reometria. Os resultados obtidos 
com as duas técnicas analíticass mostraram-se bem 
correlacionados. Além disso, tendo como base o trabalho 
experimental que foi conduzido em nosso laboratório, pôde-se 
observar que a CVD apresenta as seguintes vantagens sobre a 
reometria: é mais rápida e requer menor quantidade de amostra. 

Há que se ressaltar que amostras de petróleo vivo (com a 
composição original do petróleo em condições de reservatório) 
não foram empregadas neste estudo experimental. No entanto, 
tem sido demonstrado experimentalmente que há uma grande 
influência dos gases dissolvidos no petróleo sobre o valor de 
sua TIAC (Fokeev, 1958, Marques & Branco, 1992, 
Campagnolo et ai., 1995). No entanto, as dificuldades para 

1
- Os métodos ASTM D-2500 e D-3117 não são adequados para 

amostras de petróleo com coloração escura. 
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consecução e manuseio limitam a aplicação freqüente de 
amostras de petróleo vivo em ensaios laboratório 

CONSIDERAÇÕES DE NA TIJREZA TEÓRICA 

A Formação de Cristais de Parafmas a Partir do Petróleo 

Nas condições originais de reservatório as moléculas de 
parafinas - n-alcanos alifáticos de elevado peso molecular 
- possuem energia térmica para perpetuar seu movimento no 
líquido, i.e. manterem-se solubilizadas no petróleo. Na medida 
que a despressurização do petróleo toma-o mais pobre de 
hidrocarbonetos leves, tàto este acompanhado por uma redução 
de temperatura, as moléculas de parafinas de alto peso 
molecular iniciam um processo de atração intetmolecular. Estas 
forças intermoleculares levam ao alinhamento das moléculas ao 
longo do seu eixo principal. Quando estas forças são superiores 
a interação entre as moléculas de parafinas e o meio solvente, 
inicia-se a formação de uma fase sólida no sistema (Addison, 
1977). 

É importante ressaltar que não é possível explicar os 
fenômenos de nucleação e cristalização de uma fase sólida em 
um líquido usando o enfoque termodinâmico clássico, onde 
reinam absolutos os conceitos de propriedades macroscópicas 
de sistemas estatisticamente uniformes. Não obstante, usando 
uma abordagem microscópica para o líquido, verifica-se que 
flutuações térmicas localizadas geram fluxo de massa e energia 
(movimento browniano), cujas magnitudes são superiores a 
energia livre de nucleação. Desse modo é que se explica como 
um líquido superresfriado é capaz de formar núcleos e, por 
intermédio desses núcleos, manifestar-se o processo de 
cristalização (Knight, 1969). Há, portanto, um raio crítico 
(mínimo) de cristalização (RCR), que uma vez excedido, toma 
o processo de cristalização termodinamicamente favorável. 

O Conceito de Raio Crítico de Cristalização 

A energia livre total (F) de um sistema mantido sob 
condições isotérmicas, formado por um líquido superresfriado, 
contendo um cristal esférico de raio original r0, é dada pela 
soma de energias livres(!) de todos seus componentes. 

F = f1(V- 4/37tr Õ) + fc(4/37t r Õ) + cr(47tr ~) 
onde: 
V= volume do sistema; 
s = energia livre da interface líquido - cristal e; 

(I) 

os subíndices I e c significam líquido e cristal, respectivamente. 
A um incremento & do raio do cristal CQrresponderá a uma 

variação de energia livre do sistema (&)dada por: 

F + M = ft. [V- 4/3 1t (r0 + & )3
] + fc [4/3 1t (r0 + & )3

] + 
cr(47tr+&)2

] (2) 

A variação d~. energia livre do sistema, M, pode ser 
deduzida subtraindo-se a primeira expressão da segunda: 

M= 4/37t(fc - f1) (3d& + 3r0 ll2r + fl3r) + 47tcr 

(2r0 &+fl2 r) (3) 

Como no início da cristalização o raio inicial r0 = O, tem-se 
que: 

M = 4/3 1t (t~- f1) ll\ + 47tcrll2 r (4) 
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Para que o processo de cristalização seja espontâneo, é 
necessário que a energia livre do sistema, M, seja uma função 
decrescente do raio do cristal. Isto é: 

d!:lF <o 
d&-

porém, 

d!:lF = 4 7t&2(fc- tj) + 87tcr& 
d&-

(5) 

(6) 

Substituindo a expressão (6) na inequação (5) e resolvendo­
a para &, tem-se: 

&>~ 
ft-fc 

Como r0 =O, então: 

2cr 
r>--

fr-fc 

(7) 

(8) 

O raio r definido na equação (8) é o raio crítico de 
cristalização (RCR). O crescimento do cristal somente é um 
processo espontâneo a partir de um raio maior que o RCR isto 
é, r> 2cr/(f1 - fc) · Isto posto implica em assumir que o processo 
de cristalização se deve a pequenas flutuações de propriedades 
que ocorrem no líquido. Dados de literatura informam que o 
RCR das parafinas no petróleo é da ordem de 50 nanômetros. 
(Petinelli, 1979) 

O Conceito de Parâmetro de Solubilidade de Hildebrand 

O parâmetro de solubilidade de Hildebrand é uma 
propriedade termodinâmica útil para explicar o fenômeno de 
solubilidade das parafinas no petróleo. Segundo este conceito , 
duas substâncias com mesmos valores de parâmetro de 
solubilidade são completamente miscíveis em qualquer 
proporção. Na medida que os parâmetros de solubilidade de 
duas. diferentes substâncias se diferenciam, menor é a 
miscibilidade entre elas (Brandup e Immergut, 1989). O 
parâmetro de solubilidade do petróleo tem valores típicos 
próximos de 5,0 (cal/cm3

)
112, (Chang & Fogler, 1984). Por sua 

vez, os hidrocarbonetos mais leves do petróleo tem parâmetro 
de solubilidade crescente com seu peso molecular. Assim 
sendo, no início de um processo (hipotético) de 
despressurização do petróleo vivo, o metano, por ser o 
hidrocarboneto de maior pressão de vapor e de menor 
parâmetro de solubilidade, é o primeiro componente a sair de 
solução. Contudo, sua influência sobre a TIAC é praticamente 
nula. Dando continuidade a este processo de despressurização, 
outros hidrocarbonetos mais pesados que o metano, i.e.: etano, 
propano, etc ... que apresentam valores crescentes de parâmetro 
de solubilidade, também saem de solução e, de modo 
crescente, int1uenciam o valor da TIAC do petróleo. Isso 
C>..'Jllica por que não há uma relação linear entre a TIAC e a 
variação de pressão experimentado pelo petróleo. Campagnolo 
et ai, 1994). Em geral, a TIAC de petróleo vivo é inferior a do 
petróleo estabilizado. 



DESCRIÇÃO DAS TÉCNICAS ANALÍllCAS PARA 
DETERMINAÇÃO DA TIAC DE PHRÓLEO 
ESTABILIZADO 

Reometria 

A detecção da TIAC por reometria é baseada no fato que a 
grande maioria dos petróleo se comporta como um fluido 
newtoniano (viscosidade independente da taxa ou do tempo de 
cisalhamento) em temperatura superior a TIAC e como fluido 
não-newtoniano abaixo dessa temperatura (sistema bifásico 
sólido - líquido). O seguinte procedimento analítico é 
empregado: Uma vez destruída a memória térmica do petróleo 

I 
(Wardaugh e Boger, 1987), . fazendo decrescer a temperatura, 
determina-se a viscosidade da amostra e traça-se um reograma. 
A temperatura na qual ocorre a transição de comportamento 
newtoniano para não-newtoniano, que equivale a TIAC, é 
observada como uma mudança de inclinação na curva de 
viscosidade do reograma. A TIAC de petróleo parafmicos é 
facilmente identificada por este método. Sua precisão é 
proporcional a concentração de parafinas e inversamente 
proporcional a concentração de asfaltenos no petróleo. Oliveira 
et al. (1994) implementaram aprimoramentos na técnica para 
aumentar a sua eficiência, contudo, petróleo extra-pesados ou 
com elevado grau de biodegradação, por não apresentam região 
de comportamento newtoniano, não apresentam uma TIAC bem 
defmida. Na verdade estes petróleo perdem a fluidez sem 
apresentarem uma transição de comportameto reológico. 

Estudos conduzidos com ressonância magnética nuclear 
(Pedersen et ai, 1991) mostraram que é necessário que exista 
1% de parafinas precipitada para que detecte um desvio do 
comportamento reólogico do petróleo. 

Um reograma típico de petróleo, orientado para a 
ieterminação da TIAC, é apresentado na Figura 2. As duas 
regiões de comportamento reológico estão assinaladas na 
Figura. 
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Figura 1. Reograma típico de petróleo estabilizado orientado 
para determinação da TIAC 

Calorimetria de Varredura Diferencial 

O calorímetro de varredura diferencial é um equipamento de 
extrema utilidade para determinação de temperaturas de 
transição de fases assim como do calor envolvido na mesma. O 
principio de funcionamento do equipamento DSC-7 da Perkin 
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Elmer utilizado neste trabalho experimental é o seguinte: o 
equipamento possui dois compartimentos de amostras (panelas) 
sendo que uma das panelas fica ocupada pela amostra e á outra 
é ocupada por ar (referência). O operador estabelece uma taxa 
de variação de temperatura (rampa de temperatura) que será 
positiva para o caso de aquecimento e negativa para o 
resfriamento dependendo do tipo de fenômeno que se deseja 
analisar. Durante todo ensaio as panelas da amostra e da 
referência são mantidas numa mesma temperatura de modo que 
o equipamento fornece a diferença de calor devido a diferença 
de capacidades calorificas entre a amostra e a referência. Esta 
energia cedida pelo equipamento é registrada sob a forma de 
uma linha base. Neste ponto abre-se um parêntese para ressaltar 
que uma linha base deve ter sido previamente estabelecida 
usando-se para isso ar nas duas panelas. Considerando-se que a 
amostra das duas panelas são iguais (ar) e as panelas também 
são iguais entre si era de se esperar que o fluxo de calor cedido 
pelo equipamento fosse igual a zero, porém devido a existência 
de ruídos eletrônicos a linha base localiza-se em outra posição, 
porém muito próxima do zero. A medida que a análise evolui, o 
equipamento prossegue fornecendo a energia necessária para 
manter as panelas contendo a amostra e o padrão (ar) na mesma 
temperatura. No ponto que acontece a transição de fases o calor 
latente da transformação é cedido (no caso da fusão) ou retirado 
(no caso da cristalização) da amostra para que esta se mantenha 
na mesma temperatura da referência. Este calor aparece no 
termograma sob a forma de um pico cuja largura e altura 
dependerão do tipo da amostra. A temperatura que ocorre a 
transição de fase é registrada pelo aparelho ("onset") assim 
como o calor envolvido na mesma, que é registrado sob a forma 
de energia por massa da amostra. Ao fmal do evento, o fluxo de 
calor retorna para a posição de linha base que não precisa 
obrigatoriamente ser igual àquela anterior ao "onset". Vale 
ressaltar que o calor registrado pelo equipamento está 
relacionado a toda quantidade da amostra e nos casos em que 
apenas uma parte da amostra está envolvida na transição de fase 
o uso do resultado pode levar a conclusões equivocadas. Os 
trabalhos conduzidos por Noel (1971 ), com frações de óleo 
combustível, contribuíram para consagrar o uso da CVD para 
determinação da TIAC. 

A precisão da CVD também é fortemente afetada pelo teor 
de parafmas da amostra. Em linhas gerais, quanto mais elevado 
o teor de parafmas na amostra mais convergentes são os 
resultados obtidos pelos dois métodos em questão. Kruka et al. 
(1995) apontam como fatores significativos para imprecisão da 
CVD a necessidade de existir um certo grau de sub­
rcsfriamento, antes que se inicie o processo de cristalização e, 
ainda, a taxa de resfriamento utilizada durante o ensaio. 

Um termograma típico de petróleo, orientado para a 
determinação da TIAC é apresentado na Figura 2. A TIAC é 
equivalente a temperatura de "onset" assinalada no 
termo grama. 

CONSIDERAÇÕES SOBRE O USO DA MICROSCOPIA 
ÓTICA COM LUZ POLARIZADA PARA DETERMINAÇÃO 
DA TIAC 

O principio de detecção da TIAC por micro~opia ótica 
com luz polarizada se baseia no fato que os cristais que 
apresentam estrutura cristalina não-cúbica são anisotrópicos e, 
portanto, desviam o plano da luz polarizada. Assim sendo, no 
resfriamento da amostra de petróleo, os cristais de parafinas 
aparecem como pontos luminosos que se destacam do fundo 
negro . A grande vantagem da técnica é a habilidade de detectar 
cristais diminutos, portanto, sendo recomendável para petróleo 
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com baixos teores de -paralinas. A técnica igualmente tem se 
mostrado útil para verilicar a influência: 

• do pré-tratamento térmico e; 
• dos asfaltenos e de inibidores químicos de cristalização 

de paralinas sobre a morfologia dos cristais de 
parafinas. 

Apesar da elevação de temperatura da lâmina portadora da 
amostra, quando atravessada pelo feixe luminoso do 
microscópio durante a análise, ser uma fonte de imprecisão, a 
microscopia ótica com luz polarizada. É considerada como 
técnica mais sensível do que a CVD ou reometria ( Pedersen et 
al., 1991, Ferwometal., 1995). 
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Figura 2. Termograma típico de petróleo estabilizado orientado 
para determinação da TIAC 

É oportuno ressaltar que esta técnica está em fase de 
implantação no CENPES (Divisão de Geologia e Engenharia de 
Rservatórios). 

APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

Os valores de TIAC de uma centena de amostras de 
petróleo, com diferentes teores dt: parafinas, oriundos de 
diferentes bacias sedimentares brasileiras, foi determinado por 
CVD (Perkin Elmer, Modelo DSC-7) e por reometria 
(Brooldield Modelos DV-II e DV-III). Estes resultados são 
apresentados na Tabela I (Anexo). 

DISCUSSÃO DOS RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

Avaliação Estatística dos Resultados de TIAC 

Os dados da Tabela I foram convertidos na Figura 3 
onde também é mostrada a reta de melhor ajuste obtida por 
ajuste polinomial (1~ grau): 

TIAC(CVD) = 0,89968C(REO) + 0,731684 (9) 

O coeficiente de correlação entre as variáveis 
TIAC(CVD) e TIAÇ(REo) também foi calculado e é apresentado 
em seguida: 

rxy = 0,8541 (lO) 
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Figura 3. Valores de TIAC de amostra de petróleo determinadas 
por Reometria e por CVD 

CONCLUSÕES 

Com base nos resultados da Tabela 1, depreende-se 
que os valores de TIAC obtidos por CVD foram, em média, 
inferiores aos obtidos por reometria. 

O baixo valor de coeficiente de correlação entre as 
variáveis pode ser creditado à presença de petróleo com baixos 
teores de parafinas no universo amostral. Isso sugere que 
amostras com estas características não respondem igualmente 
aos dois métodos. Em trabalhos futuros, há necessidade de 
determinar a influência deste parâmetro sobre a convergência 
dos resultados. 

O menor tempo de análise e o uso de menor 
quantidade de amostra são vantagens inerentes da CVD sobre a 
reometria . 

O valor absoluto de TIAC somente pode ser 
determinado se amostras de petróleo com seu conteúdo e 
composição de gás originais (amostras vivas ou recombinadas) 
forem utilizadas nos ensaios. Portanto, as devidas precauções 
devem ser tomadas para utilizar o valor de TIAC de amostras de 
petróleo estabilizado em condições reais de campo. 
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SUMMARY 

The wax appearance temperalllre (W AT) of 100 cmde oil 
samples were determined using two different anaZvtical 
metlwds: Differential Scanning Ca/orimeter (DSC) and 
Rheometry. A statystical treatment of data revealed that WAT 
detemzined by Rheometty were statistically higher than those 
detetmined hy DSC. A correlaction factor hetween the WAT 
determined hy the two methods was a/so calcu/ated. 
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Anexo 

Tabela I -Valores de TIAC (° C) de Diferentes Petróleo 
Determinados por Reometria e por Calorimetria de Varredura 

Diferencial 

Amos· DSC Reo · Amos· DSC Reo Amos- DSC Reo 
Ira. tra tra 

------r---~6,õ-i9;õ ___ 35 ___ i 'T:õ--12.0--69 _____ i6.oTzT. 
2 18,0 19,0 36 12,0 9,0 70 13,0 12,0 
3 20,0 19,0 37 12,0 10,0 71 13,4 12,0 
4 14,0 19,0 38 19,0 16,0 72 18,0 17,0 

23,5 23,0 39 17,9 17,0 73 14,0 12,0 
6 14,4 20,0 40 17,8 17,0 74 17,0 17,0 
7 19,0 18,9 41 20,8 20,0 75 15,0 15,0 
8 20,9 11,0 42 20,9 19,0 76 16,2 15,0 
9 25,0 22,0 43 20,5 19,5 77 18,5 18,0 
10 15,6 21,0 44 19,0 19,0 78 20,5 17,0 
II 14,0 15,0 45 17,2 19,0 79 15,0 16,0 
12 Í7,4 14,0 46 18,0 15,0 80 17,0 17,0 
13 19,1 16,2 47 16,2 17,0 81 19,0 16,0 
14 18,0 14,0 48 16,0 16,0 82 17,0 16,0 
15 20,1 25,0 49 16,0 16,0 83 17,8 17,6 
16 25,0 25,0 50 19,0 19,0 84 20,0 16,0 
17 17,8 16,0 51 18,5 18,0 85 18,0 17,0 
18 15,6 16,0 52 16,0 17,0 86 19,0 18,0 
19 12,0 12,0 53 16,1 18,0 87 19,9 16,0 
20 39,6 39,0 54 18,5 18,0 88 14,0 14,0 
21 39,8 39,0 55 17,0 19,0 89 16,2 16,0 
22 29,0 25,0 56 16,0 15,0 90 18,6 17,0 
23 17,9 14,0 57 12,0 12,0 91 16,0 15,0 
24 21,1 16,0 58 13,0 13,0 92 22,0 20,0 
25 17,0 16,0 59 13,6 11,0 93 16,8 16,0 
26 21,0 19,0 60 17,9 14,0 94 15,2 14,0 
27 16,0 17,0 61 15,0 15,0 95 15,8 15,0 
28 19,5 15,0 62 17,5 13,0 96 17,0 17,0 
29 19,0 16,0 63 18,2 15,0 97 16,9 16,1 
30 20,1 17,0 64 15,4 15,0 98 15,8 15,6 
31 17,0 18,0 65 18,0 20,0 99 17,0 16,1 
32 15,0 11 ,0 66 19,0 14,0 100 17,0 16,0 
33 16,8 12,0 67 19,3 21,0 
34 18,0 16,0 68 25,0 25,0 
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RESUMO 

Neste trabalho, um modelo tennofluidodinâmico para a previsão da produção de óleos vtscosos em 
reservatórios de petróleo submetidos a aquecimento eletromagnético é utilizado para analisar a 
aplicabilidade deste método de recuperação suplementar de hidrocarbonetos. São apresentados os resultados 
do comportamento dos perfis de temperatura do reservatório e da produção de óleo para a faixa de 
frequência de 60 Hz a I MHz, e para os valores de potência de 20, 40 e 60 kW, além de uma análise 
económica simplificada do método. Como conclusões temos que o aquecimento eletromagnético mostrou-se 
um processo de estimulação térmica, apresentando um período ótimo de aplicação. 

INTRODUÇÃO 

O Método Térmico que será analisado no nosso trabalho 
considera uma forma não convencional de aquecimento de 
reservatórios de petróleo, que é o Eletromagnetismo. Existem 
atualmente duas formas distintas de utilização de energia 
eletromagnética para aquecimento de reservatórios. A primeira, 
denominada Aquecimento Elétrico, trabalha com baixas 
frequências de onda, até cerca de 300 Hz, c fornece calor ao 
reservatório pela passagem de uma corrente elétrica entre dois 
eletrodos adequadamente posicionados no meio poroso, 
submetidos a uma diferença de potencial elétrico. Nesse caso, o 
campo eletromagnético é tratado como estacionário cm um meio 
puramente resistivo. A segunda, denominada Aquecimento 
através de Radiofrequência, trabalha com frequências de onda da 
ordem de megahertz, e fornece calor ao reservatório pela 
absorção da energia eletromagnética entregue por uma antena 
posicionada em frente à zona produtora. Nessa abordagem, o 
fenômeno é considerado como puramente radiante. 

Como exemplo de aplicação do Aquecimento Elétrico temos 
um projeto piloto implantado em um campo de óleo pesado da 
PETROBRÁS , o Campo de Estreito/Rio Panon , localizado no 
Rio Grande do Norte. Nesse projeto, a frequência utilizada é a de 
rede, isto é, 60 Hz. O método de Aquecimento através de 
Radiofrequência encontra-se também cm fase de projeto piloto, 
em um campo de óleo da TEXACO, localizado cm Bakersfield. 
Califórnia, EUA. Nesse caso, a frequên cia aplicada é de 13,56 
MH z. 

Ambas as linhll~ de utilização de energia cletromagnética 
para aquecimento de reservatórios de' petróleo possuem as 
seguintes vantagens: 
• o calor fornecido ao reservatório não depende da injeção de 

nenhum fluido , c por isso não há restrições quanto à 
permeabilidade do meio poroso, pressão de injeção ou 
presença de argilas que inchem com água ou vapor 

• o método de aquecimento é um processo limpo 
ambientalmente 

• o poço aquecido é um poço produtor 
Como qesvantagens temos: 

• consumo de um tipo de energia nobre 
O modelo termotluidodinâmico apresentado por Cambra 

( 1996) em sua tese de mestrado e considerado neste trabalho 
possu i uma abordagem abrangente du aquecimento 
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eletromagnético de reservatórios de petróleo, válida para 
qualquer frequência de onda na faixa de 60 Hz a I MHz. 

MODELAGEM MATEMÁTICA 

O modelo físico proposto , representado na Figura I , 
considera um reservatório cilíndrico drenado por um único poço 
vertical , localizado no centro da área de drenagem. Esse 
reservatório, que consiste de uma rocha permeável portadora de 
óleo de alta viscosidade e água, a uma determinada pressão e 
temperatura, é submetido à ação de energia eletromagnética, com 
consequente geração de calor e aquecimento. 

rw =Raio do poço 

Planta do 
Reservatório 

Linhas de 
Fluxo 

Seção do 
Reservatório 

r c= Raio externo do reservatório 

Figura I - Representação esquemática do modelo de escoamento 
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Na modelagem matemática do processo de aquecimento e 
produção do reservatório foram utilizadas as seguintes equações 
termotluidodinâmicas: 
• equação da continuidade para a fase óleo 
• equação da continuidade para a fase água 
• equação do movimento para a fase óleo 
• equação do movimento para a fase água 
• equação da conservação da energia 

Hipóteses e Simplificações. De modo a facilitar o tratamento 
matemático a ser dado ao nosso problema, foram consideradas as 
seguintes hipóteses e simplificações: (I) reservatório 
horizontal e com espessura constante; (2) meio isotrópico e 
homogêneo; (3) reservatório portador somente de óleo e água; (4) 
escoamento lento e uniformlj: (5) efeito gravitacional desprezado; 
(6) não ocorre vaporização no reservatório durante a produção do· 
poço; (7) os fluidos se comportam como tluidos newtonianos; (8) 
não há efeito de capilaridade no reservatório; (9) as variações de 
pressão e temperatura são funções do tempo e da posição radial; 
(I O) não há presença de componentes magnéticos no meio 
poroso ; (II) o campo eletromagnético nas camadas adjacentes é 
desprezado, não ocorrendo dissipação de energia eletromagnética 
nessas camadas, nem havendo intluência dessas camadas no 
campo eletromagnético ao qual o reservatório encontra-se 
submetido; (12) permeabilidade absoluta do reservatório 
considerada constante; ( 13) condutividades térmicas da rocha, 
óleo e água consideradas constantes; ( 14) calor específico da 
rocha, óleo e água considerados constantes; ( 15) densidade da 
rocha considerada constante; (16) condutividade elétrica, 
permissividade elétrica e permeabilidade magnética da formação 
consideradas constantes para cada frequência de onda utilizada: c 
(17) condutividade elétrica, permissividade elétrica c 
permeabilidade magnética do revestimento (tubulação metálica 
que reveste o poço) consideradas constantes para cada freq 11ência 
de onda utilizada. 

Equações da Continuidade e do Movimento. As equações da 
continuidade e do movimento para cada fluido, considerando 
escoamento bifásico de óleo c água em um meio poroso 
isotrópico, assumem a seguinte forma (Silva, 1993): 

_!_~{r p.,kk 0 ~} 
ror /Jo ar 

o( <!>PoS o) 

dt 

_!_~{rP,kk. ~}= o(<!>p,s.) 
ror /J, dr di 

sendo utilizadas as seguintes condições de contorno: 

()pi =0 

dr r=rc 

(I) 

(2) 

que significa que não há fluxo de tluidos no raio externo do 
reservatório, e 

PI =P r::::rw w 

que representa que a pressão é mantida constante no poço. 
Nas equações acima r é a coordenada radial , P; é a 

densidade do fluido i na pressão e temperatura do reservatório , k 
é a permeabilidade do meio poroso, k; é a permeabilidade 

relativa ao tluido i, !J; é a viscosidade do fluido i na pressão e 

temperatura de reservatório, P é a pressão do reservatório, <!> é a 
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porosidade da rocha na pressão de reservatório, S, é a saturação 

do tluido i, t é o tempo, rc é o raio externo do reservatório, rw 

é o raio do poço e P w é a pressão no fundo do poço. 

Como equações complementares temos: 

P., = P, = P (3) 

S.,+S,=l (4) 

onde, P, é a pressão do fluido i (i= o, óleo; i =a, água). 

A equação da energia e as suas condições de contorno 
apresentam-se respectiva mente como (Si I va, l99 3 ): 

{ p,(l- <!>)Cr, + p.,<j>S.,Cr., + P.<i>S.Cra} ~~ + 

()T ()T I () ( ()T) 
PoCr.,v.,a;.-+PaCr•v•a; = kT-;:--a;:- ra; +Pu -G 

(5) 

aT\ =0 
()r r=rw 

o que significa que não ocorre fluxo térmico em r = r,. , e 

aT\ =0 
()r r=rc 

o que implica em !luxo térmico nulo no limite externo do 
reservatório. 

Nas expressões acima p, é a densidade da rocha, Cr, é o 

calor específico da rocha, Cri é o calor específico do fluido i, v; 

é a velocidade radial do fluido i, kT é a condutividade térmica de 

meio, P0 é a dissipação de energia eletromagnética em caloi" por 

volume de reservatório e G é a perda de calor para as camadas 
adjacentes por volume de reservatório. 

O nosso interesse principal é a determinação da energia 
eletromagnética dissipada cm calor no reservatório. Essa geração 
de calor é função do campo elétrico E ao qual a formação está 
submetida, da condutividade elétrica efetiva do meio, crer. e da 

frequência de onda utilizada. O termo de dissipação pode ser 
obtido a partir de expressão abaixo, com E tendo seu valor de 
pico (2): 

PJ = cr~r IEI2 = G~r (E.E•) (6) 

onde, E• =conjugado do vetor campo elétrico complexo. 
A determinação do campo elétrico é realizada a partir da 

solução das equações de Maxwell, apresentadas a seguir 
(Stratton, 1941 ; Harrington, 1961): 

an 
(7) VxE=--

di 

iJD 
VxH=J+-

di 
(8) 

V D= Pc (9) 

V' · B =0 (10) 



Nas equações de Maxwell acima fornecidas, 8 é o vetor 
indução magnética, H é o vctor campo magnético, .J é o vetor 
densidade de corrente elétrica de condução, D é o vetar 
deslocamento elétrico e Pc é a densidade volumétrica de cargas. 

Considerando que os componentes realmente relevantes dos 
campos elétrico e magnético no nosso problema específico 
correspondem às ondas magnéticas transversais (modo TM), 
representadas por E, E, e H., a solução do campo 
eletromagnético resulta em (Stratton, 1941; Portela, 1994 ): 

E,= iha02 ~k;,- h2 H\'l( ~k:2 - h
2 

r} 

{ exp( ihz- iwt) + exp{ -ihz- iwt)} 

E,= ( k~2 - h
2

) a02 Hi/l( ~k;2 - h
2 

r} 

{ exp{ihz- iwt)- exp{ -ihz- iwt)} 

-ik~2 ~ 2 2 (I)(~ 2 2 ) H8 = --a112 kc 2 - h H 1 kc2 -h r · 
).1m2(!) 

{ exp{ihz- iúlt)- exp{ -ihz- iwt)} 

(ll) 

(12) 

( 13) 

Nas expressões acima, h é uma constante de propagação da 
onda, a02 é uma constante arbitrária da solução da equação da 

onda, ambas obtidas pela aplicação das condições de contorno 

para o campo elctromagnético, H~'l = J n + iYn é a função de 

Hankel de 1" Espécie de Ordem n, z é a coordenada axial, 

k~2 = )..l.m 2f 2W
2 +i)..l.m 2o 2w, onde ).1m 2 é a permeabilidade 

magnética do meio poroso, E2 é a permissividade elétrica do 

meio poroso, w é a pulsação da onda eletromagnética e c;2 é a 

condutividade clétrica do meio poroso. 

Modelo Numérico. O modelo numérico considerado utiliza 
as equações que representam o processo de aquecimento no 
reservatório discretizadas pelo Método das Diferenças Finitas, 
com formulação de volume de controle, conforme apresentado 
por Patankar ( 1980). Para a resolução do sistema de equações foi 
utilizada uma formulação totalmente implícita. A solução do 
sistema ni\o linear de equações discrctizadas, composto por 3N 
equações e 3N incógnitas. onde N é o número de células, foi 
obtida iterativamente a partir da aplicação do Método de Newton­
Raphson. Todos os resultados que serão apresentados a seguir 
estão convergidos cm termos das discrctizações espacial c 
temporal. 

ANÁLISE DE RESULTADOS 

Parâmetros Utilizados na Simulação. A solução numérica do 
modelo termot1uidodinâmico desenvolvido foi obtida utilizando­
se parâmetros físicos característicos dos campos de óleo pesado 
do Nordeste do Brasil, tendo o campo de Fazenda Belém, situado 
na Ceará, servido como base para o levantamento dos dados 
necessários à simulação. 

Como não existem medições de propriedades térmicas dos 
reservatóri9s brasileiros, os valores dos parâmetros condutividade 
térmica do meio poroso e calor específico da rocha e dos t1uidos 
presentes. óleo e água, foram obtidos em literatura especializada 
(Prats, 1986) e em manual técnico do simulador térmico 
comercial STARS 95.00 (CMG, 1995). 
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A obtenção dos parâmetros elétricos mostrou-se uma tarefa 
difícil, pois somente a condutividade elétrica das formações 
possui medição em todo poço perfurado e encontra-se disponível 
em registras denominados perfis elétricos. No Brasil não são 
realizadas medidas em laboratório de permissividade elétrica em 
testemunhos saturados com t1uidos do reservatório, e devido à 
inexistência desses dados, os valores utilizados na simulação 
foram obtidos de um manual técnico da AOSTRA (Vermeulen e 
Chute, 1989). No manual citado são fornecidas curvas de 
permissividade elétrica relativa f, ( f, = f /E0 , onde f 0 = 

permissividade elétrica no vácuo) e condutividade elétrica efetiva 
c; c! para valores de frequência de onda eletromagnética desde 60 

Hz até I GHz, de três amostras constituídas de areia compactada 
artificialmente e saturadas com óleo e água. Os valores medidos 
apresentam um alto grau de dispersão, o que prejudica a escolha 
de valores representativos. Uma informação importante que pode 
ser obtida dos gráficos de c; cr em função da frequência da onda 

eletromagnética é que a condutividade elétrica efetiva mantém-se 
praticamente constante na faixa de 60 Hz até cerca de 1 MHz. Tal 
fato viabiliza a utilização dos dados dos perfis elétricos, cujo 
registro é realizado com uma frequência de trabalho de 20kHz. 

Outra dificuldade encontrada residiu na determinação da 
permeabilidade magnética do revestimento, que por não ter sido 
ainda investigada, foi considerada constante para toda frequência 
de onda eletromagnética e igual ao valor reportado em artigo 
sobre aquecimento de poço com energia eletromagnética de alta 
frequência (Sayakhov et al., 1970). Cabe lembrar que essa 
dificuldade seria superada por medições experimentais. 

Os parâmetros utilizados na simulação encontram-se listados 
na Tabela l apresentada a seguir. 

Campo Eletromagnético Gerado em Função da Frequência. 
Os valores de frequência de onda utilizados nas simulações, 
conforme apresentado na Tabela 1, variaram de 60 Hz a l MHz. 
A determinação da potência total dissipada em calor no 
reservatório, para cada nível de frequência, está vinculada à 
corrente a ser fornecida. Para obtenção do par corrente-potência 
total dissipada a 60Hz e I kHz, foi necessária a investigação com 
o modelo eletromagnético da potência total dissipada até um raio 
de reservatório de 20 quilômetros, com um número de 99 células. 
Nos casos de maiores frequências de onda, de I 00 kHz a I MHz, 
entretanto, a investigação restringiu-se a um raio de reservatório 
de 6 quilômctros, com um número total de 30 células. A 
utilização, nesse caso, de um modelo analítico, mostrou-se mais 
problemática, pois a versão disponível do programa de 
computação algébrica Mathematica (Standard Version 2.2 For 
Microsoft Windows), apresentou' erro nas funções de Hankel 

Hi/l c H\'l para valores de raio superiores a 60 metros. 

Na Figura 2 encontram-se as curvas de distribuição radial da 
potência total dissipada para as diferentes frequências de onda 
utilizadas. De acordo com o gráfico, a penetração radial do efeito 
da dissipação térmica da energia eletromagnética aumenta com a 
redução da frequência da onda. 

Tendo sido obtidos os vários pares corrente-potência 
dissipada, partiu-se para a simulação termot1uidodinâmica do 
reservatório, considerando um raio de investigação de 225 metros. 
De acordo com os valores calculados dos componentes axial e 
radial do campo elétrico, o componente realmente relevante é o 
radial, sendo muito pequena a int1uência do componente axial no 
aquecimento do reservatório. 

De acordo com a Figura 3, que apresenta a distribuição radial 
da potência dissipada por volume de reservatório para as várias 
frequências de onda analisadas, a penetração radial efetiva da 
dissipação térmica é muito reduzida, restringindo-se às cercanias 
do poço. 
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Tabela I -Parâmetros utilizados na simulação 

Parâmetro 
Raio do reservatório (m) 
Raio do poço (m) 
Espessura da formação (m) 
Porosidade (fração) 
Saturação de água (fração) 
Permeabilidade absoluta (D) 
Pressão inicial (MPa) 
Pressão de tluxo (MPa) 
Temperatura inicial (K) 
Viscosidade do óleo (cP) 

Massa especítica (kg/m3
) 

a 313 K 
a 350 K 

do óleo 
da água 
da rocha 

Compressibilidade (liMPa) 
do óleo 
da água 
da rocha 

Calor específico (J/(kg K)) 
do óleo 
da água 
da rocha 

Coeficiente de expansão térmica ( 1/K) 
do óleo 
da água 

Condutividade térmica do reservatório 
(W/(m K)) 
Condutividade elétrica efetiva (S/m) 

do revestimento 
do reservatório 

Permissividade elétrica no vácuo (F/m) 
Permissividade 
(adimensional) 

elétrica 

do revestimento 
do r~servatório a 60 Hz 

I kHz 
lO kHz 
100kHz 
I MHz 

relativa 

Permeabilidade magnética no vácuo (H/m) 
Permeabilidade magnética rel ativa 
(adimensional) 

do revestimento 
do reservatório 

Corrente (A): 
Potência de 20 kW a 60Hz 

I kHz 
10kHz 
100kHz 
I MHz 

Potência de 40 kW a 60Hz 
I kHz 
10kHz 
100kHz 
I MHz 

Potência de 60 k W a 60 Hz 
I kHz 
lO kHz 
100kHz 
I MHz 

Valor 
225 

0,0889 
lO 

0,30 
0,25 

5 
4 

0,4 
313 

4 .000 
1.000 

970 
1.000 
2.650 

0,00029 
0,00029 

o 

2.000 
4.182 

800 

0,00003 
0 ,00003 

1,8 

3,4x I 06 

0,05 
8,8419xl0 12 

I 
40.000 

3.000 
200 
40 

15,7775 
I ,2566x I o· ~> 

2,72 
I 

105,645 
110,200 
112,493 
101,624 
57,262 

149,403 
155,847 
159,090 
143,718 
80,980 

182,980 
190,872 
194,844 
176,018 
99,180 
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Figura 2- Distribuição radial da potência total dissipada para 
frequências na faixa de 60Hz a I MHz (PJ,= 40 kW) 

Cumpre ressaltar nesse ponto que para 60 Hz os pares 
corrente - potência dissipada, isto é, I 05,645 A - 20 kW c 
149,403 A - 40 kW, são valores típicos dos dados de campo 
constatados no projeto piloto de aquecimento e letromagnético no 
Campo de Estreito/Rio Panon, Rio Grande do Norte, Brasil. A 
comparação entre os resultados da simulação para o campo de 
Fazenda Belém c os resultados do projeto piloto de Estretto/Rio 
Panon pode ser feita devido à similaridade das características dos 
dois reservatórios. 

Análise da Antecipação de Produção. O aquecimento do 
reservatório tem como objetivo principal reduzir a viscosidade do 
óleo presente no meio poroso c facilitar assim o deslocamento 
desse tluido em direção ao poço de produção. Como 
consequência do processo, ocorre uma antecipação da produção 
de 'óleo em relação à produção primária prevista, considerada 
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Figura 3 -Distribuição radial da potência dissipada por volume 
de reservatório, para a faixa de 60Hz a I MHz (P,rr = 40 kW) 
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Figura 4 - Produção de óleo para as várias frequências de onda 
analisadas (Pdr = 40 kW) 

neste trabalho como referência. As curvas de produção de ó leo 
obtidas com as potências de 20 kW, 40 kW c 60 kW e frequências 
de onda na faixa de 60 Hz a I MHz, assim como a curva de 
produção primária do reservatório, encontram-se nas Figuras 4 c 
5. Em todos os casos analisados a produção de óleo com 
aquecimento apresenta valores superiores à produção primária até 
cerca de I 00 dias de produção. A partir desse ponto, entretanto, a 
produção primária supera a produção com aquecimento. 

De acordo com os grál1cos constantes na Figura 4, o 
acréscimo de produção de óleo cm função do aumento da 
frequência de onda é modesto. Contudo, a nossa hipótese de não 
considerar o campo eletromagnético, nem a ocorrência de 
dissipação de energia eletromagnética nas camadas adjacentes, 
nem tão pouco a influência dessas camadas no campo 
eletromagnético ao qual o reservatório encontra-se submetido, 
mascarou a influênci a da frequência de onda nos resultados de 
produção de óleo. As premissas adotadas com respeito às camadas 
adjacentes. que via de regra apresentam condutividade elétrica 
superior à do reservatório, são mais verdadeiras quanto maior for 
a frequência da onda. Isto porque a transmi ssão da onda para as 
camadas adjacentes diminui com o aumento da frequência, devido 
ao aumento do fenômeno de retlcxão das ondas eletromagnéticas. 

O aumento da potênci a total dissipada, c consequente 
aumento da corrente clétrica injetada, acarreta, conforme o 
esperado, o acréscimo da produção de óleo, o que pode ser 
observado na Figura 5. 

O perfil de temperatura obtido, para uma potência total 
dissipada de 40 kW c para as várias frequências de onda 
consideradas . com 360 dias de fornecimento de energia, é 
apresentado na Figura 6. De acordo com as curvas de temperatura 
calcu ladas, para qualquer nível de frequência de onda, o 
aquecimento do reservatório restringe-se às cercanias do poço. 
caracterizando um processo de estimu lação térmica. Um outro 
ponto a ser ressaltado é que as temperaturas das células 
próximas ao poço superam a temperatura de vaporização da água 
em condições de reservatório (P = Pressão de lluxo=0.04 MPa), 
valor esse cm torno de 416,78 K. O simulador desenvolvido não 
considera vaporização de tluidos, contudo possui uma opção para 
desligamento do sistema de encrgização quando a temperatura na 
célula do poço atingir a temperatura de vaporização fornecida 
como dado de entrada. Entretanto. nesse caso, não foi utilizada 
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Figura 5- Produção de óleo para 20, 40 e 60 kW (j =60Hz) 

essa opção, pois o objetivo era verilicar os níveis de temperatura 
atingidos sem restrições. 

ANÁLISE ECONÔMICA SIMPLIFICADA 

Uma abordagem muito simplificada da economicidade do 
processo, sem levar em conta os investimentos relativos à 
implantação do projeto nem o custo de manutenção do sisteffií;l, 
resume-se em calcular os valores da receita líquida atualizada 
acumulada para os vários esquemas de aquecimento e compará­
los com os valores obtidos na produção primária. Para tal, é 
necessário delinir um período de produção do reservatório. 
Entretanto, o modelo matemático desenvolvido considera a 
presença somente de óleo e água no meio poroso, o que é 
extremamente desfavorável à economicidade de qualquer projeto 
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Figura 6 - Perfis de temperatura obtidos para as várias 
frequências de onda analisadas, considerando 360 dias de 
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de explotação, poi s a presença de gác> favorece a manutenção de 
pressão no reservatório. As curvas de produção obtidas, para 
todos os casos analisados. são bastante conservadoras, e indicam 
a necessidade de algum tipo de intervenção na explotação do 
reservatório, como por exemplo a injeção de fluido no intervalo 
de interesse para a manutenção de pressão. Levando em conta 
esse fato, foi estabelecido como período de produção o período 
correspondente a uma queda de pressão de 50% da pressão 
original na célula mais externa do reservatório, cujo baricentro 
encontra-se a 189,72 metros do poço . 

Para o cálculo dos valores de receita líquida atua!izada foram 
utili zadas as seguintes premissas: 
• custo da energia elétrica: US$0,059 por kWh (valor levantado 

na área do projeto piloto de aquecimento eletromagnét ico no 
Campo de Estreito/Rio Panon - dez/95) 

• preço do barril de petróleo: US$17,92 (dez/95) 
• taxa de atrati v idade: 15% ao ano 

A Tabela 2 apresentada a seguir fornece os resultados obtidos 
da análise econômica simplificada, para 30, 60, 90, 120 e 136 dias 
de aquecimento contínuo, considerando uma compressibilidade 
de óleo de 0,00080 MPa- 1

, uma frequência de onda de 60 Hz e 
uma potência total dissipada de 40 kW . Na tabela mencionada a 
coluna I apresenta o período de aquecimento contínuo 
considerado. A coluna 2 fornece o período de produção relativo 
ao períÓdo de aquecimento contínuo, e correspondente a uma 
queda de pressão de 50% da pressão original na célul a mai s 
externa do reservatório . A coluna 3 apresenta a receita líquida 
atualizada com o aquecimento eletromagnético. A coluna 4 
fornece a receita líquida atualizada da produção primári a (sem 
aquecimento) rel ativa ao período de produção da coluna 2. A 
coluna 5 apresenta a receita líquida adicional correspondente à 
diferença entre as colunas 3 e 4. 

De acordo com os valores apresentados na Tabela 2 acima, 
verifica-se que há ocorrência de um valor máximo de receita 
líquida adicional em torno de 90 dias de aquecimento. 

CONCLUSÕES 

O aquecimento eletromagnético resultante da utili zação de 
frequências de onda na faixa de 60 Hz a I MHz, mostrou-se um 
processo de estimulação térmica, restrito às cercanias do poço 
injetor de energia. 

O aumento da frequência da onda eletromagnética acarretou 
um melhor aproveitamento· da energia utili zada para o 
aquecimento efetivo da região próxima ao poço. 

As premissas adotadas de não considerar o campo 
eletromagnético nas camadas adjacentes, nem a ocorrência de 
dissipação de energia eletromagnética nessas camadas, nem tão 
pouco a influência dessas camadas no campo eletromagnético ao 
qual o reservatório encontra-se submetido, prejudicaram uma 
análise confiável da influênci a da frequ ência de onda nos 
resultados de antecipação de produção de óleo. 

De acordo com uma análise econômica simplilicada, existe 
um período ótimo de aquecimento, a partir do qual a receita 
líquida adicional apresenta valores decrescentes. Esse período 
ótimo de aquecimento situa-se em torno de 90 dias para o caso 
analisado. 

Os valores do par corrente-potência calculados pelo modelo 
eletromagnético desenvolvido, para uma frequênci a de onda de 
60 Hz, encontram-se plenamente compatíveis com os valores 
verificados na área do projeto piloto de aquecimento 
eletromagnético do Campo de Estreito/Rio Panon. 

Agradecimentos. Dois dos autores (P. L. C. Lage e C. M. 
Hackenberg) gostariam de agradecer o apoio obtido junto ao 
CNPq, processo nº 523777/94-9. 
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Tabela 2- Valores de recei ta líquida adicional obtidos para 30, 
60, 90, 120 c 136 dias de aquecimento contínuo 
(C, = 0,00080 MPa·1 ,f= 60Hz e P,rr = 40 kW) 

Período Período Rec . Líq. Rec. Líq. Receita 
de de Atualiz. Atualiz. Líquida 

Aguce. Produção Acum. Acum.da Adicional 
Contínuo c/ Aquec. Prod .Prim. 

(dias) (dias) (US$) (US$) (US$) 

30 186 65.816,32 52 883,77 12.932,55 
60 152 64. 840,46 45.712,86 19.127,60 
90 140 64.148,32 42.953,16 21.195,16 
120 136 62.976 ,17 42.007,62 20.968 ,55 
136 136 62 .354,73 42 007 ,62 20.347,11 
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SUMMARY 

ln this work a thcrmotluidynamic model is developed to 
predict the production of viscous o i1s from reservoirs submitted 
to electromagnetic hcating. The modcl is used to analyze the 
feasibility of thi s enhanccd oi l recovcry mcthod . Thc bchavior o f 
the reservoir tempcrature and of the oi1 production is presented 
for the wave frequencies in the range of 60 Hz to I MHz and for 
20, 40 and 60 kW, togcther with a simplified economic analysis. 
It has becn verified that thc elec tromagnetic heating of oi1 
reservoirs is a well stimulation process, and that there is an 
oplúnum peri od of economical heating. 
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SUMÁRIO 

No presente trabalho são investigados os efeitos da corrente alternada no escoamento de óleo e água em 
rochas. rejletidos nas curvas de permeabilidade relativa. O procedimento consistiu em aplicar corrente 
alternada (60 H:.) simultaneamente à aplicação de um gradiente de pressão. Os resultados obtidos para os 
ensaios básicos (O Vlcm) foram comparados com os resultados dos ensaios completos (2.8 Vlcm, 3.3 Vlcm e 
./.0 V/cm) . O aparato e procedimentos experimentais foram projetados para minimizar os efeitos térmicos 
(ôT= ± 2°C) e isolar os efeitos eletroquímicos indesejados. 

INTRODUÇÃO 

A aplicação de corrente elétrica pode provocar, além dos 
fenômenos de eletrólise junto à supertlcie dos eletrodos, outros 
efeitos no corpo do meio poroso. como os efeitos eletrocinéticos. 
eletroquímicos. clctro-hidrodinâmicos c de aquecimento. 

Efeitos clctrocinéticos são aqueles que envolvem campos 
elétricos existentes na superfície das fases c deslocamentos 

relativos entre as fases. Estes efeitos podem ser oriundos de quatro 
fenômenos: eletrosmose. cletroforese, potencial de corrente c 
potencial de sedimentação. Eletrosmose refere-se ao movimento 
de um eletrólito devido a uma diferença de potencial elétrico 
aplicada através do meio contendo o eletrólito. Eletroforese 
corresponde à migração de partícula~ de uma solução coloidal sob 
a influência de um campo clétrico. Potencial de corrente é um 
fenômeno inverso à clctrosmose e potencial de sedimentação é um 
fenômeno inverso à eletroforese. 

Efeitos eletro-hidrodinâmicos são aqueles devidos às diferenças 
existentes entre as propriedades clétricas de fluidos coexistindo em 
um sistema. A aplicação de corrente elétrica pode provocar 
alterações nas tensões agindo sobre as intcrlàces, induzindo a 
deformações. 

As alterações químicas no sistema cm análise, devido à 
aplicação de corrente elétrica, são atribuídas aos efeitos clctro­
químicos, enquanto que as mudanças nas propriedades do sistema, 
decorrentes do aumento de temperatura, são atribuídas aos efeitos 
de aqm:cimento. 

A importância de cada um dos efeitos citados depende, entre 
outros làtores, das caractcríslicas do s istl!ma em análise e das 
características do campo elétrico aplicado. 

LITERATURA 

A ap licação dt: campos clétricos c cictromagnéticos cm 
reservatórios de petróleo vem sendo sugerida e pesquisada por um 
número cada vez maior de pesquisadores e empresas de serviços 
que se dedicam à exploração e produção de óleo. 

Segundo Pizarro ( 1989), na indústri a de petróleo. a idéia de 
uti I izar energia elétrica para levar 'calor até o reservatório data de 
1865, quando Pcrry c Warner registraram a patente de um 
aquecedor de fundo de poço. Apesar disso, estudos experimentais, 
modelos teóricos ou relatórios de testes de campo. dirctamente 
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relacionados ao aquecimento de reservatórios de petróleo por 
fluxo de corrente elétrica, começaram a ser publicados somente a 
partir da década de 70. 

Em 1972, Gill registrou uma patente tratando da aplicação de 
potencial elétrico em poços de petróleo para melhorar a 
recuperação. O método consiste basicamente na aplicação de 
corrente alternada associada a aplicação de corrente continua 
unidirecional na configuração catodo-poço produtor. 

Albernethy (1976) desenvolveu um modelo matemático para 

avaliar as distribuições de temperatura c outros efeitos fisicos 
resultantes da radiação da energia eletromagnética dentro de um 
reservatório de óleo. 

A possibilidade de utilizar corrente elétrica alternada para 
aquecer regiões de um reservatório de óleo que normalmente não 
são penetradas por fluidos injetados foi investigada por Harvey & 
Arnold (1980). O método consiste em aplicar gradiente elétrico 
AC acompanhado de injeção de água. Eles estudaram, com 
algumas hipóteses simplificadoras, a distribuição de aquecimento 
resistivo perto do eletrodos e os resultados mostraram que grande 
parte de calor é dissipado perto do poço. Segundo os autores, a 
análise indicou que esta dissipação pode ser muito reduzida por 
injeção de água com salinidade substancia lmente maior do que a 
da formação, enquanto o aquecimento está sendo executado. 

O trabalho de Bennett & Bhcrcr ( 1988) trata da aplicação de 
potencial elétrico cm várias frequências através do revestimento 
e/ou tubulação do poço, para aquecer os tluidos do reservatório 
pela combinação dos mecanismos "ôhmico" c dielétrico. No 
trabalho, os autores apresentam resultados da aplicação do método 
em campos do Canadá, Estados Unidos c Brasil. 

Pizarro & Trevisan ( 1990) apresentaram o desenvolvimento de 
um modelo numérico, projetado para simular a recuperação 
suplementar de óleo por aquecimento e létrico" in situ". O trabalho 
inclui , além de comparações de produção de óleo e consumo de 
energia para diferentes esquemas de eletrodo, resultados de 
simulação do projeto piloto em Rio Panon. 

Além dos trabalhos citados, ex istem muitas publicações 
relacionadas ao aquecimento de óleo por aplicação de corrente 
elétrica alternada. 

A ocorrência de outros efeitos acoplados, decorrentes da 
aplicação de campo elétrico em rocha reservatório, tem sido 
bastante estudada para o caso de corrente contínua, dando-se 
êntàsc ao fenômeno de eletrosmose. 
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Amba et al. (1964) estudaram os efeitos da aplicação de 
corrente contínua em amostras inconsolidadas, compactadas, 
contendo diferentes porcentagens e tipos de argila. O gradiente de 
tensão aplicado ficou na faixa de O a 7 V/cm. A célula de testes 
utilizada proporcionava um completo isolamento hidráulico entre 
a amostra e os compartimentos contendo os eletrodos, impedindo 
que os produtos das reações de eletrólise entrassem em contato 
com o corpo da amostra. Segundo eles, foram observados: 
aumento da permeabilidade hidráulica decorrente do tratamento 
eletroquímico, redução da tendência de as argilas absorverem água 
e incharem, variação da resistência da amostra com o tempo e 
aumento de vazão devtdo aos efeitos de eletrosmose e alteração na 
estrutura de poros. 

Tikhomolova ( 1964) comparou a expulsão capilar ( embebição 
vertical) com a expulsão eletrosmótica ' provocada pela 
supcrposição de um campo elétrico contínuo ao sistema. 

Dando prosseguimento à mesma linha de pesquisa, em 1965. 
Grigorov e Tikhomolova publicaram resultados de testes 
realizados comparando-se embcbição horizontal e eletrosmose. 

Em 1970, Chilingar ct al. apresentaram um estudo sobre os 
efeitos da aplicação de corrente contínua na permeabilidade de 
arenitos. Eles utilizaram amostras ineonsolidadas compactadas sob 
duas condições de saturação: totalmente saturadas com solução 
aquosa e contendo solução e querosene. Os efeitos cletroquímicos. 
decorrente da eletrólise, foram suprimidos isolando-se 
hidraulicamente, do corpo da amostra, o compartimento contendo 
os eletrodos. Os resultados indicaram um aumento na 
permeabilidade efetiva à água e ao querosene, após o tratamento 
elétrico. A aplicação de corrente contínua, durante o deslocamento 
à pressão c vazão constantes, promoveu um aumento na 
permeabilidade relativa ao querosene. 

Fleureau ( 1979) estudou a influência de um campo térmico ou 
elétrico nos fenômenos de interação sólido-liquido dentro do meio 
poroso. Seu trabalho inclui investigações sobre a innuência de um 
campo clétrico no escoamento simultâneo de dois líquidos 
imiscíveis através do meio poroso. 

Aggour & Muhammadain ( 1992) realizaram um estudo 
experimental para investigar os efeitos do campo elétrico contínuo 
na recuperação de óleo, produção de água e razão água óleo 
durante a injeção de água. Eles utilizaram amostras de areia 30-40 
mesh compactadas, óleo (28.7 API) e solução NaCI 30.000 ppm. 
Os gradientes foram aplicados na configuração catodo-injcção e 
anodo-produção e ficaram na faixa de 0.5 a 7.5 V/cm. Segundo os 
autores, a aplicação de gradiente elétrico DC resulta cm um 
aumento na produção de óleo e redução de produção de água e 
razão água/óleo. Além disso, estes efeitos foram diretamentc 
proporcionais ao aumento do gradiente elétrico aplicado c toram 
observáveis somente após a erupção de água. Em seus 
experimentos foram utilizados eletrodos encostados, de maneira 
que os resultados apr,esentados podem ser provenientes da ação 
conjunta da eletrosmose c alterações químicas decorrentes das 
reações de eletrólise. Segundo os autores, para os níveis de 
gradiente elétrico mais elevados, estavam presentes também 
efeitos térmicos. 

Em uma publicação mais recente ( 1994), Aggour ct ai. 
investigaram os efeitos da dctrosmosc na permeabilidade relativa 
de arenitos. Foram utilizados óleo árabe leve cru c solução NaCI 
20.000 ppm. O gradiente aplicado foi inferior a 3V/cm c o catado 
foi posicionado na extremidade de injeção. Segundo os autores, a 
aplicação de corrente elétrica contínua aumentou a pcm1eabilidade 
relativa ao 61eo e diminuiu a permeabilidade relativa à água, 
retardou a erupção de água e aumentou o período de !luxo 
bifásico, resultando em um aumento de recuperação final. Além 
disso, estas mudanças aumentaram com o aumento do gradiente 
clétrico aplicado. 

1460 

Mota ( 1994) estudou os efeitos da corrente elétrica contínua na 
recuperação de petróleo, dando ênfase à ocorrência de elctrosmose 
e/ou alteração na estrutura das argilas devido ao tratamento 
clétrico. Ela realizou uma série de experimentos de laboratório em 
amostras lineares inconsolidadas compactadas saturadas com 
solução salina de 1.000 ppm c óleo (querosene. nujol ou óleo cru 
desidratado do Campo de D. João). ;\célula de testes utilizada era 
baseada naquela utilizada previamente por Amba et ai. ( 1964). 
Dois tipos de configuração para aplicação de potencial elétrico 
foram testadas, a saber: catodo-produtor e catodo-injctor. Testes 
de medida de cocfici~:ntc elctrosmótico foram realizados para 
diversas condições de saturação (amostra tolamente saturada com 
água, amostra na saturação residual de água c amostra na saturação 
residual de óleo), além de testes de deslocamento para 
levantamento das curvas de permeabilidade relativa e recuperação 
de óleo. Segundo Mota, a passagem de corrente clétrica DC para o 
sistema solução salina-óleo de O. João resultou cm um aumento de 
recuperação de cerca de 15% do vtú tmc de óleo original em 
ambas as configurações testadas. bem como retardamento da 
erupção de água e redução dos volumes de água produzidos. efeito 
este bem mais acentuado na configuração catodo-injctor. 

Em outro trabalho recente. Bezerra ct ai. ( 1995) examinaram. a 
nível microscópico, gotas de óleo imersas cm água em contacto 
com vidro c lâminas de rocha. Eles observaram nucleação e 
crescimento de bolhas na fase água quando o sistema era 
submetido a aplicação de corrente contínua ou alternada. O 
movimento de tais bolhas promoveu um novo padrão de !luxo no 
movimento de fluidos e também induziu emulsiticações das gotas 
de óleo, mudando completamente a mobilidade relativa dos 
tluidos. 

No presente trabalho são investigados os efeitos da aplicação 
de corrente alternada no escoamento de óleo c água em rochas 
reservatório, minimizados os efeitos térmicos. A investigação 
limitou-se à aplicação de corrente alternada de baixa frequência 
(60Hz), enfatizando as possíveis alterações do sistema fluidos­
meio poroso reflctidas nas curvas de permeabilidade relativa. 

CONCEITOS BÁSICOS 

Os valores de permeabilidade etC! i v a, à água (Sw= I 00%) e ao 
óleo (na saturação residual de água. Swi). apresentados neste 
trabalho foram dctem1inados pela equação de Darcy. expressa por: 

k=U ·Jl·L (1) 
t1P 

onde, 
k :permeabilidade [ J.lm2

1 

L: comprimento [m] 
11 : velocidade média de fluxo na seção [m/sj 
t-.P: gradiente de pressão [Pa/m I 
J.l : viscosidade [Pa.s] 

As curvas de permeabilidade relativa à água c ao óleo foram 
determinadas a partir de dados colctados no efluente durante o 
teste de deslocamento. Os cálculos foram feitos através da técnica 
transicntc desenvolvida por Johnson et ai. ( 1959). cujas equações 
derivadas são: 

k ro 

./~)2 

d(Yw .[r )/d(Yw) 
(2) 

(1- .t: ) 
k = 01 ~k rw ro 

.r(,2 J..l,, 
(3) 



5;w2 =~._)H -I,, ·W 

onde 

~._)li' =S,, +Nt, 

I, 
(u~PJ 

( U ~p) imcial 

.fo
1 

dS, 

dW 

/,,2 : !ração de óleo deslocada na extremidade de saída 

I, : injetividade relativa 

km : penneabilidade relativa ao óleo[ J.lm2J 
k,,. :permeabilidade relativa à água r J.lm2

] 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

NP: volume de óleo produzido acumulado, em volumes porosos 

5,2 : saturação de água na f~lce de saída 

swi: saturação de água inicial 

S,.: saturação média de água 

W: volume injctado acumulado, cm volumes porosos 
u,.: velocidade média de fluxo de água na scção [m/s] 
J.l,: viscosidade do óleo [l'a.s] 
J.l,.: viscosidade da água [Pa.s] 

PROCEDIMENTOS 

Aparato. Para realizar os experimentos, foi projetada c 
construída a célula de testes apresentada na Figura I. O pr()jeto da 
célula é baseado naquele utilizado por Amba et ai. (1964). Os 
eletrodos são isolados hidraulicamente da amostra, evitando a 
interferência dos produtos resultantes das rcaçõcs de cletrólise no 
corpo da mesma. Este isolamento é proporcionado por discos de 
esferas de vidro saturados com "agar", os quais proporcionam 
contato elétrico entre as câmaras contendo os eletrodos e a 
amostra. Os discos de esfera de vidro com agar também tem a 
função de difusor, ou seja, em vez de câmaras1 , a injeção e 
produção de fluidos é feita através de capilares dispostos no centro 
destes discos. 

Injeção de 
Fluidos 

Eletrodo 

, I 

I 

Frita de 
Vidro 

Pontos de 
Temperatura 

Pressão 

Produção 
de Fluidos 

Eletrodo 

Tensão Vidro 

Figura I - Célula de Medição com Eletrodos Isolados 

Na montagem do aparato, a célula de testes é conectada à 
garrafas de água e óleo pressurizadas c o conjunto é mantido cm 
um banho termostatizado como apresentado na Figura 2. 

1 como projetado por Amba ( 1964 ). 
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mostrador de 

banho 

multímetro 

Figura 2 - Desenho Esquemático do Aparato Experimental 

Um painel indicador-regulador de pressão da CORE 
LABORATORlES, modelo 5120-062 foi utilizado para manter e 
controlar a pressão de injeção nas garrafas. Como fonte de tensão, 
utilizou-se energia elétrica da rede comum ( 60HZ, 127 V) ou 
energia fornecida por um variac (60 HZ, O a 240 V). Para medir 
corrente c tensão aplicadas foram utilizados multímetros Minipa 
ET-2001 c ATP Hl-TEK 3500. A diferença de pressão no corpo 
da amostra foi registrada por um transdutor Validyne com placa 
de 0.84x I 0

1 
Pa ( 12.5 psi) conectado a um registrador linear 

modelo RB e as medidas de temperatura foram feitas através de 
tennoparcs tipo J conectados a um mostrador digital marca COEL, 
modelo URI-8. As cabeças dos tcnnopares foram pintadas com 
resina para isolá-los do campo elétrico aplicado, sendo resgistradas 
apenas tensões elétricas provenientes da variação de temperatura. 

Preparacão das amostras. As amostras foram fabricadas com 
areia 35-140 mesh e I 0% de argila . O procedimento de 
preparação das amostras consta das seguintes etapas: a mistura de 
areia é colocada •cm um tubo de polietileno, de 38.1 mm de 
diâmetro e cerca de 31.0 cm de comprimento ~), previamente 
preparado para medidas de pressão, tensão e temperatura. Discos 
de meio poroso consolidado são posicionados nas extremidades 
deste tubo para conter a mistura de areia. Após a colocação da 
mistura no tubo de polietileno e posicionamento de apoios 
centralizadores e discos de contenção, a amostra é colocada em 
um tubo de latão confecciona-o com folhas calibre 30 e untado 
com vaselina. Duas rolhas de borracha engraxadas são colocadas 
nas extremidades do tubo de polietileno e o espaço anular do tubo 
de latão é preenchido com resina "epoxy". Todo o sistema é 
colocado em uma garrafa sob pressão até a cura da resina. O tubo 
de latão e as rolhas de borracha são retirados. Em seguida, 
medidas de penneabilidade ao gás (k~:) são executadas, a amostra é 
saturada e, após a detenninação da porosidade ($ ), são 
posicionados os transdutores de pressão, termopares e tios de 
extensão para os eletrodos. 

O processo de compactação utilizado é o mesmo al1otado por 
Amba et ai. ( 1964) e Chilingar ct ai. ( 1970), sendo utilizada neste 
trabalho uma pressão de confinamento de cerca de 800 psi (5.5 
MPa). Os discos de contenção utilizados foram confeccionados 
com testemunhos da fonnação São Carlos, cuja penneabilidade ao 
nitrogênio ficou na faixa de 150 a 300 mD. 
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Fluidos. Foram utilizados solução de água salina diluída c 
óleo cru do campo de D. João. 

Procedimentos. Inicialmente, a amostra foi saturada com 
solução salina concentrada e em seguida submetida à injeção de 

cerca de três volumes porosos (V,,) de solução salina di luída. 
Somente depois deste procedimento realizavam-se as etapas de 
medida de permeabilidade à água (k") e etapas posteriores. 
prosseguindo-se sempre com solução diluída. A saturação com 
solução concentrada foi adotada para evitar choque salino nas 
amostras confeccionadas com argi la (Mota, 1994 ). A execução dos 
testes com solução diluída foi necessária para minimizar os efeitos 
de aquecimento decorrentes da passagem de corrente elétrica. 
Cada amostra foi submetida a seguinte sequência de operações. 
I ) determinação da permeabilidade ao gás (kx). 
2) saturação da amostra com água. 
3) determinação da porosidade(~). 
4) posicionamento de transdutores de pressão, termt;>pares c fios 

de extensão. 
5) injeção de cerca de três volumes porosos para substituição da 

solução concentrada por diluída. 
6) determinação da permeabilidade efetiva a água (k" ). 
7) deslocamento com óleo até a saturação irredutível de água 

(Swtl· 
8) determinação da permeabilidade efetiva a óleo naSwi· 
9) de1locamento de óleo por água c determinação das curvas de 

permeabilidade relativa (k,.0 c krwl · 
I O) determinação de óleo residual (50 ,.) após recuperação. 
II ) injeção de água e aplicação de campo elétrico para recuperação 

suplementar após atingir S0 ,.. 

A permeabilidade ao gá<; foi medida com um permeabilímetroda 
CORE-LAB, utilizando-se gás nitrogênio. Uma vez que a 
pem1eabilidade determinada para a amostra diferia muito daquela 
medida para os discos de contenção, a permeabilidade específica 

para o leito poroso compactado foi determinada utilizando-se o 
conceito de equivalência em série. 

Uma vez saturada, posicionava-se a amostra na célula de 
medição e iniciava-se o experimento. 

Os valores de permeabilidade efetiva foram medidos somente 
depois de at ingido regime de escoamento estabilizado, e os 
valores foram determinados através da equação ( 1 ). Os testes de 
deslocamento foram executados observando-se as recomendações 
e os procedimentos de cálculo apresentados por Johnson et a!. 
( 1959), bem como a determinação das curvas de permeabilidade 
relativa, efetuada através das equações (2) a (7). 

Os testes foram realizados cm ambiente de temperatura 
controlada (na faixa de 40 oc a 50 °C) por meio de urna estufa 
tcrmostatizada. 

RESULTADOS 

As propriedades dos fluidos necessárias para a determinação 
dos resultados aqui apresentados fóram medidas para a faixa de 
temperatura utili zada nos testes e são dadas abaixo: 
- Densidade x tcmperatuta 

Po = 0.0069 T + 0.5188 ó leo 
Pw = 0.0016 T + O. 9125 so lução salina (I 000 ppm) 

-Viscosidade x temperatura da solução salina ( I 000 ppm) 

1-iw = 0 .0002 T
2

- 0.0318 T + 1.5399 

-Viscosidade x temperatura do óleo (obtidas cm laboratório)- veja 
Figura 3. 
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Figura 3 - Dados de V iscosidadc x Temperatura do Ó leo 

Ao · aracte rísti cas pcrmo-porosas elas amostras c caract..:rís­
ticas dos testes são apresentadas na Tabela I . 

Os principais resultados obtidos nos experimentos executados 
com as amostras A2. A3 c A4, submetidas a apl icação de corrente 
alternada simultaneamente à injeçào de água ( ensaios completos) 
e com as amostr2 ' A I e A5, sem ap licação de campo clétrico 
(ensaios básicos). são ap~cscntados nas Figura<; 4 . 5 e 6. 

Note-se que em todos os testes. a temperatura permaneceu 
aprox imadamente constante. apresentando variação má'l:ima de 
2 oc. 

Tabela I -Características Permo-porosas das Amostras e Características dos Testes . 

Amostra L· Vp ~ k~ - k,., swi k, sor Ensaio !1E /IA TUT 

(10-2 m) (10-6 m~ (%) (llm2) (llm2) (%) (f.1m2) (%) (10'2 V/cm) (A/m2
) (O C) 

Al 26.4 89.7 29.8 1148 620 27.8 740 27.8 Básico 49±2 

A2 27.4 92.7 29.7 993 993 38.0 1266 16.5 Completo 2.8 8.0 48±1 

A3 27.1 89.7 29.1 999 897 30.1 1441 21.8 Completo 4.0 10.0 48±2 

A4 26.3 91.6 30.5 864 799 32.4 1330 22.7 Completo 3.3 10.0 48±2 

AS 26.9 94.4 30.7 936 1312 24.7 2138 28.0 Básico 46±2 
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No gráfico da Figura 4, pode-se observar que as amostras 
A2. AJ c t\4, (ensaios completos), apresentaram maior 
permeabilidade ao óleo do que as amostras A I c A5 (ensaios 
básicos). Entretanto, a aplicação de corrente elétrica alternada 
não afetou fortemente o comportamento das curvas de 
permeabilidade relativa à água das amostras testadas, 
resultando uma pequena redução nos experimentos tipo "ensaio 
completo". 
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Figura 4 - Permeabilidades Relativas 
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Dados de recuperação adimensional de óleo em função do 
volume adimensional de água injetada são apresentados, de 
forma comparativa, no gráfico da Figura 5. Os testes completos 
(A2, A3 e A4) apresentaram maior recuperação do que os testes 
básicos (A I c A5), com acréscimo de produção de 
aproximadamente 15%, 8% e 7% do volume original de óleo, 
respectivamente. Embora os gradientes clétricos aplicados <':s 
amostras A3 c A4 tenham sido mais elevados do que aquele 
aplicado à amostra A2, não foi observada melhoria proporcional 
na recuperação de óleo, sendo obtida recuperação ligeiramente 
maior no teste com gradiente elétrico aplicado menor. 

100.------------------, 
,-._ 

~ o 
'-' 75 
~ 

·Õ Airostra (Ensaio) 
~ 

"O 
50 ---+- AI (Básico) o 

lc:l 
A2(Co~eto) ..... -~-

E 
~ 25 --4-- AJ(Co~eto) 
::I 

~ -B- A4(Co~eto) 

----
A'\ (Básico) 

o 
0.0 20 4.0 6.0 

Volume Poroso lnjetado 

Figura 5 - Recuperação de Óleo 

No gráfico da Figura 6, são apresentadas as curvas de razão 
água/óleo acumulada. Opostamente ao comportamento 
reportado para o caso de corrente contínua, a aplicação de 
corrente alternada não afetou o tempo de erupção de água no 
escoamento bi-fásico de água c óleo. Este resultado dá 
indicações da ausência de eletrosmose nas condições testadas. 

Após atingida a saturação residual de óleo nosexperimentos 
tipo "ensaio básico'" (amostras A I c A5), como uma extensão do 
teste, foi aplicada corrente elétrica alternada, simultaneamente à 
injeção de água, durante cerca de vinte horas consecutivas, não 
sendo observada produção adicional de óleo (vC<ia Figura 7). 
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4.0 

Figura 7 - Aplicação Tardia de Corrente Elétrica na 
Amostra AI 

CONCLUSÕES 

6.0 

A aplicação de corrente alternada 60 Hz simultânea à 
injeção de água produziu os seguintes resultados: 
• Aumento significativo na permeabilidade relativa ao óleo 

e uma pequena redução na permeabilidade relativa à água. 
• Aumento n~ produção final acumulada de óleo, em média 

de I O % do volume de óleo original, em comparação à 
recuperação obtida apenas por deslocamento hidráulico. 

• Nenhuma recuperação adicional foi observada quando a 
corrente elétrica foi superposta à injeção de água, após 
atingida a saturação residual de óleo. 

• Não foi observada qualquer alteração no tempo de 
erupção de água decorrente da aplicação de corrente 
alternada, como relatado nos trabalhos com corrente 
contínua. 

• A melhoria na permeabilidade relativa ao óleo e o 
aumento de recuperação observados não foram 
diretamente proporcionais à intensidade do campo elétrico 
aplicado. 

• Os resultados obtidos apontam para a ausência de 
eletrosmose nas condições testadas, tanto pelo 
comportamento da produção de água, qua.pdo pela 
ausência de pro~orcionalidade entre a recuperação de óleo 
e o gradiente aplicado. 

• O aumento na recuperação de óleo pode ser devido a 
fenômenos localizados provocados pela passagem de 
corrente alternada como aqueles reportados por Bezerra el 
ai (1995). 
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ABSTRACT 

This work addresses possible electric-alternating-curren t 
effects over two-phase tlows, oil and water, in porous rocks. 
Results are analysed by the changcs provokcd in the relativc 
permeability curves. The experimental procedure consisted in 
running displacement test with e lcctrical tíclds ( 60 Hz) and 
pressure grad ients applicd simultaneou sly. T hc rcsults of the 
basic runs , with no elcctric liel d (O V /cm). wcre compared 
against the results of similar tests pcrform ed under active 
field s (2.8 V/cm, 3.3 V/cm e 4 .0 V/cm). The apparatus and 
experimental procedure were designed to minimize thermal 
intluences (óT=±2°C) and isolatc undesired elcctrochcmical 
effects. 
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SUMMARY 

Based on experimental data obtained on a large scale physical simulator, this paper presents a discussion 
on how jluid velocity profiles should be designed in arder to achieve maximum success on an oilwe/1 cementing 
operation. Accurate rheological characterization of the cement slurry as we/1 as theretical models for the 
description of non Newtonian jlows in eccentric annulli were used as tools for the establishment of optimum 
dynamic operational parameters. 

INTRODUCTIQN 

Activities in the Brazilian petroleurn industry have lead 
to drilling under ever-more-challenging conditions, characterized by 
locations in remote areas, depleted reservoirs, high temperature and 
pressure fields and water depths as great as 2000 m. 

For the explotation of these fields to be viable, it became 
necessary not only to significantly reduce the costs of the weUs, but to 
refme the conventional drilling and completion procedures and to 
introduce of new techniques whenever necessary. This refmement 
aims at minimizing the operational risks which could prevent the 
continuation of the weU or reduce its productive life. FoUowing a 
worldwide trend, one of the strategies adopted to reduce the risks 
inherent in oil exploration in hostile conditions has been that of drilling 
more highly deviated and horizontal weUs. 

Among the steps envolved on drilling a weU, the casing 
cementing after the end of each phase requires special attention (Silva 
and Martins, 1993). This operation consists on the proper 
displacement of a cement slurry througl1 the annular region formed 
between the weUbore and the casing string. The main objectives of 
cementing are isolating different producing zones and supporting the 
weU walls. 

One big obstacle for the success of the cementing 
operation, is the solids cake formed at the weU walls, resultant from 
the radial flow of the drilling fluid (generaUy a non Newtonian 
suspension) dueto the pressure gradient existent between the weUbore 
and the rock formation. This cake, together with the drilled cuttings 
not properly removed from the weU will make more difficult the 
contact between cement slurry and rock formation. 

Other important aspect is the gelification of the drilling 
fluid when its circulation is interrupted This fact may provoke the 
occurrence of stagnant regions in the annulus, specially in highly 
inclined weUs where casing has the tendency to decentralization. 

As can be seen, the optimization ofthe hydraulic design 
of the fluids used in the cementing operations is imperative to the 
obtention ofhigh-<Juality sealing ofweU annuli, especially those which 
are highly deviated, where there are many other competing factors. 
Generally, when insufficient attention is given at this stage, the results 
shown by the acoustic logs are poor and successive corrections are 
required across the productive intervals. 

This paper was written with the aim of maximizing the 
chances of getting successful cementing operations of highly deviated 
and horizontal weUs, using as a basis the success factors obtained by 
Silva and Barbosa ( 1994) from an analysis of the data from 
successful and unsuccessful cementing operations in the Campos 
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Basin. This analysis indicates that the aspects related to cementing 
hydraulics governs the chances of success, which is completely in 
accordance with many papers published on the subject (Keller et. ai, 
1983, Haut and Crook, 1986,Sauer, 1985). 

CEMENTING HYDRAULICS 

As shown previously by Silva and Barbosa ( 1994 ), the 
yield point of the drilling fluid, the annular velocity, which dçfmes the 
displacement energy, and the centralization of the casing, are the 
variables which, when correctly adjusted between themselves and 
between the other variables of the program, greatly increase the 
chances of achieving success in a cementing operation. These 
variables, depending on how they are adjusted, facilitate or make more 
difficult, the substitution ofthe drilling fluid by the cement during the 
filling of the annulus. For the substitution of one fluid by the other to 
be complete, it is necessary for the slurry to be displaced with as 
homogeneous as possible a velocity profJie and for it to be capable of 
overcoming the yield point ofthe drilling fluid which is in the annulus. 

Fig. 1 shows 2 distinct forros of velocity pro file for a fluid 
flowing in a circular pipe. The flrst is an "elongated" profJie, which 
shows 1arge velocity differences between the center and the walls. The 

ELONGATED 
PRO FILE 

FLAT 
PROFILE 

Fig. 1 - Velocity Profiles 
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second is a "flattened" proftle and shows much more uniform 
velocities along the straight section, with little difference between the 
average and the maximum velocities. Naturally, the flattened profile 
is more adequate for a cementing operation, because it causes the fluid 
to flow at higher velocities near the hoJe walls. This favors the remova! 
of the gelled portions of the drilling fluid and increases the bond 
between cement and formation and between cement and casing. 
(Nelson, I 990). 

The form of the velocity profile is influenced by the 
following factors: 
• Flow regime: Whenever possible, turbulent flow is preferred because 
it creates flattened profiles and higher energy leveis for remova! of 
stagnant drilling fluid pockets. 
• Rheology of the drilling fluid and of the cement slurry: The drilling 
fluid should not have a high yield point, as this makes its remova! by 
the cement difficult. However, cement slurries, with pseudoplastic 
properties, tend to offer flattened proftles, as in the Power Law model 
slurries. 

As the slurry rheology question is of fundamental 
importance and is related to other slurry properties (Silva and Miranda, 
199 3 ), it is very important that the rheological data be carefully 
analyzed. Hemphill et ai. ( 1993) discusses the advantages of using 
more accurate rheological models, such as the Yield Power Law, 
defined by the following equation: 

't = • 'to+ Ky" ............... ................................... ........................ (I) 

• Flow geometry: Fig. 2, (Bourgoyne et ai., I 986), shows typical 
proflles of fluid flowing in an annular duct. ln this case, the opposite 
ofthe circular duct occurs, the point of maximum velocity is not in the 
center, but closer to the internal wall, which is the casing. This is a 
complicating factor, because it induces lower velocities at the 
formation, reducing the chance of good fluid remova! and of a good 
bond ln this case, the velocity proftle is a function exclusively of the 
radial coordinate, which is the distance from a given poillt to the 
annular walls: 

v.= V, (r) ............... .............. ...... ...... ................ ......................... (2) 

Additionally, the annulus is often eccentric. ln these cases 
there will be a tendency for the fluids to flow preferentially on the 
wider side ofthe annulus and, depending on its rheological properties, 
there may be some regions with no flow (Azouz et al., 1992 and 
Lomba, 1994). Here, the velocityprofile will be a function ofthe radial 
and angular coordinates: 

v,= v, (r, e ) ................................... ........... ............................. .. (3) 
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Fig. 2- Velocity Profiles for 
laminar annular flow 
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Thus, the hydraulic optimization of a well cementing 
operation should combine ali these factors in order to ensure the 
complete fllling of the annular space by the cement slurry. The 
experiments here described are aimed at mapping ranges for the 
operational variables which will guarantee adequate flow pro files and, 
consequently, a cementing operation which has a high chance of 
success. 

There is very little published on the application of the 
study of velocity pro files in eccentric annuli during the cementing of 
oil wells. Chin ( 1992) and Barton et ai. ( 1994) developed theoretical 
models and presented them as too Is for the optimization of cementing 
operations. However, none of the models has been validated 
experimentally. 

REDUCED-SCALE EXPERIMENTS 

Experimental Apparatus. The experimental part of this 
project was conducted in a large-scale laboratory, specifically in !Pe 
LSF - Physical Simulation Laboratory - which presently occupies an 
area of 600 m2 at the Petrobras Research Center. This laboratory 
consists of 6 physical sirnlllators designed to reproduce a large number 
of physical phenomena which occur during the drilling and completion 
of wells. This project was conducted in the SFP - Down-Hole 
Simulator. 

This is a qualitative simulator whose principal function 
is to perform primary cementing operations under downhole 
temperatures and pressures, displacing the slurry to an annulus formed 
between the outside of a pipe which simulates the casing and the 
formation, which can be real or artificial. This simulator has a similar 
slurry-mixing system to that found on commercial cementing units and 
also has a recirculating system to adjust the slurry weight. The drilling 
and completion fluids, washes, acid solutions and other fluids, are 
prepared in the LSF itself, and are displaced to the simulated well 
according to the test program. 

The interiorofthe simulated annulus is a tube, connected 
to the cementing head, which is called the futration jacket. This tube 
contains the artificial formation, the cemented annulus and the casing. 
A hoist allows the test section to be elevated to any angle between 
horiz: .• tal and vertical. 
Some characteristics ofthe SFP simulator are: 
Externa! pipe diameter: 4.5 in (0.1143 m) 
Internal pipe diameter: 3.5in (0.0889 m) 
Circulating temperature: 20 - 90° C 
Curing temperature: 20 - 700° C 
Pressure limit: 3000 psi (20665 Kpa) 
Maximum pump rate: 200 gpm (0.126 mJ/s) 
Length offútrationjacket: 4ft (1.2I92 m) 
Length of simulated well: I2 ft (3.66 m) 
Combined tank volume: 3000 I (3 mJ) 

Experimental Procedures for Tests in the SFP Simulator. 
A complete simulation consists ofthe following stages: 
i. Selection of the tube which will simulate the casing in order to 

preserve the sarne relationship between the diarneters of the 
well and the casing as exist in the well being simulated; 

ii. Preparation ofthe artificial formation and placing it inside the 
ftltration jacket; 

iii. Joining of the jacket to the casing, to the cementing head and 
to the bottom of the well; 

iv. Preparation ofthe drilling fluid; 
v. Setting the simulated well at the correct anglt, 
vi. Circulation of drilling fluid under pressure, across the 

formation. simulating the drilling stage; 
vii. Addition of cuttings to the annulus; 
viii. Adjusting of the rheological properties and the circulation rate 

ofthe drilling fluid to simulate the hoJe conditioning stage; 
ix. Preparation of sufficient quantities of spacer and chemical wash 

to give the sarne contact time as in the field'operation; 
X. Preparation of sufficient cement slurry to give the sarne 

contact time as in the field operation; 



xi. Displacement of the spacers and slurry at the sarne annular 
velocity as that in the real weU; 

xii. Pressurization and heating ofthe cemented annulus; 
xiii . Setting of cement; 
xiv. Remova] ofthe flltration jacket containing the formation, the 

cemented annulus and the casing to be cut into slicr.s for visual 
examination of lhe quality of zonal isolation obtained; 

Physical Simulation Program. Ona: the most influential success 
factors in obtaining good zone isolations had been determined from the 
data-base, the experimental program for the SFP - Bottom-Hole 
Simulator - was developed. This program aimed at documenting the 
changes which the foUowing parameters caused on the result of 
cementing operations in vertical, highly deviated and horizontal weUs: 
rheological parameters of the drilling fluid and the cement slurry; 
casing centralization; annular flow energy; shape of the velocity 
proí~le; and lhe magnitude of the maximum velocities developed in 
the narrowest and widest parts of the annulus. Casing centralization is 
quantified by a variable called stand-off (STO ). Zero stand-off means 
that the annulus is fully eccentric while I 00% indicates the concentric 
case. 

This program consisted of 14 physical simulations, which were 
planned to reproduce some of the most relevant phenomena which 
occur in the cementing opeTation of vertical, highly deviated and 
horizontal weUs, in annuli with greater or Jesser amounts of solids 
which have not been removed by the drilling fluid. Table 1 
summarizes the operational details and lhe properties of the fluids used 
in these simulations. 

Data Analisvs Methodology. The rheological data for the 
drilling fluids and cement slurries were characterized by the Yield 
Power Law, as defmed in eq I. lterative methods were used to 
caJculate the real shear rates ofthe fluids, in order to obtain maximum 
accuracy in the calculations. (Martins et ai. 1994). 

From these rheological parameters and from the other relevant 
hydraulic variables (pump rate, geometry and eccentricity), velocity 
profiles were generated for the slurry to be used in each of the 
simulations using the computer program developed by Azouz et ai. 
(1992). This program gives the numeric solution for laminar flow of 
a Yield Power Law fluid in an eccentric or concentric annulus. From 
these proflles, the foUowing quantitative data were obtained and 
summarized in table I : 
• Maximum velocities in the narrowest and widest parts of the 
annulus: As the velocity proft.le is not uniform in the angular 
coordinate, it is nea:ssary to perform a separate analysis of the flow in 
the narrow and wide sections. 
• Degree of flattening of the proftle in the narrow section: This is 
defmed as the ratio between the flattened top of the pro file and the 
length ofthe proftle base, as illustrated in Fig. 3: 

-r 
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Fig. 3- Flattening Factor 
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LI 
FlatteningFactor(%)=- x 100 .......................................... (4) 

L2 

Thus, a degree of flattening of 100% means that all the points 
on the straight section have the sarne velocity, so the average velocity 
is equal to the maximum velocity. Avalue ofO%, however, refers to 
a pro file where only one point has the maximum velocity, which is the 
case of newtonian fluids. Thus, the greatcr the degree of flattening, the 
greatcr the average vclocity will be in the section. 

The two factors previously descnbed give an idea of the 
potcntial usefulness of velocity proflles in the interpretation of the 
phenomenon ofthe substitution ofthe drilling fluid by cement slurry 
in an eccentric annulus. 

DISCUSSION OF REPRESENTATNE TEST RESULTS 

Simulation I. ln this simulation, performed in the vertical position, 
the drilling fluid in the well had Jow yield point and ge~ which 
theoretically facilitates the obtention of satisfactory zone isolations. 
The slurry was displaced with a theoretical annular velocity of 0.41 
m/s. However, due to the high degree of decentralization of thc casing 
(STO = 55%), the maximum velocity on the narrowest side of the 
annulus was only 0 .09 m/s, clearly insufficient to drag clear the 
stagnant drilling fluid accumulated there. Fig. 4 shows the significant 
differences between the velocities developed in the annulus. The 
experimental validation of the theoretical velocity pro files is shown in 
the sarne figure, where channeling can be observed in thc narrowcr 
part ofthe annulus. 

Fig. 4 - Simulation 1 
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TABLE 1- VARIABLES SIMULATED lN THE TESTS lN THE SFP SIMULATOR 

~ .sim. Sim 
lY zy 

. GSo, 1.9 2.4 

I YPcs -YPDF 5.7 1.9 

. 
v .......... 0.41 0.41 

Va,_,.,w 0.09 0.33 

FF 63 19 

STO 55 80 

Bond Mud Good 
Quality Cbannel Bond 

-lY 

16.3 

-1.4 

0.41 

0.13 

74 

70 

No 
Bond 

fu 
~ 

15.3 

-3.8 

1.78 

1.54 

40 

80 

Good 
Boro 

Sim. 
2l 

15.3 

3.8 

1.78 

0.52 

40 

90 

Good 
Boro 

Sim 
.§Y 

15.8 

i2.4 

1.78 

0.06 

70 

46 

Good 
Boro 

Simulation 2. The rheological parameters of the drilling fluid 
and the sluny were practically the sarne as in the previous test. The 
major difference between the two tests is the standofl: which in this 
case was 80%. The better centralization caused a better velocity 
distribution between the narrowest and widest parts ofthe annulus. 
This led to satisfactory bonding at the interfaces, in spite of the 
elongated form of the velocity pro file (FF = 19% ). 

Simulation 3. ln 1his simulation, the drilling fluid in the well had 
a yield point greater than the "optimum" value suggested by the 
analysis of the data-base, and was gelled The difference between 
the yield points of the slurry and the drilling fluid was negative. A 
fut1her unfavorable factor which added to the previous two was the 
low velocity developed by the slurry in the narrow part of the 
annulus, insufficient to drag a fluid with a higher yield point than its 
own. Complete lack of bond was seen at the interfaces, even in the 
wider part ofthe hole. 

Simulatjon 4.The rheological properties ofthe drilling fluid were 
essentially the sarne as in the previous simulation. However, the 
better centralization of the casing (STO = 80%) and the increase of 
the theoretical velocity from 0.41 m/s in simulation 3 to 1.78 m/s 
in this case, meant the development of high annular velocities of 
1.53 and 3.62 m/s in the two regions of the annulus. As a result, the 
negative difference in the yield points was not sufficient to lead to 
the failure ofthe cernenting operation. 

Simulation 5. Better casing ceniralization, given by a STO of 
90%, led to an almost perfect distnbution of annular velocities, as 
shown in Fig. 5. The difference of3.8 Pas between the yield 
points ofthe slurry and the drilling fluid was another positive 

.sim. ,Sjm Sim. m Sim Sim Sim ,Sjm 
1l .§I 21 .lQl llli .l.2H .l.lli l.4H 

7.7 15.3 9.6 13.4 5.7 4.8 4.8 18.2 

3.8 -29.7 -8.1 -20.1 1.0 6.7 25.4 7.2 

1.73 1.68 1.68 1.68 1.27 2.54 4.01 2.03 

0.98 0.54 34.8 15.2 171.2 180.2 668 78 

23 24 20 37 o 27 48 10 

70 50 40 30 84 60 50 43 

Good Mud Mud Mud Bottom Bottom Good Bottom 
Bond Cbannel Cbannel Cbannel Cbannel Olannel Bond Olanel 

1468 

factor in the obtention of perfect bonding between the casing and 
the cement and between the cernent and the formation. Fig. 5 
shows the excellent annular sealing. 

Simu!ation 8. The principal characteristic of this simulation was 
the incidence of severa! factors which negatively affected the result 
of the cementing operation: high values for the yield point (28.7 
Pa.s) and gel ( 15.3 Pa.s) of the drilling fluid; a difference of- 29.7 
Pa.s between the yield points of the slurry and the drilling fluid; 
high degree of decentralization of the casing (STO = 50%); an 
elongated velocityprofile (flattening = 24%). ln spite ofthe velocity 
at the narrower side of the annulus having reached 0.53 m/s, this 
energy was not sufficient to allow the cement slurry used to push 
the stagnant drilling fluid. At the wider part of the annulus, the 
maximum velocity reached was 4.65 m/s, resulting in complete 
bonding between the interfaces, as might be expected. Fig. 6 shows 
the theoretical prevision and the validation of the inadequacy of the 
shape of the velocity profile to the planned cementing operation, 
respectively. 

Simulation 11, This simulation was performed with the well 
placed horizontally. A bed of cuttings, which had been inadequately 
removed during the drilling and conditioning stages, was left 
between the casing and the well wall ln this case, the yield points 
ofthe sluny and ofthe drilling fluid were, respectively, 3.8 and 2.9 
Pas . This generated a positive difference between them, which in 
itselfwould be beneficial to the cementing operation. ln spite ofthe 
good centralization of the casing and the reasonably high annular 
velocities obtained both in the narrow and in the wide parts of the 
annulus, there was not complete remova! ofthe solids mixed with 
gelled mud from the lower part ofthe annulus. The velocity profile, 



Fig. 5 - Simulation 5 
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extremely elongated in this case (FF= 0%), was seen in this case 
to not h ave a suitable fonn for pushing out the drilling fluid mixed 
with solids. The channel seen in the upper part was caused by the 
segregation ofthe solids from the slurry, resulting in the fohnation 
of water pockets, as shown in Fig. 7. 

Lower 
chaooel 

formation 

ST0=84% 

casing 

Fig. 7- Simulation 11 

Simulation 12. The main difference between this simulation and the 
previous one was that the design velocity was doubled from 1.3 to 
2.6 m/s. This generated actual velocities of up to 6.4 m/s in the 
widest part of\he annulus. However, in the narrower part, where 
the casing was close to the walls of the hole (STO = 60%), the 
velocities were not high enough to drag free the solids deposited 
there, even though the slurry had a yield point twice that of the 
drilling fluid. The resuh was again unsatisfactory. 

Simulation 13. This simulation had several advantages over the 
previous one. The frrst of these was the significant increase in the 
theoretical annular velocity, from 2.5 to 3.6 m/s. ln spite of the 
standotf of 50%, velocities of up to 3.9 m/s were obtained in the 
narrowest part of the annulus. The flatter velocity pro file, along with 
the ditference of 26.3 Pas between the yield points ofthe slurry 
and of the drilling fluid, were positive aids in the obtention of 
satisfactory zone isolations. 

Simulation 14. Due to the impossibility of obtaining the high 
displacement rates ofthe previous simulation, this simulation used 
a velocity of 2 m/s. The lack of success was due, largely, to the 
difficulty in centralizing the horizontal weU used in tltls simulation. 
Consequently, the 50% standotfled to low velocities in the narrow 
part ofthe hole. Even with the yield point ofthe slurry greater than 
that ofthe drilling fluid, the solids remained in the annu1us, mixed 
with the mud-cake. As could be expected, a poor cementing 
operation resuhed. 
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CONCLUSIONS 

- The physical sirnulations perfonned in the SFP - Bottom 
HoleSirnulator - confrrmed the success factors deduced from 
analysis ofthe data base of cementing operations performed in the 
Campos Basin. These were: standoff; rheological properties ofthe 
drilling fluid and of the cement slurry; gelification of the drilling 
fluid and displacement velocity. Additionally, during the 
sirnulations, the velocity profiie distribution and shape were shown 
to strongly influence the isolation quality. 

The velocity profiies generated by the computer 
programdeveloped by Azouz et al.(l992) were validated 
experirnentally, thus showing the effect ofthe velocity distnbution 
in eccentric annuli on the result of the cementing 
operations. 
- The results obtained in the physical sirnulator while varying the 
parameters shown in Table I showed that cement jobs should be 
designed in a way that optimizes the maximum number of variables 
possible, in an integrated manner, as the success of an operation 
does not depend on any one isolated variable. 
- The planning of cementing operations should be done on a case­
by-case method, because the optimum values ofthe variables should 
be integrated to the technical and operational requirements of each 
specific situation. 

RECOMMENDATIONS 

- Yield point ofthe drilling fluid: this should be as Iow as possible 
without losing the solids carrying ability of the fluid; at Ieast 4.8 

Pas Iess than that of the cement slurry, whenever possible. 
- Gel strength of the drilling fluid: as low as possible, to facilitate 

the substitution of the drilling fluid by the cement slurry. V alues 
above I2 Pas should be avoided. 

- Yield point of the cement slurry: lower v alues help the slurry to 
percolate behind highly decentralized casing. However, it is 
irnportant to maintain the positive differential between the yield 
points ofthe slurry and the drilling fluid in the well. 

- Casing centralization: a standoff greater than 70% should be used 
whenever possible, as the sirnulations showed significantly Iess 
successful cementing operations when the standoff dropped 
below60%. 

- Flattening factor: when this factor exceeds 40%, the chances of 
~ccessfully sealing the annulus are greater; in the case of highly 
deviated and horizontal wells, attempts to increase this factor 
should be made, to help the slurry remove the solids left on the 
low side of the hoJe during the stages of drilling and hole 
conditioning. 

- Theoretical annular velocity: endeavor to displace the slurry at the 
highest permissible annular velocity, principally when the well is 
highly deviated or horizontal, poorly centralized or drilled with 
muds which have a higher yield point than the slurry. Whenever 
possible, avoid using a maxirnum velocity on the Iow síde ofthe 
hoJe below 0.76 rnls in wells of up to 60° inclination. For 
horizontal wells, this value should be increased significantly. 

- Casing movement: although this was not considered during the 
program of physical simuiations, rotation and I or reciprocation of 
the casing are recourses which should be used whenever the 
technical and operational conditions allow. This will increase the 
effectiveness of the adjustment of the success factors and 
consequently will significantly increase the chances of efficiently 
sealing tbe well annulus. 

NOMENCLAWRE 
FF = flattening factor, % 
GSoF = drilling fluid gel strength, M/ (L. T2),Pas. 
K = consistency index, M.T""2/L, Pas. 
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n 
r 

= flow behavior index 
= radial coordinate 

STO = standoff, % 
V. = annular velocity, L!T,rnls 
V, =axial velocity, L!T, rnls 
YP cs = cement slurry yield point, M/(L. T2

), Pas 
YP0 F = drilling fluid yield point, M/(L.T2),Pas 
y = shear rate, 1 1, s ., 
e =angular coordinate 
't = shear stress,M/(L.T2

), Pas. 
'to = yield point, M/(L.T2

), Pas. 

Subscripts 
theoretical 
narrow 
wide 
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SUMMARY 

This paper preserlls an overview of importmlt mathematical methods applied to jlow modeling in porous 
media. The main focus of this article is to presenta review on the most important mathematical frameworks 
used in analyzing the flow of miscible components and different phases through a porous rock embedded 
wilh oil. 

INTRODUCTION 

The recovery and better use of existing oil fields is being 
considered Jately by many countries due to its impact on internal 
economies. Wilh exploration of new fields becoming 
prohibitively expensive and considering further lhat full 
experimentation in Jaboratories is an extremely difficult task, the 
subject of Enhanced Oil Recovery (EOR) has stimulated many 
research efforts towards the development of malhematical and 
numerical tools able to analyze existing oil reserves. Simulation 
of movement of a different phase (such as water) or of a 
different component (such as a miscible tracer) introduced 
through an injection well can provide important technical 
information to oil companies aiding lheir decision making 
process to pursue any further extraction on existing fields (see 
Figure I taken from Maliska, 1995). 

Wilh lhe above motivation, lhis artic!e reviews important 
concepts and goveming equations modeling flow through a 
porous material. Particular emphasis is devoted to lhe modeling 
approaches applicable to the simulation of petroleum reservoirs. 
Below, a short review of basic equations goveming fluid flow is 
followed by a surnmary of some of lhe classical models for 
analyzing transport phenomena in porous media. Models applicd 
to oil transport in reservoirs are discussed afterwards. 

FUNDAMENTAL CQNSERVATION EQUATIONS 

The basic conservation equations describing lhe flow of a 
fluid through an infinitesimal volume can be wTitten in a 
compact torm as, 

(I) 

wherc q1 is lhe general variable (not to confuse with the 
porosity 1/J to bc introduced ]ater), u, is lhe j-th velocity 

component, p is lhe fluid density, and A"' and S"' are lhe 
diffusion coefficient and source terms, respectively. The value of 
qJ and its corresponding parameters ( A"' , S, ) take different 
forms according to the conserved quantity (mdss, momenhun, 
energy, chemical specie, turbulent kinetic energy, etc.). The 
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conservation Jaws recast into lhe form of Eq. (I) appear 
commonly in many texts documenting lhe use of lhe control­
volume approach (e.g. Patankar, 1980). It is a convenient way to 
represent flow transport phenomena since ali physical 
mechanisms not included in lhe total flux components can be 
treated by lhe source term s'l' . 

When Eq. (I) is wTitten for lhe case of mass conservation 

( q1 =I , /\."' = S"' =O), oue has 

(2) 

For flow of multiple fluid phases Eq. (2) can be rewritten for 
each phase in the form (lshii , 1984 ), 

(3) 

where a, is the local residence fraction of phase y and I ·r is 
lhe mass transfer rate at the interface per unit volume. 

BASIC MODELS FOR FLOW IN POROUS MEDIA 

During lhe past few decades a number of text books have 
been written on lhe subject of porous media, including lhose 
referred to in Bear and Bachmat ( 1990), Collins ( 1961 ), 
DeWiest ( 1969), Dullien (1 979), Kaviany (1991 ), Nield and 
Rejan (1991) and Scheidegger (1974 ). Advanced models 
documented in recent literature try to simulate additional effects 
such as variable porosity, anisotropy of medium permeability, 
non-conventional boundary conditions, flow multi­
dimcnsionality, geometry complexity, non-linear effects and 
turbulencc. Ali these flow complexities cannot be analyzed with 
lhe early uni-dimensional Darcy flow model. A complete review 
of ali these works would be outside the scope of the present text 
and for a recent overview on lhe subject lhe work of Lemos 
(1996) is here mentioned for further study. Basic flow equations 
for single and multi phase systems are presented next. 

Continuity Eguation. When lhe balance equations compacted 
m Eq. (I) are written for flow through porous media, the 
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medium porosity has to be accounted for. ln rock rescrvoirs there 
are thrcc types of porous configurations, namely: a) 
interconnected or efTectivc porous, through which the fluid can 
flow, b) isolated porous not contributing to flow neither to oil 
storage, c) dead-end porous interconnectcd only by one si de, not 
contributing for flow but to t1uid storagc. 

The porosity 1/J is then defined as the ratio of interconncctcd 

porous volume dV~ to total volume cfl·~ (t1uid + solid) as, 

dV, 
1/J=dV 

t 

(4) 

For a general porous material saturatcd with an homogeneous 
fluid one has, 

p = 1/Jpf +(1 -1/J)p, (S) 

pu1 =I/Jp1ufi+(1 - I/J)p,u~ (6) 

where p1 , p, ufi and u, are the fluid and solid densitics and 
velocities, respcctively. Introducing Eqs. (5) and (6) into (2) one 

has further , 

~ [I/Jp1 +(I - 1/J)p, ]+ (~,[,Pp1 ufi +(1-1/J)p,u., ] =O (7) 

Considering no interaction betwccn solid and tluid and 
considering further a stationary porous matrix ( u~ = O ), Eq. (7) 

can be simplified and expressed in vector fonn as: 

o(I/Jp) = -~·<pü/)), 
a 

(8) 

whcre 1/J is givcn by Eq. ( 4 ), thc subscript f has becn droppcd 

for simplicity and ziv is the superficial velocity, delined as thc 
volumetric flow rate divided by lmit ortotal cross-sectional arca . 
The superficial velocity, also known as the Darcy velocity, is 

equal to the medium porosity times the fluid velocity ( zi0 = 1/JtÍ ). 

Superficiai Velocity. The well-known Darcy Jaw (Darcy, 
1856) of motion can be further given as, 

~ K ~ -
uD = - -(VP- pg), 

jJ 
(9) 

whcre P is the pressure base on total arca. The quantity K is 
referred to as the medi um pcnneability, the unit of which is thc 
darcy, defined as the penneabílity of a porous medium to 
víscous flow of I mll(s.cm2

) wíth I centipoíse liquid víscosity 
under a pressurc gradient of I atmlcm. A generalization of Eq. 
(9) to anisotropic flows requires that the pcnneability K be givcn 
a second-order tensor character. 

The cmpirical modification own to Brinkman (I 947) 
rcplaces Eq. (9) with, 

~ K ~ p ~ K,.., , -
uv= --(V -pg)+ v uD , (lO) 

jJ 

where the extra tenn is intendcd to account for distortion of thc 
velocity pro files near containing walls. 

The flow of fluids through consolidated porous media and 
through beds of granular solids are similar, both having the 
general function of pressure drop. vs. flow rate a!ike in fonn, i.c., 
lransition from laminar flow to turbulent flow is gradual (Perry, 
1973 ). For this reason, this function must include a viscous tenn 
and an inertial tenn. 'Iberefore, an extension to Eq. (I O) in order 
to account for the inertial efTccts was proposed by Forchheimcr 
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. 
( I 90 I) in lhe ton11, 

Úv = _!i_(~l'-pg-)+KV'- _ FúD\ tiDI jJ 1//) ---. ' 
v 

(li) 

wherc F is knovm as thc incrtia coefficient. ·me non-Iinear 
character of equation has dircct implications 011 its nwnerical 
solution . For purely viscous tlow, away from anv co11lai11ing 
walls, the last two tcnns on thc right-ha11d side of Eq. ( li) 
bccome negligiblc and lhe rcsulling cquation is again Darcv's 
cquation (Eq. 9). 
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Figure I - Examplc of Enhanced Oil Recoverv svstem. 

I [omogeneous Fluid. The consideration of single phase 
models for oil reservoir analysis has an important application 011 
the simulatio11 of reservoirs bchavior. If onc considers 
homogeneous tluid and the injection i11to the soil of a single 
phase t1ow of two misciblc fluids, let's say water and a tracer, 
Eq. (8) for thc ovcrall mass conservation cquation can be 
rewritlen as, 

o(I/Jp) = _.ç, ·<Pziv> + q , 
r1 

( 12) 

whcre 1/J is again the porosity of thc medi um defincd in Eq. ( 4 ), 
tiD is lhe Darcy velocity given by Eq. (9) and q is the sourcc 
tcm1 refcrent to lhe mass injectio11 al lhe poinl in question, i.c. , 
thc total mass t1ow rate of lhe mixture of component K and 
water per unity ofrescrvoir volume. 

Eq. (12) can bc wTittcn in tenns of Jensity, f\Jr isolhennal 
flow, assurning that p and 1/J are fu11ctions only of pressurc. 
Using thc comprcssibility coctlicients dcfined as, 

fi, = ~<op > 
P rP ' 

fi.= }__ ('tP) 
1/J rP ' 

lhe l.h .s. of Eq. ( 12) can lhen bc expanded as, 

o r 

r? op r?ifJ qJ r1p r1' rp 
- ( 1/Jp) = 1/J- + p - = 1/J- + p--:--- ' a r1 t1 a /1' rp (T 

; ( 1/Jp) = 1/J( I + P. J rrJ 
fi, rT 

(13) 

( I 4) 

(IS) 

( 16) 

Il1 addition, lhe right hand si de of Eq. ( I 2) can bc rcwTittel1 as , 



where, in tensor notation, the perrneability in Eq (9) is identified 
by the two indexes ij. Also, for case of notation, the mass 
injection rate q in Eq. (12) has been dropped. Eq. ( 17) can bc 
further manipulated to give, 

Combining then Eq. ( 16) an,d ( 18) one gets, 

( 19) 

For an isotropic and homogcneous medium with constant 

viscosity and {JP, one gets finally, 

JL cp cp c 2 
,. ifl/31= -9--"-- --;:-(pg,) , 

1\.. ( (;;\1(~1 l~"; 

(20) 

where fJ is the total compressibility coefficicnt obtained by 

adding up /3? and /]p . 

Eq. ( 12) can also be put in terrns of pressure with the 
consideration of negligible fluid weight. Using Eqs. (13) and 
(14). the Lh.s. ofEq. ( 12) can be expanded as, 

r (iflp) = ifJ rp + 1/t/J = ifJ op rP + p itp cP , 
a a c1 c'P c't iPa 

(21) 

or 

(22) 

Further, the r.h.s of Eq. ( 12) for a wcightless fluid gives, 

c .. ~ ( K,1 c1') _ cp K,1 c1' r ( f.ij cP) -,- p-- ----+p- -- ' 
ex, )1 IX1 IX, )1 r?t1 A-, )1 iX1 

(23) 

o r 

(24) 

Using now Eqs. (22) and (24) one has, 

(25) 

For fluids having a small fJP or subjected to a mild pressure 
gradient, Eq. (25) gives finally , 

iflfJ-·-- ..:.:..__ -'' ~ cP ' (K 1) 
d - à, Jl c?x, · 

(26) 

After rcconsidcring the tcrrn q in Eq. ( 12 ), assmning an isotropic 
and homogeneous medimn with constant properties, an equation 
for the pressure field is obtained of the forrn, 

(27) 

Eq. (27), once solved \vith lhe appropriate boundary conditions, 
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gives the distribution of pressure which, when applied in the 
Darcy's equation (Eq. 9), will in tum give the velocity field. 

To obtain the mass concentration distribution 'ror the 
component K , one needs to perforrn the mass conservation 
analysis for the tracer, and the governing equation is, 

c?(I/JC) <; (J- - C)- CK --+v· +u --q 
.::>. D ' 
UI P 

(28) 

where C is the concentration (mass of component K over total 

mass), Cc is the particular concentration value at the injection 
well and J is the diffusion flux given by, 

(29) 

where D and À are the diffusion and dispersion coefficients, 
respectively. Once the velocity field is deterrninate by means of 
Eqs. (9) and (27), Eqs. (28) and (29) give the distribution of the 
tracer throughout the field. 

Multi-Phase Flow Systems. For a three-phase flow of oil, 
water and gas through a fixed porous matrix, Eq . ( 3) can be 
v.Titten for t:ach phase as, 

(30) 

where sr is the volume fraction or saturation of phase r (gas, 
water or oil ), subjected to the condition, 

(31) 

ln the above equation set it is assumed that both liquid 
phases (oil and water) can only exchange mass with the gas. 
That is an appropriate assurnption for considering the gas 
dissolved in either liquid. With that, the mass transfer rates for 
the water and oil are related to the gas by, 

(32) 

where the subscripts g , w and o refers to gas, water and oil, 
respectively. 

Neglecting .capillary pressure the Darcy velocity for each 
phase is, 

Kr'J(tP ) 11Dri=-- a;:--prgJ · 
Jlr J 

(33) 

ln Eq. (33), K rij represents the perrneability of phase r withín 
the porous media. That can be written as a linear function of the 
medium perrneability Kij with the help of the relative 

perrneability of phasc r , K,r , defined in such a way that, 

(34) 

The relative perrneability takes into account interfacial forces 

and is a function ofthe phase saturation Sr. 
The local phase velocity ur, is related to the Darcy velocity 

for each phase UDyi as, 

_ 11Dr• 
uri- . 

l/Dr 
(35) 

Introducing Eqs (33) and (34) into (30) one gets the flow 
equation for phase r ' 
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1be solution ofEq. (36 ), subjected to the Eqs. (31) and (32), 
requires the knowledge of the fluid behavior according to 
pressure, volume and temperature variation, or say, the PVI' 
properties. Depending upon the complexity of the properties 
information, difTerent models can be used. Two advanced 
models to solve the equation above are discussed below. 

ADV ANCED MODELS 

TI1e two important classes of models, namely the Black-Oil 
Model (restricted to a family of oils) and the more complex 
Compositional Afodels are here brietly conunented upon . For the 
sake of clarity, a few words on the physical behavior of difTerent 
mixtures seem timely. 

Figure 2 presents the phase regions for two difTer.:nt oils 
showing the positions C I and C2 for the criticai points. 8oth oils 
can be trcated by the so-called Composirional Afodel. 'TI1e 
simpler Black-011 Afodel should be employed only with oils 
prescnting no back condensation, that is, for fluid having thc 
greatest temperature in the phase change line corresponding to 
thc criticai temperature. ln the Figure, oil number 2 does not 
present back condensation, or say, any isothermal t:xpansion 
process occurring at temperatures above the criticai point dot:s 
not give rise to any condensation. On the other hand, oil number 
I can only bc treated as Black Oil for temperatures below the 
criticai point C I . With these ideas in mind, the two most used 
frameworks for oil analysis can be presented. 

~ 
"' '" J: 

Liquid 

Liquid " Vapor 

I 

C!' 

Vapor 

Vapor 

. C2 
---Oill 

· · · · · Oil2 

T emperature 

Figure 2 - Phase envelop for different oils. 

Composicional Models. These models are based on 
cquations of state (van der Waals, Redlich-Kwong, Peng­
Robinson, etc.) and are applicable to ali mixtures gas-water-oil 
(Muskat, 1949). They need data for the oil composition, such as 
contents of methane, ethane, propane, carbon dioxide, water, 
etc., for calculating the Pressure-Volume-Temperature 
relationships. Knowledge of the mass fraction of each phase 
composing the oil is also necessary. Due to these difficulties, 
Compositional Models are employed only when simpler 
analyses, such as the Black Oil Model , cannot be used. 

ln the compositional models the mass transfer rate for phase 
r appearing in Eq. (36) is given by, 

r, = r/Jp[iX, +u IX_ , ] 
â 'ó.X, . 

(37) 
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where tht: t1uid density p , the tluid velocitv 11, and the mass 
fraction X, are define as, 

p= LS,p,, (38 ) 

pu,= L:S,p,u,, , (39) 

dm , P,S, 
X, = "d~t = "p,S, 

~ r ~ ,, 

(40) 

wht:n: m, is tht: mass of phase r . Suhstituting Eqs. (.l8), (39 ) 
and (40) into (37), and using further the sup.:rlicial velocitv 
giwn bv Eq. (35), one has, 

r, = r/J(L:s,P,) {~r +(L:p,u1;,,) (~,_ 
r (r . r ( ~t i 

(41) 

The mass fractions are ti.mctions of pressure and t.:mperature. 
Their derivativcs can be cxpn.:ss.:d as, 

IX lXI ff lXI ff 
~=ff T ~+~ p~ ' (42 ) 

and 

IX lXI ~ lXI ~ 
~ =~ T~ +m· r~ (43) 

Substituting now Eqs. (33 ), (42 ) <md (4.1) inlo (41 ), for 
isothermal tlow one gels, 

I ' = (X, I f ç6(" s ) {7' -
r = 1 .:...,. rPr 1' 

u T r ( 

[
" K,u ( r7

1 J] /1
1 

f .:..,.P, -· --P,K1 . - · 

r 11, i\ rx, 

Ddining now M as, 

( 
, .) ;p [ K,;1 ( <1' _ J]H' 

M = r/J ~S,p, ~ - ~P, ---;;;l ix
1 

P, g}) (X, ' 

and recalling that, 

Xg =l-(Xw+Xo)~ {'Xg = a) 
iÜw + Xo) 

;:p 

(44) 

(45) 

(46 ) 

Eq. (JO), together with Eqs. (44), (45) and (46), gives finally, 

'.' ('"S )- _!!_[ kru l{P- J]= {'Xrl M. 1 '~" rPr '?\: P, A- p rg ; T 
{ (. ' f..l r · 1 { T 

(47) 

h1 Eq. (47) the variahles p,, llr, ç6 and X, are kno\\11 
functions of prcssure obtaincd hy lhe cquation of state 
(isothennal flow). K,u is a kno>ml function of S, and media 
permeability. Therefore, the dependent variahles in Eq. ( 47) are 
the saturation Sr , the pressure P and factor M , or say, there are 
líw equations (Eqs. 31 , 45 and 47) and tive tmknowns. 

Black-Oil Model. 1bis model is based on the assurnption 
that an clement of liquid (oil or wakr) carries a dissolwd and 
volatilc mass of gas (Aziz and Settari, 1980: Sharpt: and 



Anderson, 1991; Sharpe, 1993). For the liquid phases the 
volume formation tàctor B, and gas solubility ratio R, are 
defined as, 

v 
B =-'-

r v y Jid , 
(48) 

(49) 

where V, is the Iiquid volume at flow conditions and the 
subscripts yg and std refers to gas dissolved in y and standard 
conditions, respectively. With Eqs. (48) and (49), the liquid 
densitv can be redefined as, 

(50) 

The oil and water transpor! equations (Eq. 36) make use 
now ofthe density given by Eq. (50). The mass transfer rates r, 
represent the exchange of gas mass (volatile) in both liquid 
phases. With these assumptions, the gas equation can be written 
as, 

(51) 

A further simplification in the model assumes no gas phase. 
Then, once again not considering capillarity effects, the 
tmknowns in this case are the water and oil saturations (in 
addition to pressure ). Calling q, the source term for the phase 
r ' the goveming equations becomes: 

('(rfEr) - [ ·· · ] q, -- ='V· J.,('VP-p,g) +--, 
if B, P,,ta 

where À, is the mobility of the phasc r given by, 

KK 
A,=--'-' 

B, !-1, 

(52) 

(53) 

ln Eq. (53), K,, is \)\e relative permeability ofphase y defined 
in Eq. (34 ). Equation (52) in addition tO' Eq. (3 I) forro a closed 
system whose solution is usually done by resolving for pressure 
in an implicit fashion and then updating thc saturation until final 
convergence is achieved. 

CONCLUDING REMARKS 

This article reviewed the most common mathematical 
frameworksl used to analyze the tlow of a mixture through a 
porous soil embedded with oil. The subject of Petroleum 
Reservoir Simulation is stimulated by the increasing prices of 
exploration of new fields. Fundamental govePJ..ing equations for 
continuous and porous media were presented, for single and two 
phase systems. For the particular case of petroleum flow, the 
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Compositional and Black Oil Models werc discussed upon. 
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SUMÁRIO 

O presente trabalho apresenta uma comparação entre três metodologias de linearização das equações de si­
mulação de reservatórios, a saber: I!vfPES - lmplicit Pressure Explicit Saturatian, TI- Totalmente Implícita e 
AIM - Adaptive lmplicit Method. Discute-se também o critério de chaveamento de I!vfPES para TI e vice­
versa. Emprega-se a modela black-oil, bifásica (óleo-água). As equaçÕes são discretizadas empregando-se a 
método das volumes finitas e utiliza-se malhas de Voronai não-estruturadas para discretização da domínio ji­
sico. 

INTRODUÇÃO 

As equações de conservação de massa dos componentes 
óleo, água ou gás podem ser consideradas hiperbólicas para a 
saturação (ou quase hiperbólicas, quando a pressão capilar é 
considerada e os fluidos são compressíveis) e a equação da 
pressão elíptica, ou quase elíptica (quando os efeitos de com­
pressibilidade das fases ou rocha são considerados), conforme 
Peaceman ( 1977). Este tàto sugere que na avaliação do fluxo de 
massa, num determinado instante de tempo, os termos que de­
pendem da saturação podem ser avaliados com a saturação do 
instante de tempo anterior, e os termos que dependem da pres­
são sejam avaliados no mesmo instante de tempo em que o fluxo 
está sendo calculado, originando o esquema IMPES (lmplicit 
Pressure Explicit Saturation ). Este fato desacopla a equação da 
pressão das equações de saturação. Tal esquema requer pequeno 
esforço computacional por intervalo de tempo, uma vez que a 
pressão é a Ú.ilica incógnita do sistema de equações. Outra van­
tagem do IMPES é que o procedimento de avanço das incógnitas 
ex"J)lícitas é facilmente vetorizável. A principal desvantagem do 
IMPES é que se deve empregar o CFL (número de Courant­
Friedrichs-Lewy) menor que a unidade a fim de se evitar oscila­
ções espúrias na solução. 

Uma metodologia que trabalha com o CFL maior que um, 
sem que ocorra oscilações na solução, é a solução totalmente 
implícita (TI). Na metodologia TI a equação da pressão não é 
desacoplada das equações das saturações e ambas são calculadas 
simultaneamente. Todavia, o esforço computacional por passo de 
tempo aumenta quando comparado com o IMPES, urna vez que 
todas as incógnitas fazem parte do sistema de equações. O mé­
todo IMPES consegue traoolhar com razoáveis intervalos de 
tempo (ót) exceto em algumas regiões localizadas do reservató­
rio, como por exemplo, nas proximidades de poços. Partindo 
desta observação, Thomas e Thurnau (1983) propuseram o uso 
de esquemas implícitos adaptativos (AIM - Adaptive hnplicit 
Method), cujo conceito foi posteriormente melhorado por For­
syth Jr. e Sarmnon ( 1986 ). A idéia do método implicito adaptati­
vo é avançar todas as incógnitas implicitamente nas regiões onde 
o CFL é maior que um ou onde ocorram grandes variações nas 
saturações, e no restante do reservatório somente a pressão é 
tratada implicitamente. Um dos grandes problemas da imple­
mentação do AlM é o critério lógico para trocar urna variável de 
IMPES para TI ou vice-versa. 

Thomas e Thurnau (1983), Forsyth Jr. e Sarmnon (1986), 
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utilizaram como critério de troca as variações máximas nas 
saturações. Se urna célula IMPES tiver uma variação em satura­
ção maior que um valor predeterminado, está célula é calculada 
como sendo TI na próxima iteração de Newton ou no próximo 
intervalo de tempo. F orsyth Jr. e Sarmnon ( 1 986) argumentam 
que este critério não permite que urna célula volte a ser IMPES 
após ter sido trocada para TI, porque urna célula TI pode ter 
grandes fluxos de massa e as variações nas saturações serem 
pequenas. Caso esta célula seja trocada para IMPES é possível 
que ocorram instabilidades. 

Russel (1989) propõe um critério baseado no CFL para de­
terminar se urna célula deve passar de TI para IMPES e vice­
versa. Russel (1989) fornece várias justificativas para trabalhar 
com o critério baseado no CFL e várias formas de calculá-lo 
aproximadamente. Entretanto, não apresenta nenhum resultado 
para escoamento bi ou trifásico. Young e Russel ( 1993) propuse­
ram urna nova expressão para o cálculo do CFL e sugerem que 
este seja aplicado juntamente com o cálculo de máxima variação 
nas saturações. Entretanto, com a expressão de cálculo do CFL 
proposta por Y oung e Russel ( 1993) foram obtidas soluções com 
o método IMPES com CFL maiores que um, sem que ocorressem 
oscilações na solução. 

Fung et ai. (1989) propuseram um critério baseado na análi­
se local das equações aproximadas. Em cada célula são calcula­
dos os autovalores. É exigido que o módulo do menor autovalor 
não seja superior a unidade, para que a célula possa ser tratada 
pelo método IMPES. Caso contrário, a célula deve ser tratada 
pelo método TI. 

O objetivo deste trabalho é apresentar uma comparação des­
tas metodologias empregando-se malhas não-estruturadas de 
Voronoi. Os resultados serão apresentados em termos de tempo 
de CPU, número de iterações de Newton, número de iterações 
no tempo e percentagem de implicitude. Como critério de chave­
amento de implicitude (oram utilizados os critérios de estabili­
dade de Fung et ai. (1989) e variação na saturação. Empregou-se 
o modelo black-ail e o estudo será dedicado a análise de casos 
bifásicos (óleo-água) e bidimensional. Para geração das malhas 
utilizou-se o gerador desenvolvido por Maliska Jr. (1993). 

MODELO FÍSICO 

O modelo fisico empregado representa o escoamento bifásico 
(óleo-água) em reservatórios de petróleo. Apresenta-se agora 
urna breve descrição do modelo. Maiores detalhes podem ser 
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encontrados em Palagi (1992) e Marcondes et ai. (1994). Assu­
mindo que existe somente duas fases imiscíveis no reservatório 
(óleo (o) e água (w)) e desprezando os efeitos de pressão capilar 
e gravitacional, pode-se escrever a equação de conservação 
volumétrica para a fase p como 

.!_(~~) = ~-[Àp ~]+qp 
8t BP 

(l) 

onde + é a porosidade e Bp é o fator de formação volumétrica da 
fase p. S, é a saturação da fase p, P é a pressão dos fluidos 
presentes no reservatório, qp é a vazão nas condições de arma­
zenamento da fase p por tmidade sle vollime do reservatório e À.p 
é a mobilidade da fase p, definida por 

K 
À =K--rp-

P flp BP 
(2) 

onde K é a permeabilidade absoluta do meio, K.,. a permeabili­
dade relativa e 11p a viscosidade, respectivamente, da fase p. 

Escrevendo a Eq. ( 1) para as fases óleo e água constata-se 
que existem três incógnitas (S., S.. e P) e apenas duas equações. 
A equação para o fechamento do problema vem da conservação 
da massa global, dada por 

Sw + S0 = 1 

ThiTEGRAÇÃODASEQUACÕESGOVERNANTES 

(3) 

A Fig. 1 apresenta um volume de controle de Voronoi. O 
ponto i é o ponto gerador e os pontos j's seus vizinhos. Para 
cada ponto j é possível alinhar um sistema cartesiano local x' -y' 
de tal forma que o eixo x' (linha que une o ponto i ao ponto j) 
seja perpendicular a face do volume de controle e o eixo y' 
paralelo a esta face. 

Integrando a Eq. (1) no espaço e no tempo, tem-se 

(~VSP)n+I -(~VSP}n ~t BP . M BP . 
I I 

~ y.. Àn~ (p!i+l _ p!!+l) + -qn+e 
/_., IJ IJ J I p 
j=l 

j = 2" 
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/ = 1 

"' " J 

d i3 
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' diJ 

I 
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y- ~. ---,,_ ! 
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Fig. I- Volume de controle de Voronoi 
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j=5 

(4) 

O índice e na Eq. (4) irá determinar o tipo de metodologia 
empregada, se for mantido igual a l em todo o reservatório a 
metodologia será TI, se for igual a zero a metodologia será 
IMPES. Caso e assuma em algumas regiões, valor igual a zero e 
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em outras igual a 1, a metodologia será AIM. qp é a vazão 

volumétrica da fase p nas condições de superficie e Nv o número 
de vizinhos do volume i. O termo Tu na Eq. (4) é o fator de 
transmissibilidade, dado por 

T-- (bhk) IJ- ---
d .. 

IJ 

(5) 

onde b e b são a altura e largura da face ij, respectivamente. 

METODOLOGIAS TI, IMPES E AIM 

Metodologia TI. 

As incógnitas que devem ser calculadas implicitamente para 
cada volume são a pressão (P) e a saturação da água (S..). Para o 

cálculo de ( K; ) adotar-se-á o seguinte procedimento: 
f.Lp p .. 

IJ 

K.,..u será calculado pelo esquema UDS (upstream weighting 
scheme) e (JlpBp)g será calculado pela média aritmética dos 
correspondentes valores nos pontos ij . 

O sistema de equações é resolvido iterativamente usando o 
método de Newton. Fazendo-se e= 1 na Eq. (4), e escrevendo-se 
a mesma na forma residual, tem-se 

Nv ( K )n+l R . = } T . __ rp_ (Pn+l _ pn+l) + q-n+l _ (6) 
p ,l ~ I, J B J I p ,l 

j=l flp p .. 
IJ 

(~)n+l + 
~t BP . 

I 

( ~ VS )n 
~ t B: _ ; P =o, w 

I 

Expandindo o resíduo em série de Taylor, tem-se 

(
ôR )u 

Ru+l =Ru . +L ~ ~X 
p,t p,t 'ix ôX 

(7) 

onde u é o nível iterativo e X representa as incógnitas (P e S..). 
Assumindo-se que o resíduo na iteração u + l é zero, tem-se 

(
aR _)u 

" ~ ~n+l = - R \ l- · p =O W /_., ax p,• • • 
\ix 

(8) 

As incógnitas (P e S.,.) são calculados após cada iteração 
newtoniana, como 

xn+I =Xn + ~n+I (9) 

e a solução é aceita quando todas as tolerâncias são satisfeitas, 
de acordo com 

n+l • 
~max ~ ~max 

Sn+J < As* ~ w,max - '-' w,max 

(lO) 

Metodologia IMPES 

·Neste método a avaliação, em um determinado instante de 
tempo, dos termos de fluxo que carregam a informação da mobi­
lidade do fluído e dos termos de produção ou injeção, é feita 
baseando-se nas saturações e pressões do instante anterior. 



Fazendo-se e= O na Eq. (4) e escrevendo-se a mesma na forma 
residual para o componente p, obtém-se mna equação similar à 
Eq. (6), onde o único termo que depende da saturação no ins­
tante n+l é o termo de acumulação. Desta forma, quando da 
linearização de Newton, em cada linha de blocos do Jacobiano, o 
único bloco cheio é aquele da diagonal, ver Fig. 2a. Para obter a 
equação implícita da pressão cada linha de blocos do Jacobiano 
é multiplicada pelo inverso da diagonal, resultando na linha de 
bloco da Fig. 2b. Após esta operação a equação da pressão é 
desacoplada da equação da saturação originando a linha de 
blocos da Fig. 2c. Este procedimento é repetido para todas as 
células e a equação da pressão é obtida tomando-se a primeira 
linha de cada linha de blocos da Fig. 2c, originando o sistema 
dado pela Eq. (li). 

(li) 

onde, a•u é o vetor resíduo multiplicado pela inversa da matriz 
do bloco diagonal de cada volume de controle. Resolvido o 
sistema dado pela Eq. (11 ), P é obtido via Eq. (12) e S.. através 
da Eq. (13), onde Ju representa os coeficientes da segunda linha 
de i após a multiplicação pela matriz inversa da diagonal. 

pu+! =Pu +áXu+l ( 12) 

(13) 

[:

P s.:] . P sl P s. 
(a) l: : . . . [: :] 
(b) 

o-l!quaçlo da presslo 

Fig. 2 - Seqüência de passos para obtenção da equação da pres­
são para o IMPES 

Metodologia AIM 

A metodologia IMPES requer menor esforço computacional 
por intervalo de tempo que a metodologia TI. Entretanto, exige 
pequenos intervalos de tempo por motivo de instabilidadés. Este 
efeito geralmente é localizado em algmnas áreas do reservatório 
onde as velocidades ou os gradientes de saturação são elevados. 
Por outro lado, a metodologia TI pennite trabalhar com maiores 
intervalos de tempo, uma vez que não sofre as limitações de 
instabilidade numérica do IMPES. O objetivo do AIM é tratar as 
regiões onde o IMPES tem problemas de instabilidades, utili­
zando a metodologia TI e o restante do reservatório via IMPES. 
Num dado intervalo de tempo a pressão irá ser calculada impli­
citamente em todo o reservatório e a saturação. irá ser calculada 
implicitamente somente em algumas regiões do reservatório e 
explicitamente no restante. 
Avaliando-se os termos de produção/injeção implicitamente e 
considerando que as mobilidades das fases podem ser implícitas 
ou explícitas, obtém-se uma equação similar a Eq. (6). Aplican­
do-se o mesmo processo que foi realizado para a obtenção da 
matriz Jacobiana do IMPES, obtém-se uma equação análoga a 
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Eq. ( 11 ), onde a única diferença é que os elementos do Jacobia­
no podem ser blocos lx2, 2xl , 2x2 ou lxl. 

Critério de mudança de um volume de IMPES para TI e 
vice-versa. 

Adotar -se-á o critério de estabilidade local da matriz Jacobi­
ana proposta por Fung et ai. (1989) 

Se a.a+1 e X.""'1 denotam o resíduo das equações de conser­
vação e variáveis primárias (Pa+1 e Swa+

1
), respectivamente, a 

iteração de Newton pode ser escrita na notação indiciai, como 

[ ]
- ) BRn+l,u xn+l,u+I = xn+l,u _ i R!'+I,u . . · = 1 N (14) 

I I I I ' l,J , .. , q ax':'+ ,u 
J 

onde Nq é o número de espécies quimicas ou componentes. Na 
Eq. (14), X1a+1, v+l é a (v+l)-ésima iteração de X; no tempo 
(n+l), e ar•· v é a v-ésiró.a iteração da equação j. x.a+l, v+l ' 

convergirá quando a norma infinita de X for pequena, ou seja, 
11 x.a+l,v+l - x.a+l,v 11.., ::;, & . Escrevendo dar•·•, como 

onde, m refere-se à última iteração do instante de tempo n. 

Se os erros no instante n e n+l são E1° e E1,.
1

, respectiva­
mente, pode-se escrever a Eq. (15) como 

(16) 

onde os sinais de & não foram considerados, porque se está 
interessado nas normas de&. Fazendo-se, 

T = (aRrl,u+IJ-1 (aRtl,u+IJ 
axn+l,o+l ax!'·m 

I I 

(17) 

pode-se escrever a Eq. (16), como 

E!l+l = Ta!l 
I I 

(18) 

onde T é a matriz transformação. Segundo Fung et ai. ( 1989), a 
condição de estabilidade do intervalo de tempo (6t) é 

(19) 

a qual garante que os erros introduzidos em um intervalo de 
tempo não serão amplificados nos intervalos seguintes. Esta 
condição é satisfeita se T é normal, requerendo que 

p (T) = maxii a.i (T>II :s; 1;1 :s; i :s; Nq (20) 

onde p é o raio espectral e 0.1 os autovalores de T. A análise 
anterior proposta por Fung et ai. (1989) determina se o sistema 
como um todo é estável. Entretanto, o objetivo é ,determinar 
quais células são instáveis com o 6t escolhido. Fung et ai. 
( 1989) sugerem que a Eq. (21) seja escrita para cada célula e 
seja calculado o máximo autovalor de T. Caso se verifique a 
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condição dada pela Eq. (23) o volume será tratado via IMPES, 
caso contrário via TI. . Maiores detalhes podem ser encontrados 
nos trabalhos de Fllllg et ai. ( 1989) e Marcondes ( 1996). 

Fllllg et ai. (1989) argumentaram que se deve excluir de Rt 
os termos de acumulação no instante n para que este critério 
fi.mcione adequadamente. Para o cálculo das derivadas admitiu­
se que o escoamento é incompressível. Isto de certa forma faci­
lita o cálculo dos autovalores. Numa etapa posterior desprezou­
se esta hipótese e o comportamento do método foi idêntico. 
Portanto, todos os resultados que serão expostos a seguir empre­
gando a análise de estabilidade, foram obtidos considerando-se 
que os fluidos presentes no reservatório são incompressíveis. 

RESULTADOS 

Todos os casos analisados nesta seção foram obtidos com os 
seguintes critérios: M>* .... x igual a 68,95 kPa e ~S*.,..ma• igual a 
SxlO·] Foram realizados alglllls testes com ~S*w,max igual a 10·3 

e o mesmo M>*..,.,. e as razões de tempo do AIM em relação a 
metodologia TI foram semelhantes. Para as metodologias AIM e 
TI, uma nova iteração newtoniana foi requerida quando em 
algum volume as variações na saturação e pressão ultrapassaram 
valores predeterminados, independentemente da saturação ser 
explícita ou implícita. Para o IMPES isto aumentou considera­
velmente o número de iterações de Newton por intervalo de 
tempo. O solver empregado foi o GMRES (Saad e Schultz, 
I986) e foi utilizado precondicionamento à direita com uma 
ILU(l) (Marcondes et a/., I995). O critério de parada no solver 
foi ~rU/ftr.~ $ 10-3, onde Orft é a norma do resíduo após um 
determinado número de iterações e H r. 11 o resíduo inicial. 

Para a metodologia AIM, se for utilizado valores apertados 
de M>*mu e ~S*w,mu para a convergência do ciclo de Newton, a 
convergência do método adaptativo ficará sensivelmente prejudi­
cada quando comparada com a metodologia TI, devido ao núme­
ro excessivo de iterações newtonianas do AIM. Conforme Couti­
nho (1995) o método adaptativo pode ser considerado como um 
método de Newton Inexato, onde uma parcela do Jacobiano foi 
desprezada. Desta forma, o número de iterações das metodologi­
as AIM e TI não necessariamente coincidem. 

Antes de apresentar as comparações das metodologias, ex­
plicar-se-à como foi aplicado o critério de estabilidade proposto 
por Fllllg et ai. (1989). No trabalho destes autores foi aplicado a 
metodologia AIM para problemas trifásicos (óleo, gás e água). 
Desta forma, o critério de estabilidade requer o cálculo de três 
autovalores em cada volume. Para evitar o cálculo dos autovalo­
res em todos os volumes, Fllllg et a/. (1989) propuseram que só 
fossem calculados os autovalores na fronteira entre regiões 
implícitas e explícitas. Onde existisse uma troca nas células 
testadas nesta região, todos os vizinhos explícitos deveriam ser 
testados se a troca é de explicito para implícito (troca à frente) 
ou nos vizinhos implícitos se a troca é de implícito para explícito 
(troca para trás), repetindo-se este procedimento até que nenhum 
volume devesse ser trocado. Este foi o primeiro procedimento 
implementado neste trabalho. Entretanto, não se conseguiu 
captar a frente de implicitude conforme comentado por Fllllg et 
ai. (1989). Resolveu-se então calcular os autovalores para todos 
os volumes. Observe-se que com a hipótese de incompressibili­
dade dos fluidos é necessário calcular somente um autovalor por 
volume. Mesmo calculando-se os autovalores para todas as 
células observou-se somente uma pequena parcela de célula 
implícitas. Desprezando-se a hipótese de incompressibilidade os 
resultados foram idênticos. Para os resultados que serão expos­
tos, foram testados o critério de estabilidade jlllltamente com 
critério de mudança na saturação. 
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Outro ponto que deve ser enfocado nos resultados apresenta­
dos a seguir é que foram construídos programas distintos para as 
metodologias AIM, IMPES e TI. Desta forma o cálculo adicional 
associado à montagem do Jacobiano e do solver para as meto­
dologias IMPES e TI foi evitado. 

Nas tabelas a seguir, Â.t é o limite para troca à frente, Ã.2 o 
limite para troca para trás e ~S... é a variação na saturação da 
água empregada para troca de implicitude. Utiliiando o critério 
na saturação, sempre que uma célula foi trocada todos os seus 
vizinhos foram checados. Para troca para trás foram realizados 
alglllls testes para descobrir a freqüência com que a mesma 
deveria ser realizada. A troca a cada 20 iterações no tempo 
forneceu bons resultados. Foram testados as seguintes freqUên­
cias: 10, 20, 30 e 50. Todos os testes foram realizados numa 
estação de trabalho SUN SPARC Station lO com 2 CPU's P61 
com I28 Mbytes de RAM. Os tempos de CPU apresentados 
foram normalizados•dividindo-se o tempo de computação pelo 
tempo de computação mínimo entre otf métodos. Os mesmos 
referem-se a montagem do Jacobiano, lado direito (função resí­
duo) e tempo no solver. 

O primeiro caso analisado é para o escoamento cujas curvas 
de permeabilidade relativa são funções quadráticas da saturação. 
Os dados fisicos e geométricos encontram-se na Tab. l e as 
curvas de permeabilidade relativa e razão de viscosidade são 
fornecidas pela Eq. (21 ). A Fig. 3 apresenta a malha hexagonal­
híbrida empregada. 

Krw 
s2 

- w 

- M(I-S~ )+S~ , (21) K = 1-K · M- J.l.o ro rw' ---
J.I.w 

Tab. I -Dados fisicos e_g_eométricos do reservatório- caso I 
Dados do res...valório 

k ~ t2,hl~ 
h ~ 6,09m 
A ~ 1,6x Io'm2 

4> ~ 0,08 
r.~ 0,0914m 

p ...... 

Condi~io uucial 

s., ~ o 

P; ~ 6,893x1o' Pa 
s .. ~ o 

·-­j • ._ 

Proprie<Udes fisicas 

B.~ B. ~ laOPa 
P, = O 
l'o ~ 10-3 Pa.s 
11w - 1/M xl0'3 Pa.s 
c. ~ c.= 1,4~x10-<> Pa1 

I<! ui ·= jqw,j "'1, 10 x IO"'m3/s 

'IIMTI~'!' f ·Uff'h...-
1 . r 

Fig. 3- Malha hexagonal híbrida com 445 volumes 

O cálculo do erro de volume glol-.al de cada componente 
(EBCp) foi obtido via Eq. (22). O numerador da Eq. (22), a 
cada instante da simulação, representa o erro no volume da fase 
p medido desde o instante inicial da simulação e o denominador 
o volume de água injetada. 

EBCP = (Vi,p +L êiwi ~t-L êipp ~t- vf,p) /I êiwi ~t (22) 

onde, V~, é o volume inicial da fase p, Vr,p o volume final da 



fase p avaliada em um detenninado instante de tempo, qwi o 
volume total de água injetada em cada intervalo de tempo e <iw o 

volume total de água produzida em cada intervalo de tempo. 
Da Tab. 2 observa-se que o critério baseado na análise de 

estabilidade requereu somente uma pequena parcela dos volu­
mes a serem implícitos. Praticamente não existiu muito efeito 
nos limites dos autovalores testados para as trocas à frente e 
para trás. Para este caso um valor de L\.Sw=O,Ol aliado ao critério 
de estabilidade forneceu o melhor resultado. Observa-se que, 
utilizando somente o critério de troca baseado na variação da 
saturação, uma grande parcela dos volumes é implícita no fmal 
da simulação, principalmente para· pequenos valores de L\.Sw. 
Nota-se também que existiu um caso onde o AIM requereu mais 
tempo de CPU que a metodologia TI. Observe-se que neste caso 
existiu uma diferença acentuada no número de iterações de 
Newton, significando então, que o critério utilizado para chave­
amento da metodologia AIM não detectou adequadamente as 
regiões de surgimento de instabilidades. Pode-se observar tam­
bém que os erros de balanço do IMPES são superiores aos do 
AIM e TI. Este fato pode ser explicado considerando que apenas 
uma iteração do ciclo de Newton foi realizada e de se ter empre­
gado o mesmo critério de convergência no solver para as três 
metodologias. Para o processo de integração foi empregado o 
esquema de passo de tempo variável (Aziz e Settari, 1979). 

Tab. 2- Malha hexagonal-híbrida com 445 volumes - M= 1 O, 
1 82 VPI de , -menor tempo CPU=236,6seg 

Método Critério TCPU NIT NIN PI EBC 1(%) 
(%) óleo ÍRua 

AIM autovalor A.,~I; A.,~o,8 1,04 381 541 4,93 3,81x10_. 1,91x!O"' 
AIM autovalor A.1 ~I; A.291,9 1,04 381 541 4,60 3,86x10 .. 2,10x10 .. 
AIM autovalor A.1 ~o,8;A.,~o,~ 1,04 380 529 6,79 3,46x10 .. 1,39xt0"' 
AIM autovalor+variação 

A. 1 ~1; A.2~0,8; M.9l,OI 1,00 359 509 12,96 3,12x104 1,37x10"' 
AIM autovalor+ variação 

A.,~1; A.,~o,8; t.s.~o,o 1,01 360 515 10,22 4,10x104 2,30x10 .. 
AIM autovalor+variação 

A.,~1; A.,~o,8; t.s.~o,o 1,06 372 550 6,35 3,76x10"' 2,34x10"' 

AIM variação t.S,. ~o,01 1,20 359 514 64,45 3,11x10_. 1,18x10"' 
AIM variação t.s.~o,02 1,18 359 517 56,59 4,21x10"' 1,98x!O_. 
AIM variação t.s.~0,05 1,35 374 630 31,08 4,17x10'3 1,78x10'3 

TI 1,26 358 504 100 2,62x!O"' 1,76x!O'' 
IMPES t.t,.,.~ 2 dias 11,00 7564 7564 o 1,22x10'2 1,23x10'2 

(a)-11.2VPI (lo)-8,3 VPI 

• -TI 

D -IMHS 

(lo)- 0,4 VPI (c) - D,6 VPI 

Fig. 4- Campos de implicitude para quatro valores de VPI­
Â.!=l,O, Ã.2=0,8 e L\.Sw= 0,01 

A Fig. 4 apresenta as frentes de implicitude para quatro va-
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!ores de VPI. Esta figura foi obtida para Ã.1=1,0, }.2=0,8 e L\.Sw= 
0,01. Verifica-se que para valores elevados de VPI somente um 
pequeno número de volumes foram mantidos implícitos. Observe 
que ocorreu uma queda substancial no número de células implí­
citas de 0,2 para 0,6 VPI. Este fato ocorreu devido a 0,6 VPI a 
frente de água já ter atingido os poços produtores. Após a chega­
da da frente no poço produtor o número de células implícitas vai 
dintinuindo proporcionalmente à queda da saturação no poço. 
Para este caso a chegada da frente ocorre aproximadamente a 0,3 
VPI, ver Fig. 5. 

1,00 

~ ....... -· 
0,80 

J 0,60 11~ -8 

8 0,40 ~ IMPES 

----.é..-~ AIM I --*-· TI 

0,20 

1 
0,00 ·•·M.,...L.,----.------,r----.----~ 

0,00 0,40 0,80 1,20 1,60 2,00 
VPI 

Fig. 5- Comparação de metodologia corte de água 

A Fig. 5 mostra as curvas de corte de água para as metodolo­
gias AIM, TI e IMPES para o poço paralelo. O corte de água é 
definido como a razão do volume de água produzido e o volume 
total de líquido produzido (óleo+ água). Observa-se uma boa 
concordância dos resultados. 

Tab. 3 -Malha hexagonal-híbrida com 445 volumes- M=50 -
1,82 VPI- menor tem lO de CPU = 234,04 seg 

Método Critério TCPU NIT NIN PI EBCPlo/;;) 
(%) óleo água 

AIM autovalor A.,~J; A.,~0,8 1,30 362 592 7,74 6,75x104 2,09x10'3 

AIM autovalor Ã.1 ~0,8; Ã.29l,6 1,40 361 617 11,21 6,96x!O"' 1,85x!0'3 

AIM autovalor + variação 
A.,~1; A.,91,8; t.S,.~0,01 1,00 346 442 13,64 7,21x10"' 1,81x10'3 

AIM autovalor +variação 
7,65x104 

A.,~1; A.,~o,8; t.s.9l,02 1,24 348 563 13,40 1,74x10'3 

AIM autovalor +variação 
6,96x10"' A.,~o,8; A.,~o,6;t.s,.~o,oi 1,00 346 441 15,58 1,81x10'3 

AIM variação t.S.9l,OI 1,18 344 445 67,06 7,64x!O"' !,93x10'3 

AIM variação t.s.~o,o2 1,64 347 639 59,92 7,51x!O"' 1,98x10'3 

TI 1,28 343 436 100 5,25xl0_. 2,2lx104 

IMPES L'.t,.,. ~I dia 26,5 15088 15088 o 6,19x10'3 6,22xl0'3 

Na Tab. 3 observa-se que o critério de estabilidade não con­
seguiu captar adequadamente o surgimento de instabilidades, 
tornando os resultados do AIM inferiores aos da metodologia TI. 
Nota-se que este escoamento é mais instável que aquele analisa­
do na Tab. 2, devido a maior razão de viscosidade. Observe-se 
que as percentagens de implicitude foram superiores à aquelas 
da Tab. 2 e, mesmo assim, não foram obtidos bons resultados 
somente com o critério de instabilidade. Verifica-se que o crité­
rio não foi capaz de detectar adequadamente o surgimento das 
instabilidades a fim de assegurar robustez na solução de Newton 
e desta forma, um número excessivo de iterações de Newton 
foram realizadas. Observe-se também, que mesmo trabalhando­
se com os critérios de instabilidade e variação na saturação, não 
foi detectado o surgimento de instabilidades para L\.Sw = 0,02 
durante algum período da simulação, o que resultou num número 
excessivo de iterações de Newton quando comparado com o 
mesmo caso com L\Sw = 0,01. 
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A Fig. 6 apresenta uma malha hexagonal com 410 volumes. 
Os dados do reservatório estão listados nas Tabs. 4 e 5. As 
curvas de viscosidade são dadas pela Eq. (23). A Tab. 6 apre­
senta os resultados obtidos para esta configuração. Para este 
caso nota-se que foi requerida uma pequena quantidade de im­
plicitude, mesmos para os casos onde somente o critério de 
variação na saturação foi utilizado. Com exceção do método 
IMPES, o número de intervalos de tempo para todas as simula­
ções coincidiram. Neste caso, o método que forneceu melhores 
resultados em termos de tempo de CPU foi o AlM com o critério 
de troca baseado na variação de saturação (~Sr0.02). 

~p 

P- Produ1o 

I- Injetor 

Fig. 6 - Malha hexagonal com 41 O volume 

Tab. 4- Dados físicos e geométricos do reservatório- caso 2 
Dados do reseJVatório Condição inicial I Propriecàdes tisicas 

k = 3,0 x 10'13 m2 

h = l~m 
A ~ 2,14048 x Hf m2 

<P · 0,30 

S,.. ~ 0,22 , B.~B.= I a 2,068427xl07 Pa 
P, ~ 2,068427xl07 P P, ~o 
Soc ~ 0,20 C0 = c,~ 7,2~X 10 .. Pa·• 

liinl= li!wll =2,76x IO''m'is 

r.= 0,122 m 

Tab. 5- Permeabilidades relativas 
·---

s. 0,220 0,300 0,400 0,500 0,600 0,800 0,900 1,00 

K.o 1,000 0,400 0, 12~ 0,0649 0,0048 0,0 0,0 0,0 

K,. 
-

o, o 0,070 0,150 _(>,240_ 0,330 _0.6~0- 0,830 1,00 
-

J.l.w = 10-3 [1+ 1,45xl0-12 (P -1,37xl0 7 
)] (Pa. s) 

(23) 
J.1.

0 
= 1,163xl0-2 

[ 1 + 1,45xl0-12 (P-1,37xl0 7 
)] (Pa. s) 

Tab. 6 - Malha hexagonal com 41 O volumes - I ,82 VPI menor 
de CPU = 171.29 -, 

Método Critério TCPU NIT NIN PI EBCp(%) 

(%) óleo água 

AIM autovalor 1.. 1 ~1 ; l..,~o,8 1,05 882 953 1,26 3,45xl0 6,8Ixl0 .. 

AIM autovalor 1..1=0,8; 1..2=0,6 1,06 882 957 1,87 3,22x10-4 6,48xto-< 

AIM autovalor + variação 
1.., =1; l..,=o,8~s.~o,ot 1,03 882 936 1,46 3,24xl0 .. 6,~0xiO"' 

AIM autovalor + variação 
1.., =1; 1..,=o, 8;11s.~o,o2 1,05 882 953 1,26 3,4~xiO"' 6,8Ixl0 .. 

AIM autovalor + variação 
1..,=0,8; 1..,=0,6~5_=0,01 1,04 882 940 2,06 3,0lxl0 .. 6,18xiO"' 

AIM variação M.~o.ot 1,14 882 941 13,23 4,02x10_. 5,27x10_. 

AIM variação 11S.=0,02 1,00 882 949 3,26 3,67xlO"' 5,4lxlO"' 

TI - 1,38 882 9,34 100 3,60xlO"' 2,55x10-< 

IMPES 11r_ ~ 4dias 7,25 10676 10676 o 8,63xl0' 8,6lx!O~ 

CONCLUSÕES 

Para todos os testes realizados a metodologia IMPES 
requereu maior tempo de CPU. Por exemplo, para a malha 
hexagonal-híbrida empregada o IMPES requereu li vezes mais 
tempo de CPU que o AlM com o critéro de estabilidade aliado a 
variação de saturação para M=IO. Para M=50 está relação 
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aumentou para 26,2. Observe-se que a única diferença nestes 
dois casos foi a razão de viscosidade e por conseguinte a curva 
de fluxo fracionário. Nos test'!s realizados, conseguiu-se uma 
razoável redução de tempo de execução aliando-se ao critério de 
estabilidade o critério de variação na saturação. No trabalho de 
Fung et ai. (1989) não foi necessário a utilização do critério 
estabilidade juntamente com o critério de variação na saturação. 
O critério de estabilidade mostrou-se robusto para detectar as 
regiões onde a maior implicitude era necessária. Uma possível 
causa para a não ocorrência deste fato no presente trabalho, foi 
ter-se trabalhado apenas com escoamento bifásico (óleo-água), 
no qual as instabilidades fisicas são bem menores. 
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ABSTRACT 

This work presents one companson among three 
methodologies of linearization for petroleum• reservoir 
simulation: IMPES -Implicit Pressure Explicit Saturation, TI -
Totally lmplicit and AlM- Adaptive Implicit Method. Attention 
is given to the criteria employed for switching from IMPES to TI 
and vice-versa. The two phase (oil and water) black-oil model is 
employed. The equations are discretized using the fmite-volume 
method with a Voronoi's non-structured mesh for discretization 
of physical domain. 
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RESUMO 

O escoamento no espaço entre dois tubos cilíndricos. um externo ao outro, cujos centros não coincidem 
(anulares excêntrico~) é importante em alguns processos industriais. Devido à grande complexidade da 
geometria deste escoamento, ele tem sido descrito. nos processos industriais em que ocorre. mediante o uso 
de algumas aproximações. Este trabalho flr;; uma estimativa dos erros introduzidos pelas aproximações mais 
usuais, estabelecendo os limites de sua aplicabilidade. 

lNTRODUCi\0 

A perfuração direcional e horizontal tem sido utilizada 
com freqüência crescente na indústri a do petróleo. Sempre que ela 
ocorre, a coluna de perfuração. nos trechos inclinados e horizontai s 
daqueles poços, apoia-se na parte infe rior do poço. deixando um 
espaço livre para o escoamento do tluido de perfuração na form a de 
um anular excêntrico (figura 1 ). Determinar o perfil de velocidades 
e outros parâmetros a ele relacionados num escoamento no interior 
de um duto que tem a forma mostrada na figura 1 exige uma 
matemática muito complexa, sobretudo quando o fluido qu..: escoa 
nele é não-newtoniano, como os que são usados nas perfurações. 
Contudo, para que se possa estudar a remoção dos cascalhos que lá 
se depositam durante o processo de perfuração. é preciso conhecer 
este perfil de velocidade. 

A não linearidade das equações que governam o 
problema não-newtoniano (Slattery, 198 1) e, conseqüentemente a 
necessidade do emprego de so luções numéricas. fez com que a 
maioria dos pesquisadores que estudaram o assunto incialmcnte 
procurasse caminhos mais simples c menos preci sos. Uma série de 
autores (Vaughn, 1965 , lyoho e Azar, 1981, Uner et ai.. 1989) usa. 
para estimar o perfil de velocidade, o modelo da fenda de altura 
variável. Segundo este modelo. cada seção do anular tem um perfil 
de velocidade equivalente ao de um escoamento no interior de uma 
fenda entre duas placas planas, paralelas c infinitas cuja distânci a 
entre as placas é igual à distância entre os dois tubos naquela seção. 
Es ta aproximação conduz a uma modelagem matemática 
extremamente simples c. por isso mesmo, de grande aceitação. 
Contudo. ela apresenta algumas deficiências. Além da óbv ia 
diferença das geometrias das duas situações, este modelo despreza 
o fato de que num anular excêntrico existe um gradiente (c. 
portanto, uma transferência de quantidade de movimento) bi­
direcional de velocidades. Ele simp lesmente ignora a fricçno 
viscosa na direção tangencial. Este aspecto é discutido com detalhe 
por Haciislamoglu c Langlinais ( 1990. a). Lu o c Peden ( 1987) 
apresentam uma aproximação do anular excêntrico por uma série de 
anulares concêntricos, com raios externos variáveis. Essa 
modelagem apresenta a vantagem, cm relação à an ter ior, de não 
fornecer um perfil simétrico cm relação à posição central do espaço 
anular entre as supert1cies c ilíndricas. 

Significativo avanço cm termos de modelagem foi 
introduzido por Guckes ( 1974) e por Haciislamoglu e Langlinais 

14X3 

( 1990, b) que excluíram a aproximação da fenda através da 
reformulação, em coordenadas bipolares, das eq uações que 
governam o problema. Estes trabalhos sugerem soluções numéricas 
baseadas no método das diferenças finitas. Mais recentemente, 
esforços vem sendo dispcndidos cm modelar outros aspectos 
relevantes no problema do transporte de cascalhos cm anulares 
excêntricos inclinados, tais como a turbulência (Lomba. 1994). a 
rotação da coluna interna (Villas Boas, 1989 e Chin , 1992) c a 
presença de uma camada de sólidos depositada na parte inferior do 
anular (Campos et ai., 1994 e Chin, 1992). 

O objctivo deste trabalho é quantificar o aro 
introduzido pelas aproximações do modelo da fenda de altura 
variável, a fim de verificar se elas podem ser usadas dentro de uma 
margem aceitável de erro. Para tal foram formul ados c solucionados 
os problemas do escoamento de fluidos Newtonianos c de Ostwald­
de Waele para a fenda de altura variável c para o anular excêntrico. 
O modelo da fenda de altura variável permite solução analítica para 
ambos os fluidos ~nquanto que o modelo do anu lar excêntrico 
permite solução analítica apenas para o fluido Newtoniano. 

~ o 

Figura 1 - Anular excêntrico 
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Figura 2- Fenda de altura variável 

O MODELO DA FENDA DE ALTURA V ARfÁ VEL 

A figura I mostra um anular excêntrico. Este anular é 
formado por um tubo interno cujo raio externo é R, e um tubo 
externo cujo raio interno é R". Os eixos dos dois tubos situam-se a 
uma distância E um do outro. O sistema é descrito por um sistema 
de coordenadas cilíndricas, cuja origem coincide com o centro do 
tubo interno. O contorno externo do sistema é dado pela função 
R/6), que descreve, no sistema de coordenanas cilíndricas centrada 
no eixo do tubo interno, a posição do tubo externo, ou seja, a 
função de um círculo cujo centro não coincide com o centro do 
distema de coordenadas. A figura 2 ilustra a hipotética fenda de 
altura variável que, pelo modelo utilizado pelos pesquisadores 
representa a mesma situação. A equação que representa a altura da 
fenda variável é a mesma que representa o raio do tubo externo num 
sistema de coordenadas cilíndricas centrado no tubo interno, que é: 

r,(B)=E cos(B) , jE' cos'(B) • r,' - E2 (I) 

onde os parâmetros aparecem na forma adimensional, 
dada por: 

rJB) = R,(B)IR,, r"=R/ R,; E=EIR, 

Os fluidos usados na perfuração quase. sempre se 
comportam de modo muito semelhante a um fluido de Ostwald, ou 
seja, apresentam um reograma do tipo: 

• ·Ky" (2) 

Um fluido deste tipo escoando na hipotética fenda de 
altura variável, desprezando-se a transferência de quantidade de 
movimento devido ao atrito viscoso na direção 6, tal como é 
tradicionalmente considerado neste modelo, gera um perfil de 
velocidades dado por:, 

•·' •·' 

v(r,B)= n~ •; 

1 

xl ( r,(6) - I) 
n • 1 2 

-I r - r,(a~ , I I (3) 
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onde r,.(B) é dado pela equação (I) e, r é o raio 
adimensional dado por: r=RIR,., ~ é o fator de forma do anular 
(~=R,/ R,.= 1/rJ e v é a velocidade adimensional. dada por: 

v(r,8)= V(r,8) 
I 

(
dPxR•lnR 
dz K • 

(4) 

A equação (3) parece um pouco complicada à primeira 
vi sta, mas se considerarmos que ela se propõe a ser a solução de 
uma equação diferencial parcial não linear. ela até que parece bem 
simples. No caso especial de se tratar de um fluido newtoniano 
(n=l) ela fica ainda mais simples: 

p2 [ ( r (8)·r] l v(r,8)=lx rc(8)r; + r c 
2 

' - r 2 (5) 

Em virtude da simplicidade destas equações, elas vêm 
sendo largamente utilizadas na modelagem deste tipo de 
escoamento. Vejamos agora como proceder a solução exata deste 
mesmo escoamento 

SOLUÇÃO EXAT A 

A solução ex ata do escoamento nesta geometria é dada 
;Jela equação de Navier-Stokes, simplificada pelo fato de a 
velocidade ter componentes cm apenas uma direção e não haver os 
termos inerciais. A equação diferencial fica, portanto: 

_ dP _ _!__i_[ (.)R a v] . _1 _i_[ (.)a v] 
dz - R aR 11 Y aR R 2 ae 11 Y ae (6) 

sendo J.l(y) a viscosidade efetiva do fluido à taxa de 
deformação y. Esta taxa de deformação, em se tratando de um 
escoamento bi-dimensional como o aqui tratado, é o gradiente de 
velocidade na direção em que este for máximo. o que varia de um 
ponto para outro. Pode ser demonstrado que o valor absoluto deste 
gradiente máximo, independentemente de sua direção é dado por: 

'Y= (7) ( av) 2

• (_J_av) 2 

ar r ae 

Vejamos o caso mais simples de um fluido newtoniano. 
Neste caso, a viscosidade efetiva é independente da taxa de 
deformação. Assim, a equação (6), em sua forma adimensional, 
reduz-se a: 

_ p2= a2
v 

ar 2 

I av 
r ar 

I a2v 

r 2 ae2 
(8) 



A solução da equação diferencial (8) é dada por: 

v(r,6)= ~2 
[ I - r 2 

+ C0 1n(r) + 

. t c, [ ,• . ,1,) cos(ke) I (9) 

A equação (9) satisfaz às seguintes condições de 
contorno do problema: 

I. 

2. 

A velocidade do fluido adjacente à parede do tubo 
interno é zero, ou seja: 
v(r;.e) =O 

O perfil de velocidades é simétrico em relação a e. ou 
seja:v(r, a)=v(r, -e). Disto decorre que: 
2. I av/ae)o=o=O 
2.2 av/ae)•=• =O 

A última condição de contorno é a relativa à parede 
externa. Ela estabelece que quando r=rc(e), sendo r,.( e) dado pela 
equação ( I), a velocidade deve também ser nula. Esta condição é 
satisfeita por aproximação ajustando-se as constantes C0, C1, Cl> ... 
até que o erro desta condição torne-se pequeno o bastante para 
poder ser desprezado. O ajuste destas constantes pode ser feito por 
exemplo, pelo método dos mínimos quadrados. 

Em se tratando de fluidos não-newtonianos, a solução 
exata só é possível de ser obtida por métodos numéricos. Num 
fluido de potência (modelo de Ostwald-de Waele), a viscosidade 
efetiva é função da taxa de deformação. Esta função é dada por: 

(10) 

sendo k o índice de consistência, n o índice de tluxo e 
y o módulo do gradiente de velocidade na direção em que ele for 
máximo (dado pela equação (7) ). 

Usando-se este conceito de viscosidade efetiva na 
equação (6), obtemos a seguinte equação diferencial para a 
distribuição adimensional de velocidades num anular excêntrico: 

1 av 
r ar 
1 ay av 1 ay av 

(n-1)---+ (n-1)---
y ar ar r 2y ae ae 

(11) 

As condições de contorno desta equação diferencial são 
as mesmas da que descreve o fluido newtoniano. 

Há um detalhe a respeito destas equações para o qual 
deve-se prestar especial atenção. Na adimensionalização feita, usou­
se o raio interno como comprimento característico na 
adimensionalização do raio, mas usou-se o raio externo para 
adimensionalizar vazões e velocidades. A adimensionalização do 
raio usando o raio interno é decorrência da utilização do sistema de 
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coordenadas centrado no tubo interno. Mas a adimensionalização 
de vazões e velocidades é tradicionalmente feita pela maioria dos 
autores usando-se o raio externo como comprimento característico. 
A fim de se obterem resultados fáceis de serem comparados com os 
obtidos por outros autores, a adimensionalização das vazões e 
velocidades foi feita da maneira tradicional. Isto obriga a inclusão 
de um fator de correção na equação diferencial, que é o numerador 
do último termo da equação (II). 

COMPARACÃO DOS MODELOS 

A figura 3 mostra as vazões decorrentes de cada um dos 
modelos de perfil de velocidades, para 3 razões de diâmetro 
(~=D)D;) com excentricidades variando de O a I 00%. Para melhor 
comparação das·tendências das curvas, o gráfico mostra a vazão 
dividida pela vazão de um anular concêntrico com a mesma razão 
de diâmetros, cuja solução analítica é amplamente conhecida. 
Vemos que para ~=0,6, as curvas aproximada e exata são muito 
próximas, estando a curva aproximada ligeiramente acima para 
valores altos de excentricidade e ligeiramente abaixo para anular 
concêntrico. Diminuindo-se a relação de diâmetros para 0,4 e 0,2, 
vemos que a curva da solução exata gera valores menores para a 
mesma excentricidade, no caso de anulares excêntricos. A curva da 
solução aproximada, ao contrário, movimenta- se para valores mai s 
altos, no caso de altas excentricidades e para valores mais baixos em 
anulares próximos de concêntricos. 

'·' 

'·' 
... · --+-P -c!,l, •~:ato 

(> p -tl,l, aproximado 

~ .........-JS ooll,4,•uto • ~ ... 
·' P .0,4, aproai!Wiado 

~ · ---P 1110 ,1, ... to 

'·' 
(> jJ 000,1, aproxa.nado 

'·' 

0,1 

20 .. .. .. 100 

EJr.cenh1cldlide ('llo) 

Figura 3 - Razão entre a vazão de um anular excêntrico e de um 
anular centrado com a mesma razão de diâmetros (n= 1.0). 

É interessante observar que, para excentricidades 
menores que 50%, a solução aproximada gera valores muito 
próximos da solução exata, mesmo para a razão de diâmetros de 
0,2. 

As figuras 4 e 5 mostram gráficos do mesmo tipo, mas 
para fluidos de potência com índices de comportamento de 0,8 e 
0,6, respectivamente. 

As figuras 3, 4 e 5 mostram claramente a tendência de 
aumento do desvio entre as soluções exata e aproximada à medida 
que aumenta o desvio do comportamento newtoniano do fluido. 

O caso do anular com I 00% de excentricidade é o mais 
freqüente no que diz respeito à limpeza de poços inclinados ou 
horizontais. Este caso será, portanto, estudado em maior detalhe. A 
tabela I, mostrada a seguir, mostra o erro decorrente da avaliação 

i ! 
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Figura 4 - Razão entre a vazão de um anular excêntrico e de um 
anu lar centrado com a mesma razão de diâmetros (n=0.8). 
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Figura 5 - Razão entre a vazão de um anular excêntrico e de um 
anular centrado com a mesma razão de diâmetros (n=0.6). 

da vazão adimensional de anulares com I 00% de excentricidade, 
para várias razões de diâmetro e vários índices de tluxo (n ' s). 
Podemos ver, na tabela, a grande dependência que o erro tem do 
índice de comportamento. Para p=0,6, um anular relativamente 
estreito, o modelo aproximado comete um erro de apenas 6,3% no 
caso de um tluido newtoniano, o que é um erro bastante aceitável. 
Já um para fluido de potência com n=0,4, o erro do modelo 
aproximado salta para 53%. 

Tabela 1: Erro CQmetido no cálculo da vazão pelo uso do 
perfil de velbcidades do método (ja fenda de altura 

variável para anulares I 00% excêntricos(%). 

n\R _0_2. 0..4. 0.6 

0,4 329,7 134,3 53,0 

0,6 103,5 44,6 22,3 

0,8 67,7 31,1 14,1 1 

1,0 41,1 17,5 6,3 I 

' '----- - · - '---- L__ - -

Cabe, por tim, um comentário a respeito do pcrtil de 
velocidade propriamente dito. No cálculo JIJs parâmetros de 
otimização da limpeza de poços inclinados, a perda de carga não se 
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constitui um elemento de importância. A citação deste elemento 
aqui serve como uma estimativa de o quão bem o modelo 
aproximado pode descrever o caso real. Mas para a modelagem do 
transporte de partículas, é necessário conhecer realmente o perfil de 
ve locidades, de taxa de deformação e de viscosidade efetiva, no 
caso dos fluidos de viscosidade variável. A tigura 6 nos mostra os 
perlis de velocidade, de taxa de deformação e de viscosidade efetiva 
previstos pelos modelos aproximado e numérico, ao longo de um 
raio a 90° da direção onde há o maior afastamento entre os dois 
tubos. Trata-se de um anular I 00% excêntrico com razão de 
diâmetros de 0.6 e um fluido de potência com índice de 
comportamento de 0,4. É interessante notar que, pelo modelo 
aproximado, a taxa de deformação é dada tão somente pelo 
gradiente de velocidade na direção do raio, enquanto que pelo 
modelo numérico, a taxa de deformação é bi-direcional, havendo 
uma componente não mostrada de direção perpendicular ao plano 
da tigura. Por este motivo, no modelo numérico a taxa de 
deformação não chega a atingir zero cm nenhum ponto, embora a 
curva de velocidades passe por um máximo. Podemos ver que o 
erro nas velocidades, nas taxas de deformação e, sobretudo nas 
vi scosidades cfetivas supera bastante os 53% de erro na perda de 
carga, mostrados na tabela I . 
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Figura 6 - Perfis de velocidade, taxa de deformação e viscosidade 
cfetiva previstos pelos modelos da fenda de altura variável e 
numérico exato, ao longo do raio a 90° da direção onde há o maior 
afastamento entre os tubos, num anular I 00% excêntrico com razão 
de diâmetros de 0,6 e um tluido de potência com n=0,4. 

CONCLUSÕES 

I. 

2. 

Para pequenas excentricidades (até cerca de 40%). o 
modelo da fenda de altura variável permite o cálcu lo 
da vazão mesmo em anulares largos (razão de 
diâmetros de 0,2) e fluidos fortemente pseudo-plásticos 
com erros da ordem de I 0%. 

Em anulares fortemente excêntricos o erro introduzido 
pela aproximação da fenda de altura variável é 
extremamente dependente da razão de diâmetros e do 
comportamento reológico do fluido. Para fluidos 
newtonianos, o modelo pode ser usado em 
excentricidades de I 00% com razão de diâmetros até 
0,5, dentro de uma margem de erro de I 0%. Por outro 
lado, fluidos pseudoplásticos em anulares fortemente 
excêntricos apresentam grande desvio do modelo 
aproximado, mesmo cm razões de diámetro de 0.6. 



O <.:ITO nu drkulo da vazão guarda pouca ro.:laç<lo com 
o erro no perfi I de vclocidadcs c. sobretudo. com o 
perfil de t<Lxas de dcfórmação c dc viscosidade cfctiva. 
Estes dois últimos chegariam mai s próximo dos reais 
caso fosse considerado cm seu cúlculo o gradicntc 
tangencial de velocidade. 
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SUMMARY 

The tlow within the space bctween two pipes. onc 
insidc thc othcr whose centcrs do not coincide is important in a 
numbcr o!" industrial processes. Dueto thc gn:at complexity of the 
this tlow's gcometry. it has been described by means ofa numbcr 
of approximations. This work estimates the devations introduced 
by the most uscd approximations and cstabli shes thc limits for 
thcir applicJbility. 
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SUMMARY 
This paper presents the re.wlts of a study aimed to evaluate the recession hehaviour of solid rocket 

motor graphite nozzles during opemtion. Tlze experimental results are shown and its hehaviour is 
explaincd and comparcd with those rcsulting from thcorctical developments available in thc literature. The 
e{fects of main paramcters that il!fluence nozzle recessimz are also discussed. The work refers to ATJ 
graphite nozzlcs wlzen used in comzection with a double base propellant. lt is intended also to ilzvestigate 
i{ ilz this case, not usual/v studied in litcraturc, reccssion hehaviour is dominated by kinetic o r diffusimz 
processes . 

INTRODUCTION 

Nozzle geometry is very important in the design of 
a rocket motor. lts uncontrolled variation is detrimental to 
motor performance and introduces uncertainty about thrust 
output behaviour during motor operation. Nozzle erosion is 
responsible for changes in nozzle shape and surface 
roughness conditions. This is a serious problem that, 
infortunately, seldom can be completely avoided, and 
deserves more and more concerns as solid propellants 
technology progresses, leading to more aggressive operation 
conditions. The purpose of studies like this one is to improve 
knowledge about lhe phcnomena involved, aiming at to 
approximatcly prcdict lhe evolution of main nozzle 
dimensions along burning time. 

Common nozzlc materiais can he metallic or 
carhonaceous. The formcr are constituted by metais or alloys 
and usually possess good mechanical propcrtics but their 
temperature resistance is limited by its melling point value. 
Carbonaceous materiais include polycrystaline graphile 
(exlrudcd or molded), pyrolitic graphite and carbon-carbon 
materiais (carbon fibers in a carbon matrix). Their mechanical 
behaviour is not comparable to that of metalic materiais but 
they prescnt a remarkahle resistance to elevated temperatures 
(ablative materiais will not be dealt with in this work). 

Sorne factors are generally agreed to strongly 
contribute for nozzle erosion. They are cornbustion gases 
temperature and composition, operation pressure, nozzle 
surface roughness, bulk density of carbonaceous nozzle 
materiais anel total burning time. 

The tempcratuw of gas proelucts is closely 
associatcd to the comhustion chamber one and, like gas 
composilion, depends mainly on lhe nature of lhe propellanl 
used. Operation pressure is a project parameter linked to 
motor crticiency and hurning rate hehaviour. Nozzle surface 
roughness is a manufacture process and flnishing procedures 
characlerislic. Bulk densily of carbonaceous materiais 
elepends on lhe production process. Total hurning time is 
delermincd by range considerations. 

The cllorls in this work were directed to lhe 
experimental observation of ATJ molded graphile behaviour 
when used in a douhle base solid propellant evaluation motor. 
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EFFECT OF COMBUSTION PRODUCTS 
TEMPERATURE 

The flrst and prominent factor in metallic nozzle 
structural resistance to motor operation is combustion gases 
temperaturc. lt is ohvious that this lemperature rnust be kepl 
below nozzle material rnelting poinl. As far as opcralion 
temperature is concerned, structural materiais for nozzles are 
usually divieleel in four main classes: 

For Tg < 260"C: Aluminum alloys. fiherglass composiles. 
epoxy resins anel high resistance steels. . 

• For 260"C < Tg < I OOO"C: High temperature super-alloys: 
iron-based, iron-nickel, nickel-based, cobalt-based and 
iron-nickel-cobalt-chrorne. 

• For I OOO"C < Tg < 2500"C: Refractory metal alloys, 
tungsten and some carbides.polycrystaline graphite anel 
pyrolitic graphile. 

• For Tg > 2500"C: Polycrystaline graphite, pyrolytic 
graphite and carhon-carhon materiais. 

Rcfraclory metal alloys are preferahle over 
graphites until 2500"C owing to lheir better rnechanical 
properlies, but, beyond that value, only graphites and carbon­
carbon materiais are resistant enough to withstand the 
elevated ternperature, oflen al lhe price of a worse mechanical 
behaviour. 

Hcat transfer lo nozzle walls occurs mainly by 
conveclion and radiation. Radiation heat transferis important 
at nozzle entrance due lo the presence of particulates and 
raeliative molecules as H20 anel C02 in the gas flow. As 
pressure decreases and velocity increases in the convergent, 
convection hecornes more anel more imporlanl. ln lhroat 
section, where area is a rninimum, heal flux altains a 
maximum and convection largely predominates. ln this 
region, an inserl of a very hcal-resistant material is usually 
employed. 

Heat. comir~g from lhe gases and absorved hy the 
mclallic nozzle, must he elissipateel with a rate high enough lo 
nol allow lhe lemperature inside the material to rcach values 
capable to jeoparelize mechanical inlegrily, usually lhose 
closc to lhe melting poinl. The phenornenon is an ali time 
transienl one with constantly rising ternperatures and this sels 
a practical limit to burning time. 

Producls tcmperature has no significant eflecl over 
carhonaceous materiais global recession rate. 
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EFFECT OF COMBUSTION PRODUCTS 
COMPOSITION 

lt is rccognizcd that chemical attack is thc maio 
cause of the reccssion in carbooaccous nozzle materiais 
(Kiagcr (1977), Klager (1984), Keswani et aL (1983), 
Keswani aod Kuo ( 1983 ). Kuo and Kesw;mi ( 1985)) . 

The gaseous products llow through the nozzle 
est<Jblishes <1 turbulent bound<Jry layer over it s surf<Jce. As 
temperature rises at the su rf<Jce, the c<Jrbooaceous material 
reactivity iocreases. Active species like those meotiooed 
abovc diiTuse to the surface and react with carbon causiog 
erosion. Carbon .:oncentratioo is not altercd by thcse 
reactions, but oxidant species are dcpleted so c reating a 
concentratioo gradient which promotes further difTusion 
aod the continuatioo of the reactioos. 

The rate of nozzle recessioo depeods hoth on 
chemical kioetics rates aod on reactive species diffusion 
rates to the surface. The e llec t of both these phenomena 
ovcr global recessioo rate cao he represeoted by thc 
expressioo: 

r =(.:, +_I 

r eh J

- 1 

(I) 

where r is thc global rccession rate, rd is the recessioo 

rate produccd ooly by diiTusion rate of oxidizing species 

and r ch is the rccession rate produced if ooly chemical 

kioetics wcre iovolvccl. 
lt cao bc sccn that whco onc of the two sccond 

membcr recession rates is too large by comparison with the 
other, it is the leas t ooe that cootrols the global recess ion 
rate . Thi s does happen during propellant combustioo. ln 
thc bcginoing of motor opcratioo, oo7.zle surface 
tempcrature is low and so are chemical kinetics rates. 
Chcmical kinctics prcdominatcs thco, until surfacc 
tcrnpcr<Jturc reaches higher v<Jlucs increasing exponcnti<JIIy 
kinetic rates. From thi s moment ahcacl, difTusioo rates 
becorne the controlling pararncter. As ternperature rises 
vcry rapidly, in about I secood, the rnost part of motor 
opcration happcns undcr dillusion cootrolled regime, 
rclati vely ioscnsible to tcmperature. This is why 
tcmpcrature does not aiTect carbonaceous materiais bulk 
rccess ion rate 

Thc maio hctcrogeneous rcac tions able to occur 
in thc surfacc were fully discussecl io the excellent work 
from Klagcr (1977) and also informed by Klagcr (1984). 
They are: 

C + H20 -t CO + H2 (2) 

and C + C02 -t 2 CO (3) 

Thc eiTect of producls composition ovcr mclallic 
oozzlcs crosion clepcods on thc nature of particular nozzl c 
mate rial which can be mncle more or less rcs istant to 
oxiclizing species att ac k, according to propcllaot 
lürmulatipo . Usually, high -ene rgy propellants exhihits a 
vcry clcvatcd llame tcmpcrature and metallic oozzlcs are 
oot adcquatccl in this case. ln thc other hand, as graphitc is 

normally used only io high-tcmperalure propellnnls, data 
about its behaviour at low-tcmperature products llux are 
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not easi ly found in litcrature. Thi s work is a contrihution to 
the lilling of this gap. 

EFFECT OF OTHER PARAMETERS 

11 has hccn sccn that dillusion processes cot llrol 
rcccssion rate during thc wholc hurning time . cxccpt for a 
vcry short pcriod whcn nozzlc surface tcmpcrature did not 
yet attain thc clcvatcd valucs charac teri sti c of motor 
opcration. An incrcase in prcssu re in crcascs gas phasc 
clensity and in cloiog so. it increascs thc mass transfcr rate 
across the houndary layer , nbviously inc rcasi ng reaction s 
rates in thc surfacc and largcly cnhancing rcccssion rate. 

Thc nature of turbulcnt houndary laycs ovcr lhe 
surfacc is al so of importancc in thc process. Some fac tors 
have inlluence ovcr it: its lenght and thick ncss ovcr nozzlc 
surfacc aod turhulcncc kinctic cncrgy and dissipation ra te. 

Bouodary layer lcnght an el thi ckness are mostly 
dctcrmined by nozzle geometry. lt has bec n observcd 
cx perimcotall y that dilfc rent nozzle shapcs prcscnt 
diiTercnt rccess ion rates. Nonlc gcomctry ;md its li tting 
wilh lhe rest o f motor are rcs ponsihlc for thc cs tablishment 
of boundary layc r attachmcnt point and , in consequcncc. 
for its thickness in throat scc tion . Unfortunately. thi s lcad s 
to lhe co nclu sion arrivcd to hy Keswani and Kuo ( 19R.'l ): 
graphitc rcccssio n hchaviour changcs lrom a tnotor 
gcomctry to another and it scems not to hc possihl e to 
arrivc to a gcncralizcd rccession rate cmpirical cx prcss ion . 

Turhulencc kincti c cncrgy and dissipation rate are 
detcrmined hy Reynolds numhcr and by surface roughness. 
So. surface roughncss has an ellcct ove r rccession rate duc 
to its intlucocc over turbulcncc. 

lt scems c lear th at thc great er thc graph it e hulk 
dcnsit y. thc more resistant it is to crosion. lndced this is 
observed in ex pcriments. 

" ..... 

~ 

. 
;; 
a: 

~ 
" . 
~ 
a: 

/ 

o~ 
o lO 

Time ,t,1 

15 20 

Fig. !: Rccess ioo rate evolution along time. for severa! 
propellants an el two kinctic sct of pararnctcrs.(Thi s work 
resull s fali insidc thc shadcd arca) 

ln short, as shown in li gu rc I. from Kcswani ct ai 
( 1983), the time history of nozzl e crosion is as lüllows: in 
thc hcginning of mo tor opcration rcccssion rate ri scs 
ah ruptly with thc initial in crcasc in tcrnpc raturc. duc to thc 
inllucncc of chemi ca l kinctics. Soon . dillusion rates tak c 
lhe lead and rccession rate assumes a co nstant valuc during 
the rcst of hurning time . Obviously. tot al rcccssion is thc 



result of lhe integration of recession rate along time. Total 
hurning time is cleterminecl hy project expectecl final size. 
ln mewllic nozzles, as cliscussecl ahove, heat transfer 
consiclcrations determine the allowable total hurning time 

TI-IEORETICAL MODEL 

;\ vcry comprchensive theorctical moclel for 
rcccssinn rates is cluc to Kuo anel Kcswani ( 1985). lt was 
clcvclopcd for carhon-carhon materiais anel consists in a set 

of sevcn partia! cliffcrential cquations, onc ordinary one anel 
two algehraic ones. lt dcscrihcs the conservation cquations 
of mass, momentum, species, enthalpy, turhulence kinetic 
energy, turbulcnt dissipation rate and cquation of state for 
the turhulcnt houndary layer region anel mass anel energy 
conservation equations for the inviscid core flow region. 
Closurc of turbulcnt llow problcm is obtained b~ the use 

of a second-ordcr k-E turhulence model. 
Transient hcat concluction in conclenscd phase is 

calculatcd hy thc use of thc classical equation anel 
houndary and initial conditions are specified at the solid­
gas interface ;mel in thc frcc strcam. 

Thc prohlcm is solvcd hy numcrical tcchniques, · 
with special emphasis in the moclification of clamping 

coel;icicnt in such a way that a k-E turhulcncc modcl could 

he used in the near wall rcgion, where Reynolds numhers 
are low (C:hambcrs anel Wilcox ( 1977), Ceheci anel Chang 
(1978), Arora anel Kuo (1982)). 

The results of thc modcl, for two diflcrcnt scts of 

kinctic paramcters for the reaction hetwccn 1-120 anel co2 
with carbon havc hecn shown in figure I. 

EXPERIMENTAL SET 

Thc experimental se! is composed of a tcst motor 
(figure 2) anel a solid propcllant grain (figure 3). The 
propellan! composition is shown in Tahlc I. 

COMPONENT MASS PER CENT 

Nitroccllulosc 60.97 

Nitroglyccrin 25.74 

Triacctin 6.93 

Di- mcthy lphtalate 2.68 

Additivcs 3.68 

Tahle I: Propellant mass composition 

The nozzlcs hacl thcir throat surface arca varied, 
to changc prcssurc leveis in comhustion chamber. P'igure 4 
shows a typical nozzle configuration 

Thc nozzle set was fixcd in a Zciss profile 
projector, which is ahle to amplify the projected profiles up 
to ten times. Nozzle throat profile projection was recordecl 
hcforc anel after tcsts hy using thc samc amplifying levei, 
and initial (heforc tcst) and final arcas (aftcr test) wcre 

mcasured hy using an Arquimedes planimeter, with an 
accuracy of ± 2% .. Arca mcasurernent is a criticai part of 
lhe proccss (Iuc to human factors, hut prccision of thc 

rcsults can bc improvcd with thc hclp of a skillcd opcrator. 
(Note that lhe sarne accuracy anel precision leveis apply to 
initial anel final mcasurcmcnts). Thc adoptecl valuc is 

usually lhe mean of rive measurerncnts .. Again, maximum 
dcviation of cach mcasuremcnt frorn rnean is less than 2%. 

Duc to thc small numhcr of measurcmcnts it is not 
advisablc to use standard deviation. Test duration is 
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measured in a Visicorcler type recorder during static tcst. 
This recorcler can he calibralecl to rneasure clown to I 00 
ms.The least test time measured was 7.25s which means 
that uncertainty in time measurement is less than I ,38%. 
So, it can he considered that thc experimental results havc 
an uncertainty of less than 2%. 

As erosion is not regular, a mean cliameter was 
dctcrmincd after each test baseei on final throat area and 
average recession rate was calculated hy clividing half the 
difference between rinal anel initial diameters hy the 

measured hurning time. No effort was macle to measure 
instantaneous rcccssion rates 

... 
,; 

Fig. 2: The test motor 

Fig. 3: The solid propellant grain 
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RESULTS ANO DISCUSSION 

Even with the use of a relativcly low flame 
temperature doublc base propellant (2074 K in thc throat 
section), the results obtained still showed a marked 
influence of ditTusion in the sense that pressure 
demonstrated a very strong intluence over recession rates, 
not justifiable by kinetic considerations only. The observed 
dependence of recession rate on pressure obeys a 
exponential law with exponent approximatively twice lhe 
one theoretically deduced by Kuo and Keswani (1983): 

Kuo and Keswani: 

This study: 

r a PeiLR7A 

1.54 r a Pe 

where pc is combustion chambcr pressure. 

(4) 

(5) 

This can be cxplaincd taking in account material 
porosity and bulk density. ln this study, graphite has a low 
bulk density, around 1.9 g/cm3, and its porosity probably 
ollers much more active sitcs for rcaction to occur than 
Keswani's one. As discussed above, an increase in pressure 
favours dil'fusion processes which bring a greater amount 
of rcactant species lo contact with carbon. The values 
measured are well insidc the range of thc ones found by 
Keswani el al.(l983) as can hc seen in figure I, where lhe 
results of this work fali into the shaded arca. 

Recession rate was found to be negligible until a 
pressure of 40 atm. Beyond that value, it can be expressed 
by 

55 I 0-4 y p 1.54 r = I , . 111o " (6) 

where Y 1120 is the molar fraction of water vapour in the 
throat section. 

This form was adopted to make comparisons with 
the correlation proposed by Geisler ( 1981 ), who, as quoted 
by Keswani et ai. ( 1983), suggested lhe expression: 

f = 0.58 y 1120 (p
0 

/1 ()()0) II.X (7) 

wherc p, is in psi. 
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Strangely enough, lhe valucs calculated using it 
do not fali inlo lhe range of figure I. 

Table 2 shows propcllant decomposition products 
molar concentrations at throal section as calculated by 
Gordon and McBride ( 1971) program. 

COMPONENTS MOLE FRACTIONS 
H2 0.1537 

H20 0.1993 

c o 0.4212 

co2 0.1141 

N2 0.1094 

Others 0.0023 

Table 2: Products equilibrium composition atthroat 
section 

Figure 5 plots experimental values measured in 
this study and lhe ones rcpresented by cquation (6). Each 
experimental poinl reprcsents lhe average of tive 
measurements. 
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Fig. 5: Comparison between experimental data and eq. (6) 

CONCLUSIONS 

The results of a sct of experimental measurements 
of nozzle materiais recession rates. when submitted to lhe 
efllux of solid propellant combustion processes, have been 
presented. Troughout the work, ellorts were made to 
introducc lhe principies and theoretical background behind 
lhe phenomena involved. 

These results are well inside lhe expected range, 
hut diiTer from some previous theoretical ones in pressure 
depcndence. ln thc case of prescnt study, pressure cxponenl 
was found tn be grcatcr than thc previously predicted. This 
has been attributed to graphite quality and to absence of 
metal powder, usually aluminum, in propcllant forryulation . 
The material here .1nalysed is supposed to he less dense and 
more porous than lhe one studicd ahroad and its pores 
remained totally exposed to ditTusion gases due to lhe 
ahsence of aluminum fuel , which orten deposits on lhe 
surface in the form of alumina so somewhat protecting it. 

A common double base propellant was used and 
this allowed lhe ohservation of lhe phenomena in a 



lernperature range usually not found in general literature 
about lhe subject. Nevertheless, established theory 
explained very well the observed ·facts. 

An ernpirical expression for regression rates was 
deduced, and it traduces very well the results found under 
the conditions of lhe described experiments. 
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EXPERIMENTAL PROGRESSES lN THE RESEARCH OF SOLID FUEL 

RAMJI<:T PROPULSION 
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Thís paper presents a hríe( descnjJtion of the ejforts developed in Hrazíl í11 the jield of Solid Fuel 
Ramjel (SFR) researches mzd relates releva n/ results arríved to durinR lhe works. 

INTRüDl.LCIJDN 

Solid fuel ramjcts (SFR's) constitutc an important 
subjcct in thc currcnt stagc of propulsion research. These systems 
can incorporatc thc high pcrformance achievcd by conventional 
liquid fucl ramjets to lhe simplicity of solid fucl motors, leading 
to sign i licant ad vantages rclated to fabrication and operation 
costs . 

Shock 
wove 

1 I rhroQt : 

Diffusfr end Combu.tion end Nozzlf exit 

Air intake t diffus~--~Combustion i Nozzle 
t- · chomber 

Figure I: Schcmatie of a rarnjct 

A ramjet is <lll air-brcathing propulsion apparatus, 

showcd schcmatically in figure I . As it llics at a certain speed 
and alt ituclc, thc a ir capturcd from the atmosfcre is heatcd and 
compressed as it passes through the shock wave established in 
lhe air intakc edge section. /\ir pressure is additionally increased 
as it traverses lhe diffuser section of the engine and, in the 
combustion section. this hot. high-pressure air stream is put in 
contact with some lu e L that can bc liquid, as in figure I, or solid, 
as in thc case in study. The resulting gases are then expanded in a 
nozzlc. to producc thrust. 

The extreme simplicity and easy of operation of ramjets 
is fundamentally baseei in the fact that it needs no movable paris 
to perlúnn propcrly . On the other hand, it has not a starting 
capahility : it has to be lcd to an initial speed, when the incoming 
air r-enches lhe expcctcd valucs of prcssurc and tcmpcraturc 
down stream thc shock wavc. 

There are some particular prohlems usually associated 
with lhi s propulsion dcvicc. 1\mong thcm wc considcr the 
followings as bcing the most important oncs: 
• A convenicnt instnlation tÍ1 simulate real llight conditions, 
• lhe sc lection of a fucl material, 

• llame holding requiremcnts , 
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• dcte rrnination of fuel regression rate as a function of llight 
spced and altitude and 

• dcfinition of mixing sections able to takc maximum profit of 
diffusion controlled combustion processes. 

The interest for ramjet propulsion in Brazil arised from 
an Army project aiming at to use it as a way to improve small 
artillery grenades range. This initial goal deterrnincd lhe 
dimens ions of lhe experimental instalation . ln this connection. a 

lirst graduate work was developed. arising in the devc;lopment of 

an experimental test sc t for the simulation of ' real llight 
conditions. Thcn other similar studies were undertaken focusing 
the fuel and lhe burning processes ins idc the engine. 

TIIE EXPERIMENTAL SET 

Figure 2: Schematic of the test stand 

Figure 2 shows the schematic of the test stand. This 
arrangement was initially set up by Migueis ( 1986) (also Migueis 
et ai. ( 1986 )). lts modular structure allowed invcstigation of 
diiTerent chamhcr conditions by simply changing the nozzles. 

Co ld air, coming from commcrcial cylinders, arrives to 
the cxpansion chambcr which is aimed at to decrease the cold air 
vclocity and provide conditions to attach lhe stream lincs to the 
internal wall, making lhe llow virtually axial. 

Thc heater simulates the stagnation conditions observed 

during normal llight regime. This component heats up thc air 
mass llow rate at variable pressures by making it to pass through 
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an oxygen-hydrogen llame. The ignition of the gaseous mixture 
of air. oxygen and hidrogen is produced by a spark plug . The 
amount of oxygen introduccd is calculated in such a way that lhe 
outcoming air stream havc the same oxygen concentration as in 
normal atmosphere. Nonetheless. some water vapor and CO, .. 
coming from comhustion, is present in it. This is the reason why 
thi s apparatus is called "sue heater". ln thi s arrangement, ali gas 
stremns come from commercial cylinders containing initially 7,5 
m1 at 150 atm for hydrogen and I O m1 at 200 atm for oxygen. 
nitrogen and compressed air. Two cy linders of air are used in 
parai lei. 

+ 
lnlet ,,, 

lAttmi(mo 

\. IJopOrtl!rl chomber 

llli!l 

- - Nou!l J 
Figun; 3: Combustion processes in a solid fuel ramjet 

Figure 3 shows the processes taking placc in the 
experimental ramjet, as described by Gobbo Ferreira ct ai. 
(1996). The air is dumped in ramjet combustion cham ber through 
a perforated platc and establ ishes a recirculation zone whose 
len ght is proportional to the height of the entrance step. This 
zone is characterized by high turbulence, elevated heat transfer 
rates and a very effective mixing between air and gaseous foel 
coming li·om polymcr pyro li sis which leads to a rclatively high 
rcaetion rate and to the fonnation of gaseous oxydant 
combustion products. Besidcs, lhe recirculation zone serves as a 
name holder, providing stability for the resultant flame. The zone 
ends in a reattachment region where a turbulent boundary layer 

. . 
starts to develop . Convcclivc, Q , and radiativc, Q ,. 1 , h cal con ,1{ 

tran sfcr from lhe llame assure the pursuit of polymer 
decomposition . Downslrcam this rcgion the high temperalure of 
thc gas llow allows for thc cstablishment of a turbul ent diiTusion 
llame between the spccies contained in the core gas and the oncs 
coming from the polymer pyrolisis. This ll ame spreads 
throughout the pol ymer bore and the total gases produced in the 
wholc grain plus the exccss air at the ex it of the bore are 
supposed to still contain oxydant and fuel specics, so they are 
introduced in an an chamber whose task is to improve th e 
turbulence of the stream, to allow the reactions to proceed. 
improving the combustion efficicncy of lhe apparatus. After thi s 
chamber the resultant gases are cxpanded in a nozzle to produce 
thrust. 

A dctailed schematic of the experimental ramjet is 
shown in tigure 4. lts combustion chamber can be divided in the 
three main rcgions described above: the recirculation rcgion, the 
chemically active turbulent boundary layer and the post mixing 
chamber. 

Thc whole sct . ramjct plus heatcr, expansion chambcr. 
ignition deviccs. etc. are hccing succcssivcly improvcd at each 
ncw n.:scan.: h projcct. Thi s happcncd, for instancc. to thc ignition 
systcm, allowing a quickcr rcsponsc of the apparatus to thc 
initi al signaL and lo the quenching system, allowing cold gascous 
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nitrogen to abruptly intcrrupt cornhustion, for the sake of 
prccision in burning time rn easurem ents. 

-solid fuel qrmn - post mixing 
chomber 

Figure 4: Schcmatic of thc experimental so lid fucl ramjct 

SELECTIQN OF FUEL MATERIAL 

Thc important characteristics for a material to bc 
choscn as a fucl in a ramjct are thc grav imctric or thc volumctric 
heat releasc, the combustion propcrtics (case of ignition, stability, 
etc), the ease of proccssing, the cost and the availability . 

Migueis ( 19ll ó) uscd polyester as fuel, sornetimcs 
enriched with up to 25% of ammonium pcrchloratc to increasc 
the encrgy of the sct and provide stahility of combustion. lle 
used also to paint cxtcrnally lhe grain with a concentrated 
solution of double-basc propcllant in accione. to makc ignitiim 
easier. 

Ycras (1991) and Sil va (1995) chuoscd polycthylene 
for fucl. The grain was uscd barc, that is. whithout ignition ai d 
and nevcr contained any additivc. lhe advantagc of polyethylcne 
ovcr polycster. as far as scicntifi c obscrva tion is conccrncd. is 
that it is tran slucid, so it allows vi sual monitoring of thc bulk 
combustion . 

BotiÍ of thcse materiais all owcd intcresting observations 
to be gathercd and scrved vcry wcll for research purposes. They 
werc chosen because thcy are inexpensive and easy to 
rnanipul ate. 13ut thcy are energctically poor and do not scem 
worthwhile for a real use. According to literature rcsults, a blend 
o r polybutadiene and polystyrene is a very good-performing fuel 
and is to be in vestigated in future works. 

FLAME HOLDING PIIENOMENA 

As mentioncd bclilrc. thc chambcr intrance stcp is 
rcsponsib lc for thc fnrmation of a rccirculation rcgion which. 
besides improving turbulcncc and increasing combustion reaction 
rates, pl ays the role of a ll ame holder. Experimental evidence, 
often cited in I iterature, was ais o observcd by M igueis ( 19ll6) and 
Yeras ( 1991) Thcy conlirmed that thcre is a criticai hcight for 
this step, below which lhe llame cannot bc hold aud bl ows away 
from the chambe · 

Thc detcrrnination of thi s criticai valuc is relatcd to two 
main geomctrica l rat ios. Thc lirst is the one bctwccn nozzlc 
throat and internal borc dinmetcrs. which is rcsponsiblc for thc 
scl of combustion chamber internal pressure ( it is the inverse o r 



thc squarc root ofthc wcll known ratiousually callcd "initial K", 
or "Kiemmung" in solid propellant rockct thcory). Thc second is 
thc ratio hctwccn intrancc stcp and lhe internal borc diamcter. 
Fi gure 5 shows lhe limits within which thc fl ame is stablc, for 
polyeth:l'lcne comhustion in lhe prescnt experimental set, as 
detcmtiiK'd hv Vcrns ( 1991 ). for two incoming air tempcraturcs, 
7lW K and 5RR K. 
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Figure 5: Envelope o f llamc stahility 

[!JEL REGRESS ION RAIE 

Thc Iúci rcgression rate is une of lhe most important 
paramctcrs needed for SFR dcsign. ll is agrced that it dcpends on 
thc comhustion chambcr prcssurc, lhe air mass llux lhrough the 
clwmbcr horc and thc chambcr temperalure. /\s a mattcr of facl, 
thi s rclationship comes from thc fact lhal hcat transfer to thc 
burning surface depends it self on thesc same parameters. ln the 
experimental set. the val.ues lúr pressure and temperature 
reproduce thc ones whcn th.: cnginc flics at a ccrtain spccd and 
altitude . 

/\s in almost cvcry hcterogcncous chemical reaction, 
hcat transfcr plays a fundamental role in rcgrcss ion rate. ln this 
case. lh e compctition hctwcen convccti vc and rauiative hcat 
tran skr to the surface rcsults in a vcry inleresting behaviour of 
the evolution of regression rate with chambcr pressure. 
Rcgrcss ion rate is almost insensitivc to prcssurc increasc bclow 
approximat.::ly 7 atm and above 12 atm and incrcases stcadily 
between thcse limils. Silva ( 1995) arrived to the following 
expression for the regrcssinn rale : 

Clobbo Ferreira cl ai. ( 1966) intprovcd it 's accuracy by 
putting : 
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This last formula prol'cd to reprcsent with good 
accuracy the rcgrcssion rate in thc intcn·a ls 6.0 atm < pc < 11 
alm. G,;, < 16.5 g/cm\ and 300K < T,;, < 7R7 K. Figure 6 shows 
lh e varialion of regression rate wilh low va lucs of mass llux. for 
chamber pressurcs of 7.5 and 9 atm and an incoming air 
lempcraturt: of 300 K. 
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Figure 6: !Jt.:pcndencc of fuel rcgrcss ion rate on mass llux 

INFLUENCE OF MIXING SECTIONS 

lt is apparcnt that lhe gas llow issuing from the internal 
bore at the cnd of combustion chambcr contains enough fuel and 
oxidant spec ics to allow thc pursuit of lhe reactions. so increasing 
enginc cniciency.To attain this goaL an ali mixing chamher is 
attached to the combustion chamhcr, upslrcarn nozzle entrance. 
Thc cx periments of V eras ( 1991) showcd that rcactions do occur 
in thi s scction, and more, that thc lcnght of posl mixing chamher 
has an important inllucnce in cnicicncy, that results in an 
increase of about 6% in thrust whcn lhe ali mixing chambcr 
lenghl is augmentcd from 43 mm to R6 111111 . /\s far as 
combustion is coneerncd . this is a very intercsting result , hut it is 
always neeessary to cvaluatc if thc increased lcnght. volume and 
mass penalties are worthwhile in lhe linal mission hudget. 

/\nother important conclusion arrived to hy Silva 
( 1995), is that the introduction of an intermcdiate mixing 
chambcr, by cutting the grain just after the cstimated cnd of 
rccircul ation mnc and inserling it lh cre, f!rcatly improvcd lhe 
rcgrcss ion rate in thc remaining part of" thc grain. Conclusions 
ahout thc cllect of this chambcr upon thrust are yct to be 
clarilicd, but the rcsults are vcry promi sing. 
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CüNCLUSION 

!\ bricr repor! or lhe developrnent or solid rue! ramjet 
rcsearehes in Brazil was presenteei. where some or the main 
aspccts or SFR opcration and tcst proccclures wcre trcated. The 
tcchniques necessary to accomplish thcse and furthcr studies are 
alrcady sct up and havc heen progressi vely irnprovcd at cach ncw 
work . Thc results obtaincd until now are in very good agrcement 
with thc oncs kund in lhe Iiteraturc and some original fcatures 
wcrc discloscd. 

Furthcr work is heeing cnvisaged which is supposed to 
shcd more light over lhe rhenumcná lying behind SFR 
combuslion processes. 
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RESUMO 

O lrabalho destina-se ao estudo de escoamentos quimicamente equilibrados em tubeiras convergente­
divergente que são utilizadas em turbomotores, em propulsores. etc. Aplica-se o modelo (Aiemassov et 
a/..1980) que é invariante em relação as substâncias individuais e tipos de bipropelentes.O modelo foi 
comple1ado com o método do "meio local reagente " para avaliar a combusti!o incompleta. Foram 
reali=ados cálculos para produtos de combustão de vários bipropelentes em intervalo amplo do coeficiente 
de excesso do oxidante. da pressão na câmara e da taxa de expansão do fluxo na tubeira. 

INTRODUÇÃO 

Tubeiras possuem amplas aplicações em instalações 
energéticas (turbomotores. turbinas, propulsões, etc.). A 
modelagem e a pesquisa dos processos de expansão do gás 
reagente de trabalho apresenta considerável interesse para a 
ciência e pni.tica. 

Esta pesquisa dedica-se as investigações dos escoamentos 
qmmtcamente equilibrados em tubeiras nas condições 
correspondentes as de propulsões liquidas, ou seja 

P oc"' \OOatm: T oc:::: 3000K; w 5 "' 3000 o/s onde Poc• Toe são 
parâmetros na entrada da tubeira. A figura I mostra a 
distribuição típica das principais características ao longo da 
tubeira. 

Figura I -Variação de parâmetros ao longo da tubeira 

Observamos que durante o processo ocorre alteração na 
composição do gás de trabalho (devido a recombinação) e pode 
surgir alguma fase condensada. Por esta razão não se utiliza as 
equações gasodinâmicas habituais (com k. R= const.) (Sisson e 
Pitts, 1988) e é necessário aplicar outras equações. 

DESCRIÇÃO DO MODELO 

Existem alguns modelos matemáticos (Aiemassov ct ai.. 
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1980: Gordon e McBride, 1971) para prognosticar propriedades 
de fluxos quimicamente equilibrados em tubeiras. Um deles foi 
aplicado no presente trabalho (Alemassov et ai. , 1980) com 
algumas modificações, que serão indicadas mais adiante. 

O modelo baseia-se nas seguintes suposições: 
- o meio reagente inclui m-tipos de moléculas e radicais 
(j=l...m); n-tipos de átomos (i = l...n) que ficam em equilíbrio 
químico entre si, com a temperatura (T) e a pressão (P) em cada 
seção da tubeira. 
- O 11uxo é unidimensional. sem atrito e sem transmissão de 
calor nas paredes. 

O modelo de Alemassov et ai. (1980) está apresentado mais 
detalhadamente, na língua portuguesa, em Spilimbergo et ai. 
(1995a) e Spilimbergo et ai. (1995b). 

O modelo utiliza os seguintes conceitos: 
- Fómmla condicional do bipropelente [b1 ... bn ] que é formada 

. p p 

na base das fórmulas condicionais do combustível [ b1c ... bnc ], do 

oxidante [b10, ... bn""l que estão ligados pela fórmula: 

(I) 

onde Ko é c. coeficiente estequiométrico molar c a 0 , é o 
coeficiente de excesso do oxidante calculado pela expressão: 

(2) 

sendo km o coeficiente mássico real e k~ o coeficiente 
estcquiométrico mássico. 
- Entalpias do combustível O c), do oxidante Oox) e do 
bipropelente (Ip) que estão ligadas pela fórmula: 

(3) 

- Constantes de dissociação das moléculas nos átomos ( K 1) que 
são funções da temperatura. 

São utilizados também conceitos como seção mínima, P* , 
T*. Pi. P j• I es que já são conhecidos. 
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O modelo contém as equações: 
a) da dissociação das moléculas (e radicais) nos átomos: 

lnPj-Laij·lnPi+lnKj=O (4) 

onde Pi e Pj são as pressões parciais das substâncias 

moleculares-'j ' e substância átomos- ' i' e a;i é a quantidade de 
átomos tipo-'i ' em uma molécula-'j '. 
b) da conservação dos átomos: 

ln(Laij· Pj+ Pi) -lnMp -lnbip =O 
J 

onde Mp é uma grandeza incqgnita auxiliar. 
c) de Dalton: 

ln(LP q) -lnP =O 
q 

onde: q = I, ... ,k sendo k = m + n. 

(5) 

(6) 

Se são conhecidos os valores ··r e P" é possível determinar 
as grandezas Pi, P j e Mp. Mas para o estado inicial a 

temperatura T oc é incógnita e neste caso junto com (4) - (6) é 

necessário utilizar a equação da energia: 

lp-Ipc=O (1) 

onde lpc é a entalpia dos produtos de combustão. 

Habitualmente para determinar as propriedades nas varms 
seções da tubeira (incluindo a saída) é conhecida a pressão P5 

em cada seção. Neste caso junto com as equações (4)-(6) utiliza­
se a equação da expansão isentrópica: 

S(P,T)-Soc=O (8) 

sendo S(P,T) a entropia dos produtos de combustão em cada 
seção e Soe a entropia na câmara de combustão. 

Para calcular as propriedades na seção mínima, além de (4)­
(6) é necessário aplicar as equações: 

a)S(P*, T*)- Soe= O (9) 

b)[J2(l 0 c- I*) /ae]-I =O (IO) 

(I oc é a entalpia na câmara de combustão. I* a entalpia na seção 
mínima da tubeira e ae a velocidade equilibrada do som) pois as 
grandezas P* , T* são incógnitas. 

Nos resultados dos cálculos obtemos: 
- na entrada: Pi , P j, MP e T oc : 

-na seção mínima: Pi , P j • P*. T* e MP ; 

-em qualquer seção: Pi, P j• MP e T 

logo após pelo sistema de equações: 

~l( à lnPjj'\ -Laijl( àlnPi'\J =-l( àlnKjj'\ 

I à inT p i àlnT p cinT 

I (atnP ·'\ (àlnP1 (a!nMl 
~LaijPjl--Jj +Pil--

1
j -Bil--Pj =O (II) 

I j àlnT P àlnT p àlnT P 

I l( 8 \nPq 1J 

lLP -- =0 
q a1 ·r 

q n P 

onde Bi =L aij' P j+ Pi 
J 

1500 

pode-se 
àlnPq. 

determinar as derivada parciais (em cada seção): 
àlnPq àlnMp àinMp . . '· 

àlnT ' àlnP ; àinT ; àlnP ; as vanas propnedades 

termodinâmicas e termofisicas (em cada seção) e os parâmetros 
do fluxo: Cpe•Cpf•ll •ri ,ae,af,ll • À,w,Ies,I , ~ , n- que são dados 

por: 
- Fração molar de cada substância: r q = P q j P 

- Massa molecular média: 1-1 = L r q · llq 
q 

- Entalpia: 

I= L (lq · rq)/L (!lq · rq) 
q q 

onde Iq é a entalpia de cada substância. 

- Calor específico "congelado'': 

c pf = L ( p q . c pq) I p 

onde C p é o calor específico de cada substância. 
q 

- Calor específico equilibrado: 

I [ [àlnPql] Cpe= Cpr+ Mp·T . ~Pq · Iq · àlnT P-

_I [olnMP j 
- T . àlnT j 

p 

-Velocidade equilibrada do som em cada seção: 

ke·Ro·T 
ae= 

Jl· [I+ (à lnJ.l j àln Ph I 

sendo ke índice do processo adiabático equilibrado. 

-Velocidade "congelada" do som: a f = Jk r· (R 0 /J.1) · T 

onde kr é o índice do processo adiabático "congelado": 

-Velocidade do escoamento: w = J2 · Ooc- I) 

-Impulso específico no vácuo em cada seção: 

Ies = w + P/(p · w) 

-V clocidade característica: 

P = ( P oc · R a · T*) / P * · W • · J.1 *) 

- Coeficiente adiabático médio: 

( '/ ( ' lPocj lPoc · R 5 ·T 5 J n=ln- ln ---
P5 Ps·Roc · Toc 

(I2) 

(I3) 

(14) 

( I5) 

(I6) 

(I1) 

(I8) 

(19) 

(20) 

(2I) 

(22) 

Este modelo permite calcular características termofisicas, 
mesmo que elas não sejam utilizadas nele. Estas características 
são necessárias para determinação (em outros modelos) de 
perdas do impulso específico por atrito (n ,À,J.1,11) e por não-



paralelismo (n . f.l); para a determinação da transferência de calor 

nas paredes (w . f.l.r; ,À,TJ): etc. Estas características calcula-se 

pelas expressões: 

'lq . r q 
-Viscosidade TJ = L_..:...._ __ 

q L<i>q ·ri 
. I 

sendo 

'lq = 26.7 -10-
7 .(p /crq2 .n22) 

e 

-Condutibilidade térmica: À= Àf + Àe 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

onde as cçmdutibilidades '"congelada" ()..r) e "equilibrada" (Àe) 

são dadas por: 

e 

L/-..' q ·r q 

onde: /-.. ' = -'q __ _ 

com 

e 

L ljl ·r . qi I 

/-..'==L: (Àq-À'q) · rq 

q Lri · (Dii / Diq) 

onde D é o coeficiente de difusão dado por 

T -Jr · (f.l i+ f.l j) I (2 f.l i f.l) 
D ij = 0.02666 · 

P·cr ·· 2 · lJ 1.1 IJ IJ 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

com n 1.1 e n2 ,2 - integrais de colisões e cr - parâmetro da 

função potencial de interação das moléculas ou átomos 
O modelo (Alemassov et ai. , 1980) é invariante em relação 

as substâncias reagentes e entre elas podem surgir fases 
condensadas. Este modelo foi melhorado introduzindo nele o 
conceito de "meio local reagente". Frequentemente em câmaras 
de combustão e (como consequência) em tubciras o processo de 
combustão e de recombinação não se realiza completamente 
devido a mistura não ser uniforme. Como regra, no fluxo 
reagente quase-regular existem os jatos finos (até 10% do 
consumo total) os quais contêm oxidante e combustível em 
diferentes proporções, mas (devido aos jatos serem finos) as 
temperaturas dos produtos de decomposição equilibrada do 
componente (meio local reagente) é quase igual a temperatura 

do· fluxo principal. Neste caso surge o problema da avaliação da 
alteração das várias características do fluxo (r, c., À, T, w, Ies , 

etc.). 
Habitualmente para determinar o conteúdo da fase de 

condensação nos produtos de combustão é utilizado o método 
" clássico". De acordo com o esquema tisico deste método a fase 
condensada surge se a pressão parcial da substância é maior que 

a pressão do vapor saturado (Pq > PD. Aqui Pq = P~ e o resto 

da substância forma a fase condensada. Este método apresenta 
algumas limitações (regra de fase e convergência limitada). Para 
combustíveis com composição complexa a utilização deste 
método pode encontrar algumas dificuldades porque os produtos 
de combustão podem incluir algumas fases condensadas, por isso 
foi utilizado o método das " grandes moléculas" (GM). 

Tradicionalmente a avaliação da alteração das características 
do fluxo realiza-se pela diminuição da entalpia do bipropelente 
(por exemplo 5%), admitindo que parte da energia desaparece. 
Este procedimento representa suficientemente bem a alteração 
da T oc ou I es; mas não pode "explicar" o surgimento do carbono 

condensado quando a0~"" I na saída da câmara (para 

bipropelente d0 tipo ~Oxigênio + Querosene"), porque não se 
apoia cm qualquer esquema fisico. O método do "meio local 
reagente" não apresenta esta falha. 
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Vamos analisar o método do "meio local reagente" no 
exemplo do bipropelente: "02 + H2 " . Admitamos que. além do 

meio reagente principal (H, O, H2 , 02, OH, H20), existe na 

câmara uma pequena zona de escoamento que contém somente o 
combustível (H 2 ) e que possui temperatura igual a do meio 

principal. Admitimos que 90% do H2 fica no meio principal e 

10% no meio local. É evidente que o meio local inclui só os 
átomos (H) e moléculas (H 2) do hidrogênio. Para distingui-los 

das mesmas substâncias no meio principal são utilizados novos 
símbolos : Hx e Hx2 . A entalpia do combustível não se altera 

mas sua fórmula condicional deverá se apresentar na forma : 
H l.S Hxo ~ e o meio reagente total (principal + local) fica sendo: 

H. O, H2 , 02 , OH, H20 , Hx e Hx2. 

Na base de dados sobre as substâncias que caracterizam as 
propriedades L Se contém os coeficientes At ,As ,at ... a7 

(Alemassov et a\. , 1980) é necessário incluir as informações 
sobre Hx e Hx 2 . Além dos símbolos elas não se distinguem de 

H e H 2 , por isso é necessário somente duplicar os coeficientes 

AJ ,As ,at .. ·a7· 
O modelo, o algoritmo e também o software são invariantes 

em relação ao conjunto de substâncias formadas nos produtos de 
combustão e por isso automaticamente no sistema de equações 
(4)-(6) serão incluídas: 
a) a equação da dissociação Hx2 : 

(33) 

b) a equação da conservação dos átomos Hx: 

(34) 

onde bHx = 0,2 

e a equação de Dalton será alterada para: 

Resolvendo o sistema suplementar obtemos a composição, a 
temperatura e as propriedades termodinâmicas e termofisicas do 
meio reagente total (principal + local). 

Mais real de que a variante do jato do combustível limpo é a 
variante do jato que contém tanto combustível como oxidante. 



ri 
r 

i' ' 

!l i! 

Mas o cocficientea&x no jato é muito diferente do 

coeficientea~x para o meio principal. 

Por exemplo admitamos que temos um escoamento dos 
produtos de combustão do bipropelente O 2 +C H 2 (querosene) 

no qual a~x =1 , a&x, 0,2 e a distribuição do combustível entre 

o meio principal e o meio local reagente é 0,9:0.1. Admitamos 
que o meio principal contém as substâncias: 

O, H. C, 0 2 , H 2 , CO, C02 , OH. H20, CH 4 (36) 

Por analogia com o acima citado escrevemos os símbolos das 
substâncias do meio local: 

Oy, Hx, Cx, Oy 2 , Hx2 . CxOy, Cx0y2 , OyHx, Hx20y, 

CxHx4 (37) 
o qual necessita ser complementado pela substância 
caracterizada para o regime onde a 0 x , 0,2: 

Cx*(carbono condensado) (38) 
Na base de dados das substâncias é necessário incluir as 

informações sobre as substâncias (37) e (38) repetindo os 
coeficientes AI-As,al-- -a7 das substâncias correspondentes no 
meio reagente principal (36). 

As cntalpias do combustível e do oxidante não se alteram. 
mas as fórmulas condicionais sofrem alterações, ficando da 
seguinte forma: 
-combustível: [ Co,9 H 1,8 c'xo,1 Hxo,2] 

-oxidante:[ o~,94 Oy0,06 ]. 

No sistema de equações (4)-(6), por analogia com a) e b) 
aparecem 8 equações de dissociação para as substâncias: Oy 2 , 

Hx2, CxOy, Cx0y2 , OyHx, Hx20y, CxHx4 ,Cx*; e 3 

equações de conservação dos átomos: Oy, Hx, Cx. Resolvendo o 
sistema total de equações, que deve conter 22 equações, pode­

se obter, por exemplo, que para a~x, 1, nos produtos de 

combustão surja o carbono condensado. Isto corresponde a dados 
experimentais quando a mistura dos componentes na câmara não 
é perfeita. 

O método do "meio local reagente" ocasiona um erro 
insignificante em comparação com o procedimento usual, que é 
mais complexo por exigir: 
a) cálculo do meio reagente principal (separadamente); 
b) cálculo do meio reagente local (separadamente): 
c) repetição várias vezes dos cálculos a) e b) para conseguir a 
igualdade de temperatura de ambos os meios, mudando as 
entalpias dos produtos de combustão nesses meios. 

A origem do erro do método do "meio local reagente" está 
no fenômeno da influência da pressão na dissociação, mas esta 
influência não é considerável. Se for necessário, este erro pode 
ser determinado e diminuído essencialmente usando as 

[aJnpl 
derivadas parciais termodinâmicas --' 

ainP r 

ALGORITMO E SOFTWARE 

O fundamento do algoritmo é o esquema de resolução das 
equações ( 4)-(6), baseado no método de Nen1on. 

Para assegurar a estabilidade do cálculo e vencer as 
dificuldades com a escolha das aproximações iniciais, o método 
de cálculo foi modificado consideravelmente. Em particular foi 
elaborado um procedimento para determinar o passo das 
iterações e furam introduzidas limitações na mudança das 
variáveis incógnitas. Foi realizado também um procedimento 
para a "sondagem" do aparecimento de fase condensada. 

O software correspondente conserva todo o nível da 
universalidade do modelo e algoritmo. Ele possui uma boa 
apresentação dos resultados e verificação dos dados iniciais. 
Possui uma base de substâncias individuais (gasosas e 
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condensadas) c arquivos de acumulação de resultados, que 
simplifica a sua ligação com outros produtos de programação. 

PESQUISA NUMÉRICA 

De acordo com o software foi reali7.ado um considerável 
volume de pesquisas numéricas, entre elas: 
I. Bipropelentc H 2(1iq) +O 2(1iq) com as seguintes entalpias: 

l 0 x = -398 IUJKg; I c= -4354 lU/Kg. 
Este bipropelcnte, que possui o maior I es • é utilizado 

amplamente na técnica de foguetes para estágios secundários de 
lançadores. Para os primeiros estágios este bipropelente 
raramente é utilizado devido a pequena densidade do H 2 . 

Nas figuras de 2 a 5 estão apresentadas algumas 
propriedades termodinâmicas e energéticas dos produtos de 
combustão deste bipropelente. 

. ~4 o o 1 / ~'··~ 
r-lOOl\ 

3 soo 

H OO 

[100 

soo 
~s to LS zp J •• 

Figura 2- Variação da T oc e do Ies(E = 1000) 

A alta temperatura condiciona o alto nível de dissociação em 
particular na càmara de combustão. Por exemplo quando 
a 0 x = I, se não fosse a dissociação, os produtos de combustão 

conteriam sómente H20 . Mas de acordo com a figura 3 o 

conteúdo da água nos produtos de combustão fica no nível de 
80% e o das demais substâncias. resultantes da dissociação, em 
20%. 

1?. • .iOOo.~m 
o< 

i o·' 

l o·1 

lo·' 

1 o· 5 

lO~ 
~~~--~------~,------

i. 

Figura 3 - Frações molares dos produtos de combustão na 
entrada da tubeira 

Ao longo da tubeira a temperatura do escoamento diminui e 
começa o processo de recombinação, ou seja, a composição dos 
produtos de combustão sofre alterações ao longo do 
comprimento da tubeira (figura 4). Devido a dissociação na área 



de a 0 x "" 0.6 .. .1 os valores C pe são consideravelmente maiores 

que Cpf c o ponto onde a 0 x(T max) fica longe de a 0 x =I 

(aox(T max) ""0,7). 
De acordo com o princípio de Le Chatelier a queda de 

pressão faz aumentar o nível de dissociação que está mostrando 
a figura 5. onde são apresentadas as temperaturas dos produtos 
de combustão para várias pressões. Quanto menor a pressão. 
maior é o nível de dissociação. maiores são os gastos de energia 
para dividir as molécula~ c portanto menor é a temperatura do 
gás. 

Figura 4 - Alteração de r i. W e T ao longo da tubeira 

0,5 .i,O 1,5 2,0 oLo, 

Figura 5 - Influência da pressão na câmara em T oc 
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Figura 6- Influência da combustão incompleta nos principais 
parâmetros da tubeira 
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Na figura 6 estão mostrados alguns resultados obtidos 
(utilizando o método do "meio local reagente") para as 
condições: 

Combustível: 90% H2 + 10% Hx2: Oxidante:02 
A mistura não uniforme influi consideravelmente em T oc e 

praticamente não influi no Ies, porque Ies- ~(R0 · T oc)/lloc e 

a massa molecular média diminui quase proporcionalmente a 
Toe· 
2. Bipropelente 02+C72H1329 1. (Querosene) com as 

' , ( tq) 

seguintes entalpia~: I c= -1948KJ/Kg e Iax = -398 lU/Kg. 
Este bipropelente é amplamente difundido para os primeiros 

estágios dos lançadores. Em câmaras de combustão a 0 x"" I: 
P oc = I 0 .. .1 00 atm ou mais e existe um considerável nível de 
dissociação que diminui no processo de expansão na tubeira. Por 
isso a utilização dos métodos "sem dissociação" pode provocar 
um erro considerável. 

Utilizando o software elaborado foram obtidos resultados 
numéricos para as condições: P oc = 10 .. .100 atm: a 0 x"" 0,1; ... :2 

e E= 100: ... :1000 (E = taxa de expansão do fluxo) sendo que 
alguns deles estão mostrados nas figuras 7 e 8. 

í.., r .. r.c.lOO.,lm __ c,,,Hll.'~ tO, ··-·· fh•Ü, {to< 

~o o o 

, ' / h~:.soo) 35 

~ 100 ~o 

~'00 

l90 o 
ió 

i SOO 
lO 

l :·o o 
,, 

soo 
,; 

o,• !.o l,S l.O ,)_,. 

Figura 7 - Comparação das características dos produtos de 
combustão para os bipropelcntes "H2 + 02" e 
"Querosene + 02 " 

0,5 i, O 1,5 .2,0 .J...o .. 

Figura 8 - Influência da pressão na câmara em T oc 

Apesar da temperatura dos produtos de combustão serem 
aproximadas para os bipropelentes "H 2 +O 2" e 
''Querosene+0 2 ", o último apresenta maior ma%a molecular e 

por isso um menor I es. 



Se não fosse a dissociação, no regime a 0 x = I os produtos 

de combustão conteriam apenas H 20 e C02, mas devido a 

dissociação aparecem também as substâncias OH, O 2, H 2, etc. 

Para a 0 x :S: 0,4 (nestas condições forma-se uma camada de 

defesa sobre a parede) a mistura reagente inclui a fase 
condensada C*. Observamos um fenômeno interessante (figura 
9), quando na câmara não surge C*, mas no processo de 
escoamento esta fase aparece (linha Z). 

T Poc.50alm 
t•oo r------
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1100 

12 00 
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Jo"j 

soo 1 ( ---;--- 1 o 1 w' 
~ 

Loa (P.c/P) 

Figura 9 - Alteração dos parâmetros no escoamento no caso do 
aparecimento de fase condensada na parte supersónica 
da tubeira 

Neste regime existe um aumento do C pe e uma 

"resistência" no diminuir da temperatura. A explicação deste 
fenômeno está no fato de que na formação da fase condensada 
desprende-se um calor que é absorvido pelo gás, contribuindo 
para a demora da queda da temperatura. 
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Figura I O - Influência da combustão incompleta nos principais 
parâmetros da tubeira 

Para este bipropelente também foi realizado uma série de 
cálculos para avaliar, na mistura não uni forme, uma parte do 
combustível nas características importantes dos produtos de 
combustão. Admitindo que 5% do combustível não encontra o 
oxidante (mas pode decompor-se porque possui temperatura 
igual a do meio reagente principal) pode-se escrever sua fórmula 
condicional como: C 6.84 H 12,63Cxo,36Hxo,66 e supor que as 

substâncias para o "meio local reagente" são; Cx, Hx, CxHx 4, 

Hx 2 , Cx*. Alguns resultados dos cálculos estão mostrados na 

figura 10. 
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CONCLUSÃO 

' I. O modelo (Alemassov et al. , 1980) para o cálculo das 
características dos escoamentos quimicamente equilibrados em 
tubeiras foi complementado com o método do "meio local 
reagente". Ele é mais correto (do que o método da diminuição da 
entalpia) para avaliar a influência da mistura não completa de 
oxidante e de combustível nas características termodinâmicas e 
energéticas. 
2. Foram realizados cálculos para determinar as propriedades 
dos produtos de combustão de alguns bipropelentes: H 2 +O 2 , 

C7,2H13.29+02,N2H4+HN03 e C2HsN2+N204 (os 

resultados para os dois últimos bipropelentes não são referidos 
neste artigo). Foram observados alguns fenômenos anormais 
como o surgimento de C* na parte supersónica da tubeira (nos 
regimes de Uox<0,5) para o oipropelente "Querosene+ Oz ··. 

3. Os cálculos foram realizados com a utilização do conceito de 
·'meio local reagente", este mostrando a possibilidade do 
aparecimento, nos produtos de combustão, de substâncias que 
não são peculiares ao "meio principal". 
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ABSTRACT 

This paper aims at backing studies about the chemically 
balanced flowing in converging-diverging nozzle which are used 
in turbo-engines, turbo propellers and the like. The model 
proposed by Alemassov et ai. ( 1980) was used for it is not 
variant to the individual substances and to some kinds of 
bipropellers. The model was completed with the "reacting local 
mcdium·· method in order to evaluate the incomplete 
combustion. A number of calculations of combustion byproducts 
of severa! bipropellers was carried out, in long intervale of 
oxidating excess coefícients, of pressure in the chamber and the 
flow expansion rate in the nozzle. 
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SUMÁRIO 

Neste trabalho descrevem-se metodologias de análise das condições de operação de uma turbina a gás para 
aplicação em aeronaves não tripuladas, com a fmalidade de dimensionamento de seu sistema de controle de 
combustível, obedecendo certos critérios de simplicidade e de tempo de resposta de aceleração da turbina, desde 
sua partida até a condição de tração máxima; uma aplicação é feita para dimensionamento de um sistema de 
controle de combustível de uma turbina de I 000 N de tração. 

INTRODUÇÃO 

A capacitação de recursos humanos em sistemas de 
propulsão, especialmente em turbinas a gás, tem sido objetivo do 
CTA desde a década de 70. Diversos projetos foram 
desenvolvidos, iniciando-se com aplicações estacionárias, 
adaptadas para queima de álcool etílico, culminando com projeto 
de uma turbina completa, de l 000 N de tração, passando-se pelo 
projeto, fabricação e ensaios de um turbojato de 300 N, 
utilizando alguns componentes fabricados pela indústria 
automobilística (Barbosa et ai. , 1990). Diversos cursos, tanto no 
ITA como no exierior, o desenvolvimento de diversos projetos, a 
realização de dezenas de trabalhos de graduação, de iniciação 
científica, de mestrado e de doutorado, tem sido meios através 
dos quais a aquisição da tecnologia de projeto, fabricação, 
ensaios e desenvolvimento de turbinas a gás tem sido adquirida. 

Este trabalho apresenta resultados de um desses trabalhos, 
no qual um sistema de controle de um turbojato de l 000 N de 
empuxo é concebido e dimensionado, à vista do comportamento 
dinâmico do motor, desde sua partida até a condição de tração 
(rotação) máxima, passando pela condição de auto-sustentação e 
de cruzeiro, com ressalvas de tempo de aceleração e de 
temperatura máxima na turbina. 

TURBINA A GÁS 

A turbina a gás referida neste artigo, esquematizada na 
Figura l, é um turbojato simples, de eixo único, constituída de 
um bocal de admissão, um compressor radial, wna câmara de 
combustão anular, uma turbina axial e um bocal propulsor 
(convergente). Foi projetada para servir corno grupo propulsor de 
uma aeronave não tripulada, para vôo à velocidade 
correspondente a um número de Mach de 0,8 a 10.000 rn de 
altitude. Algumas de suas características são: temperatura 
máxima 1123 K, rotação nominal 45.000 rpm, taxa de 
cornpressão,4:1, vazão de massa de ar 1,947 kg/se peso total de 
400N. 

Na Tabela I são apresentados dados mais específicos sobre a 
turbina a gás referida, tais como eficiências isentrópicas do 
compressor e da turbina, momento polar de inércia do rotor, 
eficiência de combustão, volumes da câmara de combustão e do 
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duto de exaustão (bocal propulsor, convergente) e perdas de 
pressão na câmara de combustão e no duto de exaustão. 

I II III IV' V' 

-~-
I - Bocal de admissão 

II - Compressor radial 
III - Câmara de combustão 
IV - Turbina axial 
V - Bocal propulsor 

Figural- Esquema do motor (turbojato). 

SISTEMA DE CONTROLE 

As características fixadas para o sistema de controle de 
combustível foram de simplicidade e de capacidade de controlar 
a rotação do motor em 40%, 60%, 90% e 1 00% da rotação 
nominal (no caso 45.000 rprn), e acelerá-la até a rotação nominal 
em, no máximo, I O segundos, partindo da rotação de auto­
sustentação ( 40% ). Adotou-se, ainda, o limite de 5 segundos 
para o atingirnento de 60% da rotação nominal e de 5 segundos 
para aceleração dessa condição até a de tração máxima; o limite 
de tempo de 5 segundos também foi adotado para a 
desaceleração da rotação nominal até a de cruzeiro (90%) e para 
a aceleração até a rotação nominal partindo da condição de 
cruzeiro. 

A simplicidade do sistema de controle foi conseguida com a 
especificação de um sistema de controle discreto, constituído de 
4 orifícios calibrados em paralelo, cujos fluxos são controlados 
por válvulas ON/OFF. A Figura 2 apresenta o esquema, onde se 
indicam os orifícios calibrados e suas válvulas ON/OFF, bem 
corno os atomizadores de combustível, localizados na câmara de 
combustão. 

Através do seqüenciamento adequado dessas válvulas (de 
acordo a lógica apresentada na Tabela 3) obtém-se as rotações 
desejadas, bem como a aceleração e desaceleração de uma 
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velocidade à outra; as dimensões (diâmetros) dos ori11cios 
calibrados encontram-se na Tabela 4. 
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V- válvulas on/off; 
O - orificios calibrados; 
A - atomizador de combustível. 

Figura 2- Sistema de controle de combustível. 

REGIME TRANSITÓRIO 

Evidentemente, a análise de operação da turbina, para as 
fmalidades deste trabalho, é em regime transitório. Nesse 
regime, a determinação das condições de operação de uma 
turbina a gás requer o conhecimento pormenorizado do 
desempenho de cada wn de seus componentes, bem como do 
balanço (torque líquido) da energia produzida pela turbina e a 
absorvida pelo compressor, mancais e equipamentos auxiliares, 
acionados pelo eixo da turbina. A análise em regime permanente 
também é requerida, para a obtenção da curva de adaptação do 
motor e dos parâmetros de funcionamento sobre essa curva. Os 
procedimentos de cálculo são os indicados em literatura (Cohen 
et ai. , 1992, Palmer et ai., 1976 e Pilidis, 1995), tanto para 
regime permanente como para transitório. 

Neste trabalho apenas o regime transitório controlado foi 
analisado. O regime não controlado, que é aquele em que 
perturbações que o motor sofre devido, por exemplo, a 
mudanças bruscas das condições ambientes, não foi levado cm 
conta. Preocupou-se essencialmente com a determinação das 
quantidades de combustível a serem injetadas na câmara de 
combustão, em função do tempo, para que a aceleração 
especificada fosse obtida, tendo como limitantes apenas a 
temperatura máxima à saída da câmara de combustão e o limite 
de bombeamento (surge) do compressor. Não foram levadas em 
conta, neste trabalho, as tensões térmicas, pressão máxima e 
tensões no compressor, aspectos esses a serem analisados sob o 
ponto de vista estrutural do motor. 

Admitiu-se não haver inércia no sistema de alimentação de 
combustível e na câmara de combustão. A experiência· mostra 
que essa aproximação é bastante razoável nesta fase de projeto. 

Há dois métodos principais de modelação do funcionamento 
em regime transitório (Pilidis, 1995). O primeiro, conhecido 
como método da continuidade da vazão, admite que não há 
acúmulo de massa de ar e de gases de combustão nos 
componentes da turbina. É bastante simples de ser 
implementado e rápido em termos computacionais, sendo 
indicado para grandes variações de rotações, como é o caso em 
tela. O segundo utiliza a variação de massa nos componentes e a 
conseqüente variação de temperaturas e pressões. Exige 
intervalos de tempo bastante pequenos para cálculo. É aplicável 
tanto a pequenas como a grandes variações de rotações. Ambos 
os métodos se baseiam nas características de operação, em 
regime permanente, dos componentes da turbina, utilizando a 
integração do torque líquido, no tempo, para o cálculo da 
variação de rotação. O projetista deve ter às mãos as curvas 
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(mapas) de desempenho dos componentes principais do motor 
(compressor, câmara de combustão, turbina e bocal propulsor). 

A metodologia adotada compreende os seguintes passos: 
a) obtenção das condições totais à entrada do compressor, em 

função das condições ambientes e do número de Mach de 
vôo; 

b) escolha de un1 ponto de operação sobre o diagrama do 
compressor e, daí, as condições de saída do compressor: 

c) escolha de un1a vazão de combustível a ser injctada e cálculo 
das condições de saída da câmara de combustão para a 
quantidade de ar bombeada pelo compressor; 

d) obtenção do ponto de operação sobre o mapa da turbina e 
cálculo das condições à saída da mesma: 

e) obtenção do ponto de operação sobre o mapa do bocal 
propulsor e cálculo da pressão estática à sua saída. Se essa 
pressão for igual à pressão ambiente, o ponto escolhido sobre 
o mapa do compressor estava correto. Caso contrário, 
escolher wn novo ponto sobre o diagrama do compressor e 
repetir os cálculos a f'larlir de h). Caso estiver entupido o 
bocal propulsor ou a turbina, deve-se fazer un1a iteração 
adicional para a obtenção dos pontos nos seus diagramas~ 

f) após obtida a compatibilidade cm e), cálculo do torque livre; 
g) para um incremento de tempo 1\t, cálculo da aceleração do 

conjunto rotativo, da variação de rotação nesse intervalo e da 
nova rotação da turbina; 

h) repetição dos passos a partir de b), até se chegar à rotação 
estabilizada, isto é, a variação da rotação calculada em g) é 
pratican1ente nula. 

Para o segundo método, após os cálculos no bocal são 
realizados os cálculos das variações de vazão, pressões c 
temperaturas em cada volwnc de massa de ar (cm cada 
componente) e, 

i) para e"'\ incremento de tempo ,:\t c para os volumes de cada 
componente, cálculo das variações de vazão, pressões e 
temperaturas a serem utilizados no intervalo de cálculo 
seguinte. 

Valores adequados para 1\t são os que, em geral, dão 
variação de vazão de massa de, no máximo, 5% da massa do 
volwne respectivo. A experiência mostra que o valor desse 
volume é crítico cm termos de convergência. No caso da turbina 
em análise, os volwnes dos componentes são bastante pequenos 
~ não têm influência signilicativa nos resultados. A experiência 
também mostra que ambos os métodos dão resultados bem 
parecidos, exceto nos primeiros instantes do transitório e que as 
trajetórias (local dos pontos de operação do motor sobre o 
diagrama do compressor) também são quase idênticas. 

SIMl.JLACÃO NUM.~:RICA 

O método da continuidade de massa foi implementado em 
um programa de computador, escrito em linguagem FORTRAN. 
Os dados da turbina TJJO, cm desenvolvimento no CTA, 
indicados na Tabela 1, foram utilizados para as simulações. 
Cada componente da turbina loi modelado conforme as equações 
c gráficos apresentados em literatura (Rogers et ai., 1992 e 
Palmer, 1975). O programa toi utilizado para: a) calcular a curva 
de operação em regime permanente (Figura 3), a partir da qual 
foram obtidas as condições de operação a 40%, 60%, 90% c 
100% da rotação nominal; b) calcular as vazões de combustível 
adequadas às acelerações de 40% a 60% da rotação máxima; c) 
idem 60% a 100%; d) idem 90% a 100% e e) desaceleração de 
100% para 90%; (as curvas de operação em regime transitório 



(aceleração e desaceleração) podem ser vistas na Figura 4, 
plotadas sobre o mapa do compressor). Para tanto, as diversas 
possibilidades de combinação de abertura e fechamento das 
válvulas do sistema de combustível mostradas na Tabela 3 foram 
testadas. 

Tabela I -Dados da turbina TJ-10 (valores referentes ao ponto 
de projeto) 

Parâmetros valores 
Taxa de compressão 4 

Eficiência isentrópica do compressor 0.80 
Rotação 45000 rpm 

Momento polar de inércia do rotor 0.01735 N.m.s 
Eficiência isentrópica da turbina 0.85 

Perda de pressão na câmara de combustão 5% 
Eficiência de combustão 0.96 

Volume da câmara de combustão 0.009546 m3 

Perda de pressão no duto de exaustão 3% 
Volume do duto de exaustão 0.0123 m3 

Temperatura à entrada da turbina 1123 K 

Tabela 2 - Válvulas do sistema de controle de combustível e 
vazões de estado estacionário correspondentes. 

Rotação (o/o) Vazão ( kg/s ) Válvulas abertas 
40 0.0111 Vl 
60 0.0132 VI,V2 
90 0.0262 Vl ,V2,V3 
100 0.0354 Vl,V2,V3,V4 

O procedimento adotado foi , em geral: 
L conhecer a quantidade de combustível exigida para a tração 

máxima (rotação nominal), 90%, 60%, 40% de rpm e a rpm 
mínima a partir da qual uma das válvulas poderia ser aberta 
para que a turbina partisse e atingisse 40% de rpm, sem 
ultrapassar a temperatura máxima, fixada em 1250 K; 

II. utilizando orificios calibrados em paralelo, determinar as 
suas dimensões para que, combinados adequadamente, 
pudessem dar as vazões para fimcionamento em regime 
permanente (40%, 60%, 90% e 100% de rpm); 

III. determinar a lógica de abertura/fechamento das válvulas (e 
conseqüentemente dos orificios) para que a 
aceleração/desaceleração de uma velocidade à outra fosse 
obtida nos tempos especificados: 5 segundos de 40% a 60% 
e 5 segundos de 60% a 1 00% de rpm. 
Para determinação da lógica de abert~a/fechamento das 

válvulas procede-se, para cada caso de aceleração ou 
desaceleração, como o descrito a seguir: 
A) a vazão de combustível como função do tempo pode ser 

arbitrada através das possíveis combinações dos estados 
(on/ofl) das válvula e do tempo de abertura/fechamento 
destas (Tabela 3); 

B) as vazões iniciais e finais para cada caso de aceleração ou 
desaceleração são as calculadas em I, para estado 
estacionário (Tabela 2); 

C) o fluxo de combustível deve ser tal que o tempo de 
estabilização da rotação não exceda 5s nos casos 40% a 60% 
e 60% a 100% de rpm. Outro fator linútante é a temperatura 
total na saída da câmara de combustão: a temperatura 
máxima de operação da turbina é de 1250 K, mas um pico 
de temperatura de até 1300 K é tolerado, desde que breve 
(máxima duração de meio segundo); 
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D) para os casos de aceleração de 90% a 100% e desaceleração 
de 100% a 90% também o tempo de estabilização da rotação 
foi fixado em 5s. 
Na Tabela 3 a lógica de abertura/fechamento obtida é 

apresentada, considerando a identificação das válvulas 
consistente com a Tabela 2; o tempo zero corresponde ao 
instante inicial do transitório. 

Tabela 3 - Lógica de abertura I fechamento das válvulas para 
obtenção das acelerações desejadas. 

Tempo de abertura/fechamento (s) 

Aceleração Vl V2 V3 V4 
on off on off on off on off 

40 a60% -00 +ao 0.0 +ao +ao +oo 4.0 5.0 
60 a 100% -oo +oo -oo +oo 0.0 +ao 1.5 +oo 
100 a 90% -00 +ao -oo +oo -00 +ao -oo 0.0 
90 a 100% -oo +oo -oo +ao -oo +ao 0.0 +oo 

Para o entendimento da Tabela 3, deve-se observar que: 
I. tempo de abertura (on) de válvula indicado como -co 

significa que a válvula em questão já estava aberta no 
instante inicial do transitório e +oo significa que a 
válvula não se irá abrir durante o transitório. 
Analogamente, para o tempo de fechamento ( ofl) de 
válvula +oo significa que a válvula não mais se fechará 
durante o transitório; 

2. na aceleração de O a 40% da rotação (partida do motor) é 
utilizada uma fonte auxiliar de potência (ar comprimido 
injetado no compressor) que acelera o rotor até a mínima 
rotação em que a válvula Vl pode ser aberta sem que 
h;Ua problema de superaquecimento; o motor então irá 
atingir a rotação de auto-sustentação ( 40%) e a fonte 
auxiliar de potência pode ser retirada. A mínima rotação 
em que VI pode ser aberta foi determinada e vale 30% 
da rotação nominal. 

Os diâmetros dos orificios calibrados (Tabela 4) foram 
calculados de acordo com (Crane Co., 1957): 

2 4.mr 2 2.& ( 4.mr J' 2 d = e v2 = --+ ---2 onde: 
;r.p.C.V2 p ;r.p.D 

• d é o diâmetro do orificio calibrado, em m; 
• D é o diâmetro do tubo, em m; 
• V2 é a velocidade do fluido no orificio, em rnls; 
• mr é a vazão de combustível, em kg/s; 
• pé a densidade do combustível (querosene), em kg/m3

; 

• C é o coeficiente de descarga; 
• M é a diferença de pressão do fluido antes e depois do 

orificio, em Pa. 
O diâmetro dos dutos onde se encontram os orificios 

calibrados é de 6,35 mm (1/4"); a diferença de pressão do fluido 
nos orificios calibrados deve ser mantida constante em 45 kPa, 
por uso de uma válvula reguladora de pressão. 

Tabela 4- Dimensões dos orificios calibrados. 

Orificio Diâmetro (mm) Vazão (kg/s) 

01 1.6 0.0111 
02 0.7 0.0021 
03 1.8 0.0130 
04 1.5 0.0092 



As Figuras 3 e 4 se referem ao mapa do compressor (onde se 
vêem as curvas de rotações corrigidas constantes). 

Na Figura 3 foi traçada a curva de operação em regime 
permanente do motor, fixada para um limite de bombeamento de 
15%. O termo 'vazão corrigida' se refere ao valor calculado por 
( 1 ); o termo 'razão de pressão' se refere ao quociente de pressões 
totais à saída e à entrada do compressor, calculado por (2); o 
termo 'rotação corrigida' se refere ao valor calculado em (3). 

Considerando n1a a vazão de ar; Tt1 a temperatura total à 
entrada do compressor; Na rotação; Pt1 e Pt2 as pressões totais à 
entrada e saída do compressor, respectivamente, tem-se: 
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- d · - Pt2 razao e pressao = -
Pt1 

rotação corrigida = ;,; 
Tt1 

limite de bombeamento 

" 
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-.----r----,-------r----,--· 
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Á/ 
/ / 

90% 100% 

~~ 
400 500 

Figura 3- Curva de operação em regime permanente. 

A Figura 4 exibe, traçadas sobre o mapa do compressor, a 
curva de operação em regime permanente (running line) e as 
curvas correspondentes aos transitórios de aceleração e 
desaceleração. A curva P é a de funcionamento em regime 
permanente; as curvas A, B, C e D indicam, respectivamente, as 
trajetórias de aceleração de 40 a 60% e 60 a 1 00%; 
desaceleração de 1 00 a 90% e aceleração de 90 a 1 00% da 
rotação nominal. Para todos esses regimes de operação, o limite 
de bombeamento não foi atingido e os picos de temperatura 
ficaram abaixo dos valores limitados em C). 

Na figura 4, observa-se que, ao invés de se obter a 
estabilização em 90%, obteve-se a mesma a 92%, quando a 
tração ficou ao redor de 75% da nominal. Na prática, em função 
das características de operação da aeronave, esse valor de rpm 
poderá ser alterado, a fim de se obter o valor de tração de 
cruzeiro requerido. Com isto, a simplicidade do sistema de 
controle de combustível foi mantida, sendo necessários apenas 
os quatro orificios calibrados. 

As Figuras 5, 6, 7 e 8 mostram, para as acelerações de 40 a 
60%, 60 a 100% e 90 a I 00% e para a desaceleração de 1 00 a 
90%, o comportamento, em função do tempo, das principais 
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variáveis de interesse: vazão de combustível, rotação, tração e 
temperatura na saída da câmara de combustão. 
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Figura 4- Curvas de operação do motor. 
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Figura 5 - Aceleração de 40 a 60% da rotação nominal. 

Nas Figuras 5, 6, 7 e 8, todas as variáveis encontram-se 
normalizadas. A normalização foi obtida dividindo-se os valores 
reais de cada variável, em cada instante, pelo seu valor de 
referência, a saber: 

• vazão de combustível : 0.0354 kg/s; 
• rotação : 45000 rpm; 
• tração: 1043 N; 
• temperatura: 1250 K. 

Os valores de referência de vazão de combustível, rotação e 
tração são os valores de projeto. Os valores limites de 
temperatura foram estabelecidos em 1123 K para operação 
contínua (projeto), 1250 K para transitórios de até 5 segundos e 
1300 K para picos de até 0.5 segundo. O valor de referência 
adotado para a temperatura foi de 1250 K. 
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CONCLUSÃO 

A partir de um modelamento razoavelmente simples de urna 
turbina a gás é possível conhecer os valores dos parâmetros de 
funcionamento, tanto em regime permanente como transitório. 
Em conseqüência, pode-se utilizar essa metodologia para 
simular a influência da variação do fornecimento de combustível 
à câmara de combustão na const--qüente variação de rotação, 
pressão e temperatura à saída da câmara de combustão. Com isto 
é possível verificar se urna dada quantidade de combustível não 
acarretará aumento excessivo de temperatura durante a fase de 
aceleração da turbina, nem o tempo máximo fixado para a 
aceleração seJa ultrapassado, obtendo-se as infcrmações 
necessárias para o projeto do sistema de controle de 
combustível. 
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ABSTRACT 

Off-design and transient opcration of a simple turbojet 
.:ngine is analyzed using the flow continuity methodology 
available in the open literature, airning at designing a fuel 
control system which is simple and able to acce!erate the turbine 
within specified time constraints. 
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SUMMARY 

During lift-off of a launch vehicle, it is necessary to attenuate the effects of the exhaust gases from the 
rocket motor on their impact with the launch pad which is supporting the vehicle, to avoid the recirculation of 
the hot gases on the base region of lhe vehicle, and to reduce the effects of the acoustic field surrounding the 
vehicle on the payload. For small and middle size launch vehicles, plane or curved surfaces, called deflectors, 
are generally used to conduct the gases away from the vehicle and launch pad, protecting the entire system. 
Th e presem work shows and discusses lhe considerations made in the design of the exhaust gases deflector for 
the launch pad of the Brazilian satellite launch vehicle (VLS). Furthermore results of a two-dimensional 
nwnerical simulation are presented which allow the verificaLion of the flow field around the launch pad to 
determine if a recirculation of the hot gases occurs. 

INTRODUCTION 

During lift-off of a launch vehicle, sorne consideration has to 
be given to lhe hot gases exhausting from thc rocket motor. It is 
of importance to attcnuate thc cffects of their impact with thc 
launch pad which is supporting the vehicle, avoid the 
recirculalion of the hot gases to the base region of the vehicle, 
and do not promote an increase of the acoustic tield levei 
surrounding lhe vehicle. 

For heavy launchers the exhaust gases are generally 
conducted through a tunnel, protecting lhe vehicle. For small and 
rniddle size launch vehicles, plane or curved surfaces, called 
deflectors, are generally used. To design a convenient shaped 
det1ector surface, a complex gasdynamic problem has to be 
solved, with high ternperature gases exhausting at high velocities, 
i.e. , real gas, viscous, turbulent and separated two-phase tlow, 
high temperatures and high variation of lhe physical properties. 
Mathernatical rnodeling is difficult due to the cornplex 
mathematical equations which describe the complete problem. On 
the other hand , experimental investigation of the problem is 
extremely costly and cornplex. For ali these reasons, the designer 
has to start with a sirnplitied rnodel, simulate approximate 
conditions and validate the results using publi shed data. 

The present work deals with the considerations rnade in the 
dcsign of a tlarnc detlector for the launch pad of the Brazilian 
satellite launch vclticle (VLS) . The paper reports on the design 
features of a tl a~e Uet) detlector, when thc tlame Uet) is 
overexpanded , pe/pa = 0.6, and supersonic, M = 3.45. 
Furlhermore tirst results of numerical sirnulalions are prescnted 
which allow the verification of the existence of a recirculation 
region of lhe hot gases. 

ln both cases no attempt has been made to model the high 
tempcrature gases effects. 

LIFT-OFF CONFIGURATION 

The fitst Brazilian satellite launch vehicle, VLS, is a four 
stage launcher with four strap-on boosters building lhe first stage, 
(Moraes, P. , Jr. , and Augusto, A., Neto, 1990). The lift-off 
contiguration of VLS is composed by the tli csht configuration of 
the vehicle, placed on lhe launch pad with four separated tlame 

1511 

detlectors and service tower, Fig. I . At lift-off, the four strap-on 
boosters are ignited simultaneously, producing a very complex 
flowfield due to the exhaust of the hot gases at high velocities. 

Figure I - VLS - Lift-off configuration 

FLOWFIELD CONSIDERA TIONS 

The gases from lhe rocket motor exhaust with supersonic 
speed, M = 3.45, and are overexpanded, p_(p_ = 0.6, due to the 
high expansion which occurs in the rocket nozzle. A flame or jet 
deflector become necessary to protect the launch pad and to 
conduct lhe gases away from that region. 
Differently from jet impingement on a double wedge deflector 
(Prasad, J.K., Mehta, R.C., and Sreskant, A.K., 1989), used for 
single motor launcher configurations, where the tlowfield is 
characterized by a detached shock wave in the apex of the wedge, 
in lhe present case, the supersonic jet exhaust is initially 
disturbed unly by the externa! compression due to atmospheric 
pressure, Fig. 2. From the nozzle lip, a shock wave will appear, 
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which undergoes a reflection at the jet center line, building the 
first jet element. Later, the supersonic jet impinges on the 
deflector surface and produces at this point, due to the deflector 
curvature, a strong shock wave which separates the boundary 
layer. Downstream of that point the jet continues to be supersonic 
or in some cases, if the deflector curvature is small, becomes 
subsonic. ln any case, the flowfield of the jet interacting with the 
deflector surface is very complex and characterized by shock 
waves, shock wave-boundary layer interaction, and flow 

Figure 2 - Jet impingement on deflector 
(Prasad, J. K., 1995) 
Schlieren photograph 

separation. 
lt is now evident, that the interaction of the motor exhaust gas 

jet with the launch pad as well as with the base region of the 
vehicle itself, constitutes an important and complex fluid 
dynamic problem during the lift-off of the satellite launch 
vehicle, and the maio aspects to be considered here deal with: 

a) the deviation of the jet away from the launch pad using a 
jet deflector, 

b) the estimation of pressure and thermal loads on the jet 
deflector surface, and 

c) acoustic loading effects on the vehicle due to detlection 
from the launch pad. 

FLAME DEFLECTOR DESIGN 

The flame detlector of the VLS launch pad was then designed 
to attend the following requirements: 

• protection of launching table from pressure and thermal 
loads, originated from the motor exhaust hot gases; 

• conduction of the exhaust gases away from the launch 
pad in order to avoid their recirculation to the base region 
of lhe vehicle. 

Initially no attempt has been made to take into consideration 
the propagation or attenuation of acoustic waves originated from 
the gases exhausting at very high velocities. 

To attend the aforementioned requirements, the following 
parameters and variables were carefully considered in the design 
of the t1ame det1ector: 

• curvature of the tlame detlector, 
• length and width, 
• distance of the apex of the deflector, in relation to the 

nozzle exit plane. 
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Figure 3 - Schematic view of an ideal flame detlector. 

The main criterion adopted in designing the det1ector was 
that the supersonic tlow becomcs subsonic before it leaves the 
deflector surface. Subsonic flows are mostly convenient to 
prevent a strong recirculation and so to maintain the hot gases far 
from the vehicle's base region. Fig. 3 shows a schematic view of 
the ideal design geometry. However, due to manufacture costs, 
the flame deflector considered in the present study is simplified in 
its geometry, and built of three flat segments as shown in Fig. 4. 

nozzl> 

Figure 4 - Schematic view of a simplified geometry flame 
detlector. 

MATHEMA TI CAL FORMULA TION 

With the aim of analyzing local aspects of the jet tlowing 
o ver the jet deflector, the problem was modeled. 

The two-dimensional, compressible, exhaust tlow from the 
first stage boosters of the VLS impinging on a detlecting table, is 
governed, as a first approximation, by the non-reacting Navier­
Stokes equations. ln conservation law form and in a generalized 
curvilÍnear coordinate system (Ç,TJ), they may be written as 

1\. 1\ 1\ 1\ 

aô. o(F- F) o(G- Gv) 

a(+ aç + aTJ =O (I) 

1\ 1\ 1\ 

where Q is the unknown vector, and F and F v the inviscid and 
1\ 1\ 

viscous !luxes in the Ç direction, and G and Gv the similar fluxes 

in the TJ direction. 

Numerical Algorithm 

The present time-accuratc numerical method is based on the 
observation that a 8-form of the governing unsteady equations 
may be constructed with various combinations of the flux 
formulac and their Jacobians. Furthermore a suitable choice of 
the factorization procedure yields a scheme with fast convergence 
and low computational time per iteration. 

Eq. (I) can be written in difference form as 



I "n-1 "n ~ "n "n =? 8 Q - ót [DJ: (F - t< ) + D (G - G )) (2) 
- ':> v 11 v 

where a second order accurate Euler three-point backward time 
discretization is used. The inviscid and viscous tluxes are 
linearized by: 

"n+l "n F =F v v 
and the inviscid flux Jacobian matrix defined as 

1\ 

" aF A=-;:: 
ao 

1\ 1\ 1\ 

similarly for G, Gv, and B. 

A finite volume approach is used in the treatment of lhe spatial 
discretization of the fluxes. Second order central differences are 
used in the Jeft hand side. A fourth order artiticial dissipation is 
added to the right hand side to control the undesired effect of odd 
and even point decoupling characteristic of central differenn!s. 

ln the present two-dimensional algorithm, the Jower-upper 
symmetric-Gauss-Seidel factorization scheme proposed by 
(Yoon, S. and K\'.'ak, D. , 1992) is used. The advantage of this 
factorization is that the construction of the diagonal of the L and 
U matrices permits a scalar inversion, Jeading to a very efticient 

and vectorizable algorithm. The Jacobian matrix Â = Â+ + Â- is 
approximated by 

"+ I " " A- =z [A± p(A)] 

where 
1\ 1\ 

p(A) = max[ IÃ(A)I] 
1\ ~ 

and À(A) is the eigenvalue of the Jacobian matrix A. A similar 
1\ 

procedure is applied to lhe Jacobian matrix B. 
With these approximations the factorization matrices are given by 

3 "+ "+ L=(-2 +6tp)l-6t(A. 
1

. +B . . 
1
) 

1- ,j l,j-

3 
o= <z + ót p) r 

3 /\_ 1\_ 

U=(-
2

+6tp)l+6t(A. 
1

.+B .. 
1
) 

I+ ,j l,j+ 

where 
1\ 1\ 

p = p(A) + p(B) 

Equation (2) can thus be written as 

L D-IU 8Qn = RHS[Eq.(2)] (3) 

The solution is then obtained in three steps as follows 

8Q* =C1 RHS 

1\ ** "* 8Q =D8Q (4) 
"n I "** 8Q = u- 8Q 

The effects of fine scale turbulence are taken into account by 
the use of the algebraic model of Baldwin and Lomax A detailed 
discu ssion of its implementation can be found in Morgenstern, 
A., Jr., (1994). 

RESULTS 

ln order to better understand the features of the complex 
flowfield, the results of a numerical two-dimensional flow 
simulation past the simplified geometry of the flame deflector 
were visualized and discussed in the following. 

As mentioned before, one of the desirable features of a flame 
deflector is to reduce the tlow speeds to a subsonic regime as fast 
as possible in order to reduce the effects of flow recirculation. As 
can bee seen in Fig. 5, where subsonic Mach number contours 
delimiting the region of supersonic Mach numbers are presented, 
the simplified geometry does not comply with this requirement. 
The exhaust gases leave the deflection surface with supersonic 
speeds and this region of supersonic Mach numbers extend for a 
long distance from the launch pad. 

Moch 

1.0000 
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0 .4051 
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Figure 5 - Flow over a tlame deflector. 
Flowfield around the launch pad. 
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Figure 6 - Flow o ver a tlame detlector. 
Pressure contour plots. 
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Figure 7 - Flow over a tlame deflector. 
Pressure distribution 

The shock wave structure on the deflector surface is shown in 
Fig. 6 It can be observed a strong shock formed as the exhaust 
gases impinges on the surface. Following this strong shock there 
are two weaker shocks formed in the two discontinuous points of 
the simplitied geometry. This can be better observed in the 
bl own-up inset where the first shock wave appears due to the 
contraction of the detlector surface, and a second shock wave 
occurs immedi ately downstream by a second surface 
modifical ion. 

The pressure distribution on the deflector surface can be seen 
in Fig. 7. ln lhis figure, where nondimensional pressure is plotted 
against di stance in the x direction, the position of the impinging 
shock wave as well as the two shock waves due to the geometric 
discontinuities can be clearly seen. lt can also be observed the 
magnitude of lhe pressure peaks, indicating a fairly slrong 
pressure peak on the last geometric discontinuily. 
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Fig. 8 shows lhe slreamline pattern of the exhaust gases. This 
piclure shows lhal although a recirculalion of lhe exhaust gases 
occurs, it takes place far away from the launch pad. 

The wlocity vectors of lhe tlow tield can be seen in Fig. 9. 
The general tlow trends are observed and in the blown-up inset a 
separalion region with reverse tlow can be seen thal slarts from 
the impingement region and traveis upstream toward the inside 
region of the launch pad, eventually interacting with the first 
stage booslers. 

CONCLUSIONS 

The paper reports on the design features of a tlame (jet) 
dd1ector, when the 11ame (jet) is overexpanded, pe/pa = 0.6, and 
supersonic, M = 3.45. Also first results of a numerical simulation 
are presented. ln both cases no attempl has been made to model 
the high temperature gases effects. 

Figure 8 - Flow over a t1ame detlector. 
Slreamlines 
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Figure 9 - Flow over a flame deflector. 
Yelocity vectors 

For the design of launch pad detlectors of satellite launch 
vehicles, some thought has to be given concerning the effects of 
the ~ot gases exhausting from the rocket motor at high velocities 
and temperatures, in order to avoid their impact with the launch 
pad which is supporting the vehicle, the recirculation of the hot 
gases to vehicle's base region, and the increase of the acoustic 
field levei surrounding the vehicle. 

ln the present study a conventional jet deflector was taken 
under analysis and the flow was mathematically modeled. The 
results of the numerical analysis showed the mean features of the 
complex flowfield around the launch pad and deflector surface, 
and allowed to identify in more detail a secondary recirculation of 
the hot gases in the apex of the deflector. 

Dueto the difficulty in performing experimental investigation 
of such a problem, the launch of the VLS will allow a validation 
of the results now obtained with the present numerical 
simulation. 
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SUMMARY 

The present work reports on the themzal control design solutions and the results analysis of the thermal 
balance test of the CBERS Battery Compartment development model. The passive thermal control meets the 
requirements applying jlight proven design methods such as paint, tape, mli, thermal interface material. Active 
thennal control, employing electrical heaters, is also used for preventing the battery cooling down. An 
analysis of the test results allows to adjustthe mathematical model and validare the thermal design. 

INTRODUCTION 

China Brazil Earth Resources Satellite (CBERS), jointly 
developed by the People's Republic of China and Brazil, will be 
used for remate of sensing of lhe natural resources and 
monitoring of the environment. CAST (Chinese Academy of 
Space Technology) is responsible for the thermal control design 
of this satellite. However, INPE was subcontracted to execute 
the thermal design of the battery compartrnent. 

The operational parameters of a battery, such as voltage, 
capacity, efficiency and lifetirne are very dependent on lhe 
thermal environment and internal lhermal gradients. A rigid 
thermal specification is irnposed to the battery to attend its 
operational requirement. So, two batteries, divided in four packs, 
are installed inside a compartrnent in the service module. No 
other equipment belongs to this compartrnent. The battery packs 
are fixed on the internal face of the shadow panei of the satellite 
(see Figures 1 and 2). 

The thermal control chosen is ea~ily adaptable for 
multimission purposes required for this kind of modular satellite 
where Payload Module and Service Module are functionally and 
thermally decoupled. Consequently, lhe batteries, the battery 
mounting panei and the internal surfaces of the compartment are 
isolated thermally from the other paneis of the Service Module. 
This way, the influence of the Service Module temperature 
variation on the battery temperature is minirnized. The battery 
radiator size and the heating power are determined in function of 
the temperature lirnits and heat dissipation values specified for 
the batteries . 

DESIGN REOUIREMENTS AND CONSTRAINTS 

The temperatures of the batteries must be within the specified 
range for any operation mode and any orbital condilion along the 
satellite 2 years lifetime. The main requirement~ and constraints 
imposed to thermal control are the orbit and altitude 
configuration, lhe operaling temperature limit~ . heat dissipation 
and the power and mass limit~ (Bueno et ai. 1989). 

Orbit and Altitude Configuration. The satellite orbital parameters 
such as circular heliosyncronous orbit, inclination of 98.5 
degrees, altitude of 778km, period of 100.3 in and descending 
node local time of 10:30h characterize the space environment. 
Moreover, during the operational phase, one of the satellite faces 
is always pointed towards the Earth what guarantees that tbe 
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batteries installed in the shadow face never receives the direct 
solar radiation, only the albedo and Earth radiation. 

1- service module; 2- infrared Eartb sensor; 3- 20N thruster; 4-
IN thruster; 5- middle wall; 6- UHF receiver antenna; 7-
infrared scanner; 8- IR transmit antenna; 9- VHF transmit 
antenna; 10- UHF Rx!Tx. antenna; 11- S-band antenna (DCS); 
12- CCD transmit antenna; 13- UHF transmit antenna; 14- CCD 
camera; 15- S-band antenna (Tf$C); i 6- payload module; 17-
solar array; 19- UHF receiver antenna. 

Figure 1 - Satellite configuration. 
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Figure 2- eBERS structure. 
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Temperature Limits . The operating temperature range specified 
for the batteries varies from -5°e to 15°e. The thermal design 
margin specified for the battery upper limit is of soe, for the 
lower temperature is not specified a temperature margin, but a 
power margin of 25%. 

The temperature gradient between battery packs must be 
lower than soe. 

The temperature range of the compartment paneis is specified 
from -l0°e to 45°C, respectively for cold and hot cases. 

Battery Heat Dissipation. The average heat dissipations 
during an orbit of each batttery pack for BOL (beginning of life) 
and EOL (end of life) are 9.9W and 27.5W, respectively. The 
heat dissipation profile of batteries is related to their mode 
operation, the batteries dissipate heat when they are discharging. 

Power and Mass Limits. The power to heat each battery 
pack during the BOL must not exceed 25W, resulting in I OOW 
for two batteries. The mass limit for lhe thermal contrai of the 
comparment is 2kg. 

BATTERY COMPARTMENT THERMAL DESIGN 

The necessary radiative area for keeping the battery 
temperature below 1 ooc is determined using the EOL heat 
dissipation. The necessary heat consumption for keeping the 
battery temperature above ooc is determined using the BOL 
conditions. 

The thermal control design of the battery compartment is 
based on the following concepts: 
- ali internal surfaces of the compartment are coated with AI tape 
and the battery externa! surfaces are covered with MU to 
decouple them radiatively; 
-the battery mounting panei must be insulated conductively from 
lhe other compartment paneis so that the influence of the Service 
Module on the battery thermal behaviour is minimized; 
- each battery pack must be conductively coupled to the mounting 
panei using a thermal interface material; 
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- heaters musl be used for heating the batteries, that have a 
narrow temperature specification and a large variation of heat 
dissipation. 

THERMAL MODELLING 

The thermal contrai solutions are met using the nodal method 
mathematical modelization. The temperature distribution is 
predicted by thermal analyser, PCTER developed at INPE, based 
on finile differences. The battery compartment is divided into 
finile number of nodes considered isothermal. Tbese nodes are 
connecled to each other by conductive and radiative couplings. 

Tbe conductive couplings are calculated between nodes on 
the sarne panei and between the battery panei and other 
compartment paneis. The radiative couplings are calculated by 
Gebhart method, with the shape factors between surfaces 
calculated by contour integration or double discretization method 
depending on if there are or not blocking surfaces . 

The externa! nodes and equipment nodes receive thermal 
loads from externa! radiations and internal heat dissipations. 

The temperatures of nodes are calculated numerically 
considering ali thermal couplings and loads, and the boundary 
conditions (space at 4K). 

ln these analyses the compartment mathematical model was 
subdivided into 2S3 nodes as shown in Figures 3, 4 and 5. 

. _ _j/ 

Figure 3 - Nodal breakdown of lhe bat. panei internal surface. 
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Figure 4 - Nodal breakdown of the bat. pane! externa! surface. 



Figure 5 - Nodal breakdown of the compartrnent paneis. 

Criticai Ca~es. The thermal analysis approach is to simulate 
just the critica! cases. If the thermal design satisfies fhese cases, 
then ali other intermediary conditions are covered. Critica! cases 
are determined in function of the externa! Joads and internal heat 
dissipations. Then , the battery maximum temperatures occur for 
the hot ca>e where are considered: 
- battery maximum heat dissipation (at EOL): 
- maximum solar incidence area (sun a~pect angle =66.04 

degrees) ; 
-eclipse time 33.5 in ; 
-solar constant = 1399 W/m2 K; 
- coating performance degeneracy = 100% for white paint and 

30% for MLI; 
Analogously, the battery minimum temperatures occur for the 

cold case where are considered: 
- battery minimum heat dissipation (at BOL): 
- minimum so lar incidence arca (sun a>pect angle = 73.3 
degrees); 

-eclipse time = 34.4 in; 
-solar conslanl = 1309 W/m2 K. 

THERMAL BALANCE TEST (TBTl 

The TBT purposes are to verify and to adjust the thermal 
design and the mathematical model (Leite and Almeida, 1995). 

Test Description. The test was accomplished in 4 phases. Two 
phases. cold and hot, in steady-state conditions, imposing an 
average value for the externa! heat tlux absorbed by the battery 
panei and an average value for the battery heat dissipated. The 
main objective of lhese two phases was lo adjust the 
mathematical model. Two more phases in transitory conditions. 
cold and hot, were considered lo allow the 'Verification lhe 
thermal inertias and the amplitude of temperalure variation a1ong 
an orbit. 

The test philosophy adopted for lhe compartment was vcry 
simple. The space was simulated using the vacuum chamber with 
internal surfaces coated by black paint (E = 0.9) and refrigeratcd 
by gaseous nitrogen at -180°C. 
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During the tests the compartment paneis and the cylindcr 
section were heated by skin heaters bonded to their externa! 
surfaces to keep fheir temperatures at -l0°C and 45°C, in order 
to simulate the thermal environment of the Servicc Model. Skin 
heaters were also used to simulate the externa! heat loads incident 
on lhe battery panei outside surface. 

Development Model. A full scale model was built to perform 
the TBT. lts structure was the sarne of the tlight model, except for 
the carbon fiber cylinder section that was replaced by a stainless 
steel cylinder section and for the titanium screws that were 
replaced by stainless steel. Four real battery packs were used in 
the test. 

At EOL conditions the batteries must be degraded and 
consequently, their internal dissipation will be almost triplicated. 
ln the test the batteries were new, thus the heat dissipation profile 
of the batteries to lhe EOL conditions wa> complemented by 
additional powers dissipated in the skin heaters installed inside 
the batteries. 

The battery comparttnent thermal control should be 
implemented according to the specification. however, the 
measured value for lhe alodinc emissivity (0.025) that covered 
lhe compartment paneis was lower than the measured emissivity 
for the chinese AI film. Therefore, there wa~ no more reason to 
apply one layer of Ai film to insulate radiatively the internal 
surfaces of the compartment. Thus, the AI tape wa~ applied only 
on the cylinder surface. 

The temperature distribution was monitored by 66 Cu-Co 
thermocouples distributed on fhe batteries, compartment surfaces, 
and vacuum chambers surfaces , and 12 thermistors alrcady 
installed inside the battery packs. 

Figures 6 and 7 present the compartment development model 
utilized in the tes t. 

Figure 6- View of the compartment development modcl. 
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Figure 7- View of the batterics. 

Test Rcsults. A preliminary comparison between thc 
measured temperatures in the test and the temperatures predicted 
by the mathematical model showed that both data were already 
close. The diffcrences betwcen thc prcdicted and measured 
temperatures for the batteries werc already less than 5°C. though 
there are biggcr temperature differences for the othcr nodes sincc 
the model was not adjusted yet. From this preliminary 
comparison it could be veritied th at in the tcst the temperature 
diftcrences, transvcrsally to the battery panei, were bigger, nnd 
that the tcmpcralures mcnsured for lhe battery radiatur wcre 
much lowcr thnn the predicled values. 

Thus lhe folluwing moditicat ions were introduccd in the 
rnathemalical rnodel: 

- rcd uction of the v alue of equi valent therrnal conducti vity tür lhe 
huneycomb transversal direction; 

- increase ofthe value of the alodine emissivity; 

- reduction ofthe thermal conductance ofthe lhermal grease; 
- reduction of the values of the conductive couplings through thc 
junctions between battery panei and compartment pnnel. 

Atler ad justing th e mathematical model new temperature 
prediction was done. Tables I and 2 present lhe diftcrenccs 
bctween therorctical anel experimental tcmperatures obtnined 
rcspectively for eold and hot cases. 

Figures 8 and 9 show a cornparison between lhe predictcd 
and measured valucs for the minimum anel max imum 
tcmperatures obtained along an orbit for the hot and cole! cases. 

Comrnents. The results of the studies show that the thcrmal 
control dcsign complies with the specitied requirements. 

Considcring the measured values it can be verified that thcrc 
is a large ternperature difference along the cclls, varying from 
6.6° C to 8. 7°C, depending on which pack o r phase of lhe tcst 
is been considered (see Figures I O and I I). These values lead to 
a large value of lhe thermal resistance along the battery body, 
around 4.5 W/m°C, which is not recornrnendcd. The mechani~.:al 
desig n proposcd tor the battcries should be re-evaluated in ordcr 
to dccrease the valuc of thi s thermal rcsistance. 
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Table 1- Comparison between measured and predicted 
tcrnperatures tor cole! case 

nodes te te localization 

61 
63 
98 
88 
78 
99 
107 
108 
104 
130 
!50 
135 
132 
163 
156 
170 
240 
236 
235 
233 
793 
215 
209 
46 
43 
39 
36 
16 
7 

14 
2 
9 

685 
688 
186 
37 
18 7 
lO 
15 
35 
38 

I ,3 Fw. blank cxt. surf. 
2,55 Fw. blank cxt. surf 

4 Bw. blank int. surf 
5,56 Bw. bla,nk int. surf 

6 Bw. blank int. surf. 
7 Roo r section int. surf 
8 Roof section int. surf 

57 Roof section int. surf 
9 Roof section int. surf 
I O Floor scction int. surf 
li Floor scction int. s urf. 
58 Floor section cxt. sur. 
12 Floor section int. surf. 
14 Cylindcr int. surf. 
15 Cylinder int. surf 
60 Cylinder ext. surf. 
16 Bat. Panei ext surf 
17 Bat. Panei ext. surf. 
18 Bat. Panei ext. surf. 
19 Bat. Panei ext. surf. 
20 Bat. Panei ext. surf. 
21 Bat. Pane i cxt. surf 
24 Bat. Panei cxt. surf 
25 Bat. Panei int. surf 
26 Bat. Panei int.surf. 
27 Bat. Panei int.surf. 
28 Bat. Panei int. surf. 
29 Bat. Panei int. surf 
30 Bat. Panei int.surf 
3 1 Bat. Panei int.surf. 
32 Bat. Panei int.surf. 
33 Bat. Panei int.surf. 
34 cx1. MLI on pack 2 
35 cxt. MLI on pack 3 
39 Bat. pack # I loot 
40 Next Bat. pack # I 
50 Bal. pack # 4 loot 

Bat. P. int. sur. (bat 4) 
Bat. 1'. int. sur. (bat 3) 
Bat. 1'. int. sur. (bat 2) 
Bat. P. int. sur. (bat I) 
Bat. pac k # I cclls top 
Bat.pack # 2 cells top 
Bat. pack # 3 cclls top 
Bat. pack # 4 cclls top 

tcmp. dif. avcragc ~ 
dif. Standard dcsv. 

predic. 
tcmp. 

TP (C) 
-9. 1 

-11.2 
-12 .1 
-11.2 
-11 ~ 
-10:6 
-9.9 
-9.9 

-10.6 
-9.6 

-11.5 
-9.5 
-9.9 
-5.3 

-12 2 
-3 .8 

-I 3.5 
-12.3 
-9.4 

-I 3.5 
-97.5 
-9.7 

-11.6 
-6.8 
-6.8 
-9.7 
-2.3 
-5 .7 
-7.2 

-13.2 
-7.2 
-5 .7 
-7.3 
-7.4 

3 
-2.3 
2.8 
2 
2 

2.2 
2.2 

meas. 
tcmp. 
Tp(C) 
-10.9 
-13 .7 
-12 .5 
-10.8 
-10.3 
-12.3 
-10.8 
-13 

-14.8 
-10.5 
-15.9 
-13.6 
-10.6 
-4.4 

-lO 
-3.9 

-23.2 
-16.4 
-12 .5 
-23 .5 
-98.6 
-13.5 
-13 
-6 

-5.2 
-14 
0.5 
-3.8 
-7.3 

-15.9 
-7.4 
-5.5 
-9.8 

-11.3 
2.8 
-1.2 
-0.9 

11.5 
10.5 
8.8 
7.4 

temp. 
diff. 
DT(C) 

1.8 
2.5 
0.4 
-0.4 
-1.3 
1.7 
0.9 
3.1 
4.2 
0.9 
4.4 
4.1 
0.7 
-0.9 
-2.2 
O. I 
9.7 
4.1 
3. 1 
lO 
1.1 
3.8 
1.4 

-0.8 
-1.6 
4.3 
-2.8 
-1.9 
0.1 
2.7 
0.2 
-0.2 
2.5 
3.9 
0.2 
-1.1 
3.7 

* 

2.4 
2.3 



Table 2- Comparison between mea~ured and predicted 
temperatures for hot case 

node.~ 

61 
63 
98 
88 
78 
99 
107 
108 
130 
135 
132 
163 
156 
170 
240 
236 
235 
233 
793 
215 
209 
46 
43 
39 
36 
16 
7 
14 
2 
9 ' 

685 
688 
186 
37 
187 
lO 
15 
35 
38 

te 

1,3 
2,55 

4 
5,56 

6 
7 
8 

57 
lO 
58 
12 
14 
15 
60 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
39 
40 
50 

te loealization 

Fw. blank ext. surf. 
Fw. blank ext. surf. 
Bw. blank int. surf. 
Bw. blank int. surf. 
Bw. blank int. surf. 
Roof section i nt. surf. 
Roof section int. surf. 
Roof section int. surf. 
Floor section int. surf. 
Floor section ext. sur. 
Floor section int. surf. 
Cylinder int. surf. 
Cylinder int. surf. 
Cylinder ext. surf. 
Bat. Panei ext. surf. 
Bat. Panei ext. surf. 
Bat. Panei ext. surf. 
Bat. Panei ext. surf. 
Bat. Panei ext. surf. 
Bat. Panei ext. surf. 
Bat. Panei ext. surf. 
Bat. Panei int. surf. 
Bat. Panel int. surf. 
Bat. Panei int. surf. 
Bat. Pane! int. surf. 
Bat. Panei int. surf. 
Bat. Panei int. surf. 
Bat. Panei int. surf. 
Bat. Panei int. surf. 
Bat. Panei int. surf. 
ext. MLI on pack 2 
ext. MLI on pack 3 
Bat. pack # 1 foot 
Next Bat. pack # I 
Bat. pack # 4 foot 
Bat. P. int. sur. (bat 4) 
Bat. P. int. sur. (hat 3) 
Bat. P. int. sur. (bat 2) 
Bat. P. int. sur. (bat I) 
Bat.pack 1 cells top 
Bat.pack 2 cells top 
Bat.pack 3 cells top 
Bat.pack 4 cells top 

telllJl. ditT. average 
diff. standard desv. 

pred. 
temp 
Tp(C) 

48.1 
•38.2 

38 
38.6 
38.6 
37 

41.8 
41.8 
43.9 
41.7 
39.7 
43 .8 
34.7 
45.7 
-9.6 

-10.8 
-8.4 
-9.6 
-96.3 
-7.9 
-8.8 
-3.6 
-3.6 
-6.4 
-1.7 
-2.1 
-2.3 
-10 
-2.4 
-2.1 
27.8 
28.2 
2.5 
-1.7 
3.3 
2.6 
2.6 
1.9 
1.9 

* 
* 

* 

meas. 
temp. 
Tm (C) 

47 
34.2 
34 

34.9 
34.3 
32.3 
38.6 
37.2 
36.7 
31.7 
35.7 
40.3 
32.6 
40.9 
-11.8 
-16.1 
-9.7 

-12.7 
-91.6 
-12 
-8.5 
0.8 
-0.5 
-3.6 
0.5 
3.5 
-0.7 
-7 

-2.8 
-0.7 
22.9 
23.6 

3 
-0.6 
1.1 

* 
* 
* 

10.3 
9.3 
8.8 
7.7 

temp. 
diff. 
DT(C) 

1.1 
4 
4 

3.7 
4.3 
4.7 
3.2 
4.6 
7.2 
lO 
4 

3.5 
2.1 
4.8 
2.2 
5.3 
1.3 
3.1 
-4.7 
4.1 
-0.'3 
-4.4 
-3.1 
-2.8 
-2.2 
-5.6 
-1.6 
-3 
0.4 
-1.4 
4.9 
4.6 
-0.5 
-1.1 
2.2 

* 
* 
* 
* 

* 
* 
* 

2.4 
3.2 
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16% DOD- cold case 

·5 

-6+--+--+--+--+--+--+--+--r-~--r-~~ 

1000 2000 3000 4000 5000 
Timr: ("'' 

.._ bat. pack #I · pred. temp. - bat. pack #4- pred.temp. 

.,.._. bat. pack 111 - meas. temp. ....... bat. pack #4- meas.temp. 

6000 

Figure 8 - Measured and predicted temperatures along orbit for 
the cold case. 

16% DOO • hot case 

-4~~~~~-+~~~~~-+~~~~~~ 
o 900 1800 2700 3600 4500 5400 

Time (s) 

~ battery pack #1 - predicted temp. ...., battery pack #4- predicted temp. 
,..,... battery pack #1 - meesured temp . .....,. battery pack #4- measured temp. 

Figure 9 - Measured and predicted temperatures along orbit for 
the hot case. 
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Figure 10- Temperature differences mea~ured along the battcry 
for co!d case. 
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~ hat. 1 - cell t.op m~s. temp. _,._ bat. 1 - foot mc<ts. temp . 

.... br\1. 4- foot meas. temp. _._ bat. 4- cdl foot. meas. temp. 

Figure 11 - Temperature difference~ measured along the battery 
bocly for hot case. 

CONCLUSION 

The thermal mathematica! rnodel developed for the battery 
compartment simulates very well lhe thermal behavior of thc 
compartment. Moreover, tests anel analyses <kmonstrated that the 
thermal control dcsign proposed for the battery compartment 
satisfies thc specified requirements. 
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RESUMO 

O presente trabalho tem como objetivo a implementação de uma rotina computacional, capaz de simular 
um sistema de refrigeração básico, mostrando a influência da temperatura ambiente e seus efeitos no 
desempenho do ciclo termodinâmico. O referido sistema é dividido em componentes, através de volumes de 
controle, e modelados individualmente, obtendo-se assim uma série de N equações com N incógnitas. A 
resolução é feita para regime permanente, e os resultados simulados são analisados e discutidos, tendo como 
parâmetros ensaios experimentais realizados de acordo com o teste de Pull-Down. 

INTRODUÇÃO 

A perspectiva de escassez da energia elétrica em todo o país 
já no começo do próximo milênio, vem trazendo em seu bojo 
uma crescente preocupação com a conservação de energia em 
todos os setores industriais. No ramo da refrigeração, vemos uma 
guerra silenciosa no sentido de produzir refrigeradores cada vez 
mais eficientes. 

Porém esse salto de qualidade está umbilicalmente ligado às 
pesquisas de novos produtos, bem como no estudo . do impacto 
que cada componente causa no sistema. Neste campo a simulação 
numérica é a responsável por este avanço, uma vez que com 
custos bastante reduzidos, pode-se combinar uma infinidade de 
opções, criando os mais variados sistemas, que levariam anos e 
com custos exorbitantes, para serem experimentados em 
laboratórios. 

Este trabalho tem como objetivo a simulação de um 
refrigerador doméstico, a partir das características individuais dos 
componentes que constituem o sistema. Com a modelagem 
desses componentes teremos uma série de equações algébricas 
que combinadas comporão o ciclo de refrigeração por completo. 
Estas equações serão deduzidas para regime permanente tendo 
como base os dados fornecidos pelos fabricantes (curvas 
características), balanços de energia e de massa, bem como o 
processo fisico da transferência de calor. 

O método utilizado na resolução desse sistema, foi proposto 
por Stoecker ( 1971) e consiste na resolução simultânea de uma 
série de equações, iutilizando a técnica , de Newton-Raphson. Os 
resultados serão comparados com os ensaios experimentais, onde 
ainda analisaremos a influência da variação da temperatura 
ambiente no desempenho do ciclo. 

DESCRIÇÃO E MODELAÇÃO DO SISTEMA 

O sistema analisado foi o de um refrigerador de uma porta, 
onde está a maior demanda do mercado nacional. Este sistema é 
composto de um compressor hermético do tipo recíproco modelo 
PW- 4,5 K-9 fabricado pela EMBRACO, de um condensador 
tipo arame sobre tubo. de um dispositivo de expansão do tipo 
tubo capilar com 3m de comprimento e com O, 73mm de diâmetro 
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interno, de um evaporador roll-bond do tipo "C" e um trocador 
de calor contracorrente entre a linha de sucção e o tubo capilar. 

O compressor desloca uma certa quantidade de fluido 
refrigerante no estado de vapor superaquecido, recebendo energia 
necessária para a compressão e rejeitando calor para o ambiente. 
Estando a uma temperatura acima da temperatura ambiente, o 
vapor rejeita calor ao passar tanto na tubulação de descarga 
quanto no condensador, onde muda de estado. O líquido 
condensado sai do condensador levemente subresfriado e entra 
no tubo capilar, onde uma parte está inserido na tubulação de 
sucção, fazendo com que além da expansão, ocorra uma 
transferência de calor do líquido em expansão para o vapor 
superaquecido. Saindo do tubo capilar o fluido (líquido + vapor) 
entra no evaporador, absorvendo calor do ambiente refrigerado, 
onde se evapora e superaquece. Ao sair do evaporador o vapor 
superaquece ainda mais com o calor que recebe do tubo capilar, 
onde por fim retorna ao compressor completando o ciclo. 

Com o objetivo de simplificar a modelação, os processos de 
expansão e transferência de calor foram analisados em separado. 
Desta forma o refrigerante sofre uma expansão isoentalpica ao 
passar pelo dispositivo de expansão e o trocador de calor está 
localizado entre a linha de líquido e a de sucção, conforme 
figuras I e 2. Note que no ciclo réal este processo combinado está 
representado pela linha pontilhada do diagrama pressão-entalpia. 

4 

Fig. I - Esquema do ciclo de refrigeração 
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Fig. 2 - Diagrama pressão-entalpia do sistema 

Dividindo e~te ciclo em componentes individuais e, fazendo 
um volume de controle em cada um, podemos analisar o estado 
de entrada e saída do fluido em cada ponto: 

Compressor 

O esquema do compressor é mostrado na figura 3. Através 
de ensaios calorimétricos realizados pelo fabricante, obtivemos 
valores da potência e do fluxo de massa para várias temperaturas 
de· condensação e evaporação. Para transformar esses valores 
pontuais em funções, foram feitos ajustes de equações usando o 
método de mínimos quadrados. Devido os ensaios terem sido 
feitos para uma temperatura ambiente de 32 °C, tivemos ainda 
que levar em consideração a influência da variação do volume 
específico junto ao fluxo de massa. 

O calor liberado pelo compressor é calculado a partir das 
correlações da convecção natural e radiação térmica, sugeridas 
por Incropera e De Witt ( 1990). Para isto admitimos o 
compressor como uma esfera de 15cm de diâmetro e com 
temperatura superficial uniforme. Assim podemos escrever as 
equações da seguintes forma: 

W = f{Te;Tc) (I) 

rh = f{Te;Tc ;Tamb) 

Ocp = UA · (rcorpo - Tamb ) 

W- Ocp = rh1 · (hz- h1) 

mi= mz 

rhz Ocp 

11 

-1 1-====:!:===:::J+-- w 

~ U I 

i 
mi 

Fig. 3 - Esquema do compressor 

Tubulação de descarga 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

A tubulação de descarga vai da saída do compressor até a 
entrada do condensador. É constituído por um tubo de 47,6mm 
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de diâmetroyor 900mm de comprimento. Fazendo um volume de 
controle nesta tubulação, vemos que calor é dissipado para o 
ambiente, conforme a figura 4. A importância de levarmos em 
consideração esta dissipação de calor é que caso contrário iremos 
superdimensionar o condensador. 

Para o cálculo da taxa de transferência de calor foram 
adotadas as seguintes hipóteses: 
(a) As propriedades tisicas do ar são constantes ao longo da 
tubulação; 
(b) O tubo está inteiramente na vertical ; 

Desta forma obtemos as seguintes equações: 

Otub = UA · {DMLT)ub (6) 

Otub = rhz · (h3 - h2) (7) 

rhz = rh3 (8) 

rh2 

Fig. 4 - Esquema da tubulação de descarga 

Condensador 

O subsistema de condensação é esquematizado conforme a 
figura 5. Devido a sua estrutura complexa (tubos e arames), 
Cyphers et ai. ( 1958) consideraram cada elemento em separado e 
estabeleceram a taxa de transferência de calor como a soma de 
cada componente. Desta forma modelamos os tubos como 
cilindros horizontais e os arames como cilindros verticais para a 
convecção natural. Já no que se refere a radiação térmica, 
Collicott et ai. (1963) propuseram um gráfico para determinação 
do fator de forma para esta geometria. 

Salientamos que para tratar o problema fisico da 
transferência de calor, o trocador de calor foi dividido em três 
partes distintas: a região de desuperaquecimento, a região de 
saturação e a região de subresfriamento. No entanto, uma vez que 
o líquido ao deixar o condensador está praticamente saturado 
(levemente subresfriado), foi desprezado a taxa de transferência 
de calor da região de líquido subresfriado. 

Ocd 

rh3 m4 

Fig. 5 - Esquema do condensador 



Assim as equações que norteiam o condensador podem ser 
escritas de acordo com o que segue: 

Occt = UA .fDMLT).~ + UA ·(Tcond- Tamb) (9) ~ uesuper 

Occt = m3 · (h3 - h4) 

m3 = m4 

Trocador de calor intemwdiário 

( 10) 

(li) 

O trocador de calor mostrado na figura 6 é do tipo 
contracorrente e de tubos coa'dais, onde a linha de líquido é 
inserida na tubulação de sucção. Sua função é melhorar o 
desempenho do ciclo, álém de garantir que somente vapor 
superaquecido chegue ao .compressor. Como a troca de calor com 
o meio é pequena, estamos considerando-o adiabático. As 
equações apropriadas são da forma: 

h4 + h7 = h1 + h5 

T1 - '17 = E · (T4 - T7) 

m4 = rils 

m7 =mi 

Fig. 6 - Esquema do trocador de calor 

Tubo capilar 

(12) 

(13) 

( 14) 

( 15) 

O objetivo do tubo capilar é proporcionar uma queda de 
pressão a medida em que o refrigerante escoa por ele, fazendo 
com que parte dele se evapore, proporcionando um abaixamento 
de temperatura. Este componente não realiza trabalho, além de 
podermos desprezar as variações da energia cinética e potencial 
e considerá-lo adiabático. Desta forma aplicando a lei de 
conservação de energia, temos que a expansão ocorre 
isoentalpicamente. Assim podemos exprimir as equações desse 
dispositivo como: 

hs = h6 ( 16) 

(17) 

Evaporado r 

O evaporador utilizado neste sistema é de grande 
dificuldade para modelação. Seu esquema está mostrado na 
figura 7, e o cálculo do coeficiente UA não foi modelado 
matematicamente, mas sim usado valores sugeridos pelo 
fabricante, em função do volume do refrigerador. Mais uma vez 
dividimos o trocador de calor em duas regiões distintas: a de 
saturação e a de superaquecimento. Desta forma as equações para 
o subsistema ficam: 

Oev = UA · (Tref- Tevap} UA · (DMLT)super (18) 

Oev = ril6·(h6-h7) (19) 
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(20) 

Fig. 7 - Esquema do evaporador 

SIMULAÇÃO DO SISTEMA 

Obtida a partir da modelação, uma série de equações que 
descrevem o ciclo de refrigeração por completo, o passo seguinte 
é resolver este sistema de N equações a N incógnitas. Vários 
métodos podem ser utilizados, porém Stoecker ( 1989) analisou 
os métodos de substituição sucessiva e o de Newton-Raphson . 

Neste trabalho utilizamos o segundo método, que é o de 
solução simultânea, cujas vantagens destacam-se a perfeita 
adaptação com o programa generalizado de simulação, 
resolvendo inclusive sistemas bastante complexos; a 
independência da seqüência das equações, sem prejudicar a 
convergência da solução; e o menor tempo de processamento. 

Para este método temos que reescrever todas as equações na 
forma residual, isto é, colocar todos os termos de um lado do 
sinal de igualdade, e admitir valores iniciais para cada variável~ 
Assim o programa vu! calcular os resíduos a partir destas 
variáveis. Como estes resíduos não devem ser iguais a. zero 
(solução do sistema!), as derivadas parciais de todas as eq).layões 
na forma residual são calculadas para formar um novo sistema de 
equações onde são resolvidas pelo método de eliminação de 
GAUSS. Estes novos valores formam a solução provisória, onde 
vão ser usados para calcular os novos resíduos e comparados 
através do critério de convergência imposto. Se ela não for 
obtida, o processo se repete com os valores das variáveis mais 
atuais, até que o critério de convergência seja atingido. 

ANÁLISE DOS RESULTADOS 

Após a validação da rotina computacional , tomando como 
base os ensaios experimentais realizados em câmaras com 
temperaturas controladas e de acordo com a normalização 
vigente, fizemos a temperatura ambiente variar para analisar as 
alterações ocorridas nas simulações do sistema. fara o nosso 
contexto, tomamos dois parâmetros, essenciais para o 
desempenho do refrigerador, que são a capacidade de 
refrigeração e o coeficiente de eficácia. 

A figura 8 mostra que a capacidade de refrigeração aumenta 
com o aumento da temperatura ambiente. Embora a curva se 
mostre de maneira inversa ao que mostrou Hamilton e Miller 
(1990), entendemos que com o aumento da temperatura 
ambiente, a temperatura de condensação sobe, fazendo realmente 
com que a capacidade de refrigeração tenha uma queda. 
Entretanto a temperatura de evaporação também sobe, 
provoca~do um ligeiro aumento na capacidade de refrigeração. 
Além disso, podemos observar a variação do volume específico 
na sucção do compressor, que tem grande influência no fluxo de 
massa descarregado pelo mesmo. Gosney ( 1982) mostrou que o 
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efeito refrigerante volúmico cresce rapidamente com o aumento 
da temperatura de evaporação. 

No que tange ao coeficiente de eficácia, a figura 9 mostra 
que existe um pequeno decréscimo quando aumentamos a 
temperatura ambiente. Isto acontece porque, mesmo tendo um 
acréscimo da capacidade de refrigeração, ocorre um aumento da 
potência de compressão. Esse aumento ocorre tanto em função do 
acréscimo da temperatura de condensação quanto da temperatura 
de evaporação. No que se refere a temperatura de condensação 
sempre que a aumentamos, a potência também aumenta. Já em 
relação a temperatura de evaporação pode ocorrer um acréscimo 
ou um decréscimo na potência. Para o refrigerante R-12 e na 
faixa de operação do nosso sistema (40 °C < Te < 60 oc e -30 °C 
< Te < -20 °C) temos um aumento da potência com o aumento da 
temperatura de evaporação 
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CONSIDERAÇÕES FINAIS 

O desenvolvimento de novos produtos é uma tarefa árdua, 
que requer tempo e dinheiro, uma vez ,que existem infinitas 
combinações para a construção de protótipos, bastando para isso 
variar cada um dos componentes do ciclo. 

Este programa, juntamente com um banco de dados onde 
diversos equipamentos estejam modelados, se constitui numa 
ferramenta valiosa, uma vez que o mesmo selecionará com 
bastante rapidez, as melhores combinações de sistemas de acordo 
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com a necessidade de projeto. Após esta seleção é que se 1rá 
construir o(s) propótipo(s) para ser( em) ensaiados em laboratório. 

Finalmente este trabalho pode (e deve!) ser expandido para 
refrigeradores que operem com tetratluoretano (R-134a). O Brasil 
como país signatário do Protocolo de Montreal começará a 
reduzir sua produção de dicloroditluormetano (R-12) a partir de 
1997, e eliminará por completo sua produção em 200 I. 
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ABSTRACT 

This work intends to develop a computer routine for simulation 
of a basic refrigeration system. The effects of room temperature 
on the performancc of the thermodynamic cycle are shown. The 
system is divided into components, through control volumes, 
which are modelled individually, thus obtaining a series of N 
equations with N unknows. The system is solved for steady state 
conditions and the simulation results are analysed and di scusscd 
according to parameters obtained from " pull-do\Yn" experimental 
data. 
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SUMÁRIO 
Este trabalho apresenta um modelo matemático e as principais características de um simulador 

numérico desenvolvidos para analisar o escoamento em tubos capilares adiabáticos e não adiabáticos. 
Resultados numéricos são comparados com resultados experimentais obtidos em bancada de ensaios 
própria. É também mostrada a evolução da temperatura de entrada no wbo capilar bem como da vazão 
mássica medidas durante um ensaio típico. Porjim é realizada uma breve análise de sensibilidade. 

INTRODUÇÃO 

A quantidade de artigos publicados tratando do escoamento 
de fluidos refrigerantes através de tubos capilares tem 
alll1lentado nos últimos anos. São vários os motivos que 
contribuem para isso, podendo-se aqui destacar três deles: 
difusão de recursos computacionais e numéricos nos meios 
industrial e de pesquisa, necessidade de substituição dos CFCs 
por fluidos que não agridam a camada de ozónio c, por último, a 
importância que o tubo capilar tem no desempenho dos sistemas 
de refrigeração onde se encontram instalados. 

O tubo capilar nada mais é do que um tubo de cobre, de 
pequeno diâmetro interno e grande comprimento, sendo o 
elemento de expansão utilizado no controle de vazão de sistemas 
de refrigeração por compressão de vapor de pequeno porte, tais 
como refrigeradores, congeladores c condicionadores de ar 
domésticos. É interessante analisar o papel do tubo capilar no 
sistema de refrigeração, comparativamente ao do compressor. 
Enquanto este último é o elemento ativo responsável pela 
circulação de fluido no sistema, o tubo capilar é o elemento 
passivo a oferecer resistência a esta circulação, resultando dessa 
operação combinada a vazão de equilíbrio do sistema. Assim, 
embora seja um elemento de constmção muito mais simples, e 
muito menos dispendioso do que o compressor, o papel a ele 
reservado no desempenho do ciclo de refrigeração é 
fundamental. Ao se fazer referência ao desempenho, deve-se 
considerar a obtenção tanto de condições adequadas de 
temperatura e carga de refrigeração, quanto de níveis 
apropriados de consumo energético. Nesse sentido, é inequívoca 
a imnortância do correto dimensionamento desse componente, 
bem como da avaliação de seu comportamento sob diferentes 
condições operacionais. 

Durante muito tempo o dimensionamento de tubos 
capilares foi realizado por métodos caracterizados 
essencialmente pelo empirismo. A metodologia proposta pela 
ASHRAE (1988), baseada nos trabalhos de Whitesel (1957a, 
1957b) e Hopkins ( 1950) representa um avanço, mas é 
relativamente deficiente para tubos capilares adiabáticos (Melo 
& Negrão, 1988) e inconveniente para tubos capilares não 
adiabáticos' (justamente o tipo utilizado em refrigeradores e 
congeladores domésticos), porque admite a existência apenas de 
líquido na região do trocador de calor, uma situação pouco 
comum nos casos reais. São vários os trabalhos publicados 
tratando de tubos capilares adiabáticos, podendo-se citar, entre 
outros, Erth (1969), Mikol (1963), Wijaya (1992), além de 
Whitesel (1957a, 1957b), Melo & Negrão (1988) e Hopkins 
(1950), citados anterionnente. Em relação aos tubos capilares 
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não adiabáticos, a quantidade de trabalhos é limitada, podendo­
se citar os trabalhos de Christensen e Jorgensen ( 1967), Pate 
(1982), Peixoto e Bullard (1994), Paiva et ai. (1995) e Dirik et 
a\. ( 1994). 

No caso de tubos capilares não adiabáticos, um aspecto 
importante a ser considerado é o tipo de trocador de calor 
constituído pelo tubo capilar e a linha de sucção, que conduz o 
fluido refrigerante vaporizado de volta ao compressor. No Brasil, 
o tipo de trocador de calor usualmente utilizado é o de tubos 
concêntricos (vide figura 1 ), ao contrário do que acontece, por 
exemplo, nos E.U.A., onde o mais usual é o trocador de calor de 
tubos laterais, no qual o tubo capilar é soldado na superficie 
externa da linha de sucção. A quantidade de ,trabalhos 
publicados considerando tubos capilares com trocador de calor 
de tubos concêntricos é ainda mais limitada. 

LINHA DE SUCÇÃO 
P, 

Evaporador 

T,,Is 

Figura 1: Desenho esquemático de um tubo capilar com trocador de 
calor de tubos concêntricos, com a indicação das principais variáveis 
do problema. 

Os fatos anteriormente mencionados e a necessidade de 
substituição do CFC 12 por fluidos alternativos que não agridam 
a camada de ozónio, além do considerável porte da área de 
refrigeração doméstica no Brasil, criaram em nosso país um 
ambiente propício ao desenvolvimento de trabalhos de pesquisa 
no assunto. 

O presente artigo relata os principais aspectos de um 
desses trabalhos. São apresentados sucintamente o modelo 
matemático para simulação numérica do escoamento, o aparato 
experimental utilizado para realização de testes de validação do 
modelo e os principais resultados obtidos. Resultados numéricos 
c experimentais para tubos capilares adiabáticos e não 
adiabáticos, usando CFC 12 ou HFC 134a, são apresentados. 
Muito embora o simulador numérico desenvolvido tenha versões 
tanto para trocadores de calor de tubos concêntricos, quanto para 



trocadores de calor de tubos laterais, o artigo contempla apenas 
os do primeiro tipo, por serem eles os mais utilizados no Brasil. 

MODELO MATEMÁTICO 

Apesar de o tubo capilar ser um elemento construtivamente 
simples, são relativamente complexos os fenômenos fisicos que 
ocorrem no escoamento que se desenvolve em seu interior. 
Existe escoamento monofásico, bifásico, com ou sem 
transferência de calor, podendo ainda ocorrer que condições 
críticas de escoamento sejam atingidas na seção de saída desse 
componente. Um fenômeno que também condiciona o 
desempenho de tubos capilares é a possibilidade de haver atraso 
de vaporização ("cday of vaporization"), ou seja, o início de 
vaporização do fluido ocorrendo à jusante do ponto teoricamente 
previsto quando o equilíbrio estável líquido-vapor para interface 
plana é admitido. 

Ao se desenvolver um modelo matemático para o 
escoamento no interior de tubos capilares, os principais aspectos 
a serem considerados são: 

• tipo de escoamento bifásico (homogêneo, fases separadas, 
etc); 

• fator de atrito para o escoamento de líquido; 
• perda de carga no escoamento bifásico; 
• transferência de calor entre a linha de sucção e o tubo 

capilar; 
• escoamento crítico na região bifásica; 
• atraso de vaporização. 

As principais hipóteses adotadas no desenvolvimento do 
modelo matemático proposto são as seguintes: regime 
permanente, escoamento bifásico homogêneo, equilíbrio 
termodinâmico estável entre as fases, escoamento horizontal, 
refrigerante puro (isento de óleo), inexistência de condução axial 
de calor através das paredes dos tubos, existência de troca de 
calor com o ambiente. 

O tubo capilar não adiabático é constituído normalmente 
por um trecho inicial e outro final adiabáticos (em que, na 
realidade, existe uma pequena troca de calor com o ambiente), 
além de um trecho intermediário em que há troca de calor com a 
linha de sucção, confonne anteriormente mostrado na figura I . 
As equações do modelo são apresentadas a seguir de forma 
genérica, tanto para o trecho adiabático como para o trecho do 
trocador de calor, fazendo-se a distinção apenas quando 
necessário. 

Equações de Conservação - Trecho com Escoamento de 
Líquido. Nas equações a seguir apresentadas utiliza-se z, para a 
posição ao longo do tubo capilar, G, para fluxo mássico, P, para 
pressão, T, para temperatura, f, para fator de atrito de Darcy, v, 
para volume específico, D, para diâmetro, h, para coeficiente de 
transferência de calor por convecção, ,;, , para vazão mássica, 
UA ·,para o produtt~'entre o coeficiente global de troca de calor 
com o ambiente e' a área de troca de calor por unidade de 
comprimento, H, para entalpia específica e Cp, para o calor 
específico à pressão constante. Para os índices, a simbologia 
utilizada é te, para fluido escoando no tubo capilar, Is, para 
fluido escoando na linha de sucção, i, para interno, o, para 
externo, e, para entrada, s, para saída, amb, para ambiente e w, 
para parede. 

As equações a seguir representam, pela ordem, a 
conservação de massa, a conservação de quantidade de 
movimento e a conservação de energia para o escoamento 
através do tUbo capilar: 

G te = constante (I) 
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dPte = f 1eGfeVte (2) 
dz 2Dte.i 

dTte htc1tDtc.dTtc- T w,tc) (3) --= 
clz nltc Cptc 

A equação do balanço de energia para a parede do tubo capilar 
na região "adiabática" (observar que não existe troca de calor do 
tubo capilar com a linha de sucção, mas ela pode ocorrer entre a 
parede do tubo e o ambiente) é: 

h te 1tDrc.t Ttc + UA;c T amb 
Tw,tc= • 

h te 1tDre,i +UAte 
(4) 

Na região com trocador de calor, a equação de conservação de 
energia para o escoan1ento na linha de sucção e para as paredes 
dos tubos é: 

dTts 
dz 

hts.o1tDts.dTts- T w,/s} + 

nltsCPts 

hls.i 1tDte,e(T w,te- TtsJ 

nltsCP!s 

-h..:.:.tc:..D_..:.:.te:.::·':....T_t:.:.e_+_l_ll:.:.s·::..i _D_;t.:::e·:.:.•_T..c:..ts 
Tw.te= 

htcDtc,i + hts,i Dte,e 

hts,o 1tDts.i Tts + UAÍsT amb 
r~b= . 

hls.o 1tD1s,i +VAis 

(5) 

(6) 

(7) 

Como o escoamento na linha de sucção ocorre através de wna 
passagem anular, os termos hts.i e h1s,o se referem à troca de calor 
junto, respectivamente, à parede do tubo capilar e à parede da 
linha de sucção. 

Equações de Conservação - Trecho com Escoamento 
Bifásico. São equações análogas às apresentadas anteriormente. 
Equações de conservação para o fluido no tubo capilar: 

G te = constante 

·dPte 

dz 

dflte = 
dz 

/ 1eGfeVtc -G2 dVte 
te 

2Drc,i dz 

htc1tDtc,dTtc- T w,tc} G2 dVtc 
Vtc /Cd 

nltc Z 

(8) 

(9) 

(lO) 

Para as paredes dos tubos e para o escoamento na linha de 
sucção as equações são idênticas às apresentadas para o trecho 
com escoamento de líquido no tubo capilar. 

Equações Constitutivas. As d<:mais equações que compõem 
o modelo matemático são apenas citadas a seguir: 

• Equações de Martin-Hou, para o cálculo das propriedades 
tennodinâmicas dos fluidos refrigerantes. 

• Para as propriedades de transporte, foram utilizadas 
equações interpolantes dos valores tabelados no Manual da 
ASHRAE (1989). 

• Equação de Serghides (Apud Kakaç et ai., 1987), para 
cálculo do fator de atrito no escoamento turbulento 
monofásico. Esta equação é explícita e aproxima com grande 
precisão a equação de Colebrook. 



• Para o fator de atrito no escoamento bifásico, a equação de 
Serghides é também utilizada, mas no cálculo do número de 
Reynolds é considerada a viscosidade média bifásica, 
calculada pela equação de Dukler. 

• A transferência de calor entre a linha de sucção e o tubo 
capilar é amplamente dominada pela resistência ténnica do 
lado da linha de sucção, sendo utilizados os dados de Kays c 
Leung (Apud Kays & Crawford, 1980) no cálculo do 
coeficiente de transferência de calor por convecção. Para o 
lado do tubo capilar, a equação de Dittus-Bõelter, 
convenientemente adaptada para o escoamento bifásico, é 
utilizada . 

• No cálculo da velocidade crítica da mistura bifásica, o 
modelo de equilíbrio homogêneo é utilizado, em consonância 
com o modelo de escoámento bifásico adotado. 

Resolução do Sistema de Equações Diferenciais. Como as 
equações diferenciais ordinárias que constituem o problema são 
de primeira ordem, é necessário o conhecimento apenas das 
condições iniciais. Nesse sentido, inicialmente foi utilizado o 
método de Runge-Kutta de 43 ordem na integração dessas 
equações. A fim de acelerar o processo de cálculo, o método de 
Adams-Brashforth foi considerado posterionnente, mas a 
tradicional fónnula para passo constante de integração teve que 
ser alterada para pennitir a utilização de passo variável. Isto é 
necessário, em virtude do grande aumento observado na taxa de 
variação espacial das variáveis dependentes do problema à 
medida que a abscissa (variável z) <.;resce. De fato, para 
escoamento crítico, tais taxas de variação tendem a infinito na 
seção de saída. 

ALGORITMO DE CÁLCULO 

A metodologia básica de cálculo consiste em fixar a vaziio 
e integrar as equações diferenciais desde a seção de entrada no 
tubo capilar até o ponto em que a pressão no escoamento se 
iguala à pressão do reservatório de jusante, ou quando condições 
críticas de escoamento são atingidas. A abscissa onde uma 
dessas duas condições é atingida detemlina o comprimento do 
tubo capilar necessário à obtenção dns condições fixadas. Esse é 
o tipo de cálculo usado para dimensionamento do tubo capilar. 

Uma das dificuldades do processo de cálculo decorre do 
fato de que as condições iniciais do tubo capilar e da linha de 
sucção ocorrem em extremos opostos, visto que o trocador de 
calor é em contracorrente. Nesse sentido, deve ser utilizado um 
método iterativo de busca da solução. 

Quando o comprimento do tubo capilar é conhecido e se 
deseja calcular a vazão (simulação de desempenho), deve haver 
um ·reciclo adicional de cálculo. A figura 2 apresenta o 
fluxograma simpliticado do algoritmo de cálculo utilizado para 
esse caso. 

UNIDADE LABORATORIAL 

A unidade experimental constnlida para a realização de 
ensaios em tubos capilares é do tipo "blow-down", ou seja, o 
fluido refrigerante é annazenado em um reservatório a alta 
pressão e, escoando através do tubo capilar, é descarregado para 
um reservatório a baixa presslío. O processo é em batelada, e a 
duração do ensaio pode ser de até 4 h, dependendo da vazão de 
refrigerante. A figura 3 apresenta o fluxograma de processo 
simplificado da unidade. 

O vapor de fluido refrigerante na linha de sucção foi 
substituído por ar, para facilitar a medição do pertil de 
temperturas. Para que a similaridade fosse mantida, o diâmetro 
da linha de sucção e a vazão na linha de sucção tiveram que ser 
alterados. 

As temperaturas foram medidas com tem10pares do tipo T, 
com incerteza global de 0,3 °C. As medidas de press..'ío foram 
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ALGORITMO PI 
CALCULO DE 
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Estimativa Integração eqs. até: 
inicial para 1-------1~ 1) Ptc = Pevap ,ou 

T s,ls 2) Vtc = Vcr~t 

Figura 2: Fluxograma simplificado do algoritmo de cálculo utilizado na 
simulação, na versão de cálculo de vazão através do tubo capilar. 
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Figura 3: Fluxograma de processo simplificado da unidade 
experimental implementada. 

feitas com transdutores, com incerteza global de 2 kPa. A vazão 
de fluido refrigerante foi medida com medidor do tipo Coriolis, 
com incerteza global de 0,05 kg/h. O diâmetro médio do tubo 
capilar foi medido fazendo-se o seu enchimento com mercúrio 
metálico, seguido da medição da massa introduzida, processo 
esse que pennite obter uma precisão de I %. 

Previamente à realização dos testes principais, foram 
realizados alguns ensaios preliminares para avaliação da 
rugosidade relativa do tubo capilar e do coeficiente de 
transferência de calor na passagem anular (linha de sucção). 
Esses ensaios pennitiram validar as equações adotadas no 
modelo matemático proposto. 

A unidade laboratorial possui duas linhas para teste de 
tubos capilares. Na principal, o tubo capilar é con.pletamente 
instrumentado, confonne mostrado na figura 3. Na linha 
auxiliar, foram colocados instrumentos apenas na entrada e saída 
do tubo capilar, pennitindo a rápida substituição de um tubo 
capilar por outro. Foram realizados ensaios para vários níveis de 
subresfriamento, pressões de entrada correspondentes a 
temperaturas de condensação de 40 , 45, 50 e 55 °C e pressão de 



!L 

descarga correspondendo a uma temperatura de evaporação de 
-25 °C. Para o ar na entrada da bnha de sucção, foram utilizados 
dois níveis de temperatura, -20 e -15 °C. Quando da realização 
de testes com tubo capilar adiabático, a circulação de ar era 
interrompida. 

RESULTADOS 

Neste item serão apresentados os pnncipais resultados 
experimentais obtidos cm ensaios com tubo capilar adiabático 
com HFC 134a e em ensaios de tubo capilar não adiabátiw com 
CFC 12 e HFC 134a. 

Tubo capilar adiabático com HFC 134a. Nos ensaios 
experimentais realizados, o procedimento consistia na fixação 
dos níveis requeridos de pressão na entrada do tubo capilar c no 
reservatório de descarga, e na variação do grau d<.: 
subresfriamento de 12 a 3 °C. A figura 4 apresenta a evolução da 
temperatura na entrada do tubo capilar e, a figura 5, a 
correspondente evolução da vazão de refrigerante. 
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Figura 4: Evolução ao longo do ensaio da temperatura do refrigerante 
na entrada do tubo capilar. 
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Figura 5: Evolução ao longo do ensaio da vazão mássica de fluido 
refrigerante através do tubo capilar com escoamento adiabático. 

Na figura 5 notam-se instantes em que a vazão sofre 
variações bnascas, nos quais o ponto de início de vaporização 
sofre deslocamentos grandes e praticamente instantâneos em 
direção à entrada do tubo capilar. Não obstante, observa-se que a 
vazão tende a um valor estável para cada nível de 
subresfriamento fixado. 

A figura 6 apresenta o perfil medido de temperaturas do 
fluido refrigerante ao longo do tubo capilar para um ensaio 
particular. A curva de temperatura de saturação indicada é 
determinada a partir da pressão medida na entrada do tubo 
capilar e da perda de carga calculada com a nagosidade e a vazão 
de refrigerante medidas. O atraso de vaporização é evidente 
porque o ponto onde o "tlashing" se inicia (queda abmpta d<.: 
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Figura 6: Perfis medidos de temperatura em teste realizado com tubo 
capilar adiabático, destacando-se o atraso de vaporização observado. 

temperatura do refrigerante) ocorre à j usank do ponto onde a 
temperatura do refrig..:rantc s<.: iguala ú temperatura ck 
saturação. Esse fenômeno foi constatado <.:m quas<.: todos os 
ensaios com tubo capilar adiabático. 

Para cada condição operacional foram realizados entre 3 e 
4 ensaios. No atraso de vaporização, loi observado, de maneira 
g..:ral, que a magnitude do superaquecimento do líquido para 
cada condição operacional segue um comportamento aleatório, 
concordando nesse aspecto com os resultados obtidos por Melo 
(I 'J95). Nesse sentido, não parece muito conveniente incorporar 
ao modelo matemático uma <.:xpr<.:ssão para cálculo do 
superaquecimento do líquido. Uma alt<.:mativa pod<.: ser a adoção 
de valores empíricos médios . 

A tigura 7 mostra a comparaçiio entre valores medidos e 
calculados d<.: vazão sem considerar o eleito do atraso de 
vaporização nos cálculos. O d..:svio dos resultados numéricos cm 
rdação aos exp..:rim..:ntais é , cm média, de -I , I % e, <.:m 90 % 
dos casos, situa-s<.: na faixa entr<.: -8 , I <.: 6 %. Quando se 
considera nos cálculos o grau de superaqu..:cimento medido do 
liquir:~ , o desvio médio aumenta para 6,5 % , mas a dispersão 
diminui , caract<.:rizando que o atraso de vaporização é um fator 
de incerteza do modelo 
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Figura 7: Comparação entre valores medidos e valores calculados 
para o caso tubo capilar adiabático com HFC 134a. 

Tubo capilar não adiabático com CFC 12. Ness..:s ensaios 
foi observada uma mudança profunda de comportamento do tubo 
capilar em relação ao caso anterior, principalmente no que diz 
respeito à estabilidade de operação. Na figura 8 aprcs..:nta-se, 
para um ensaio típico, a curva de vazão durante um período do 
ensaio. 

Ao contrário do que ocorre no caso de tubo capilar 
adiabútico, a vazão não decresce continuam<.:ntc, mas aos saltos, 
havendo instantes com dimimuição e instantes com aumento d..: 
vazão, caracterizando a instabilidade. Existem situações cm que 



10 

:ê 9 
c;, 
:!!. .. 8 u 
'iii .. ... 
E 7 
o .. ... .. 

6 > 

5 
80 85 90 95 100 105 110 

Tempo(min) 

Figura 8: Evolução ao longo do ensaio da vazão mássica de flu ido 
refrigerante através do tubo capilar com escoamento não adiabático. 

essa instabilidade não cessa, mesmo após ser atingido o 
subresfr~amento requerido. O motivo dessa instabilidade pode 
ser creditado ao atraso de vaporização, e à relat iva proximidade 
entre as inclinações das curvas de temperatura do refrigerante e 
de temperatura de saturação. 

A figura 9 apresenta os perfis medidos de temperatura ao 
longo do tubo capilar e da linha de sucção para o caso mostrado 
anteriormente. A linha de temperatura de saturação calculada 
para a região de líquido se prolonga até o final do tubo capilar 
porque não é possível detemlinar o ponto de início de 
vaporização. Quando não existe atraso de vaporização, essa 
hnha apenas tangencia a linl1a do perfil de temperaturas do tubo 
capilar. Na figura apresentada fica evidente que o atraso de 
vaporização existe, sendo esse o principal motivo para o desvio 
observarlo do resultado numérico cm relação ao experimental. 
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Figura 9: Perfis medidos de temperatura em teste realizado com tubo 
capilar não adiabático. destacando-se o atraso de vaporização 
observado. 

A figura I O apresenta a comparação entre os pertis 
calculados e experimentais de temperatura para um caso em que 
não ocorre atraso de vaporização. Nesse caso, o desvio do valor 
calculado de vazão é pequeno em relação ao valor medido. 

Na figura 11 é apresentada a comparação entre os valores 
calculados e os valores medidos de vazão para um conj unto de 
cerca de 100 ensaios com CFC 12. O desvio médio dos valores 
calculados é de -5, I % e tem módulo inferior a lO % em 90% 
dos casos (desvios negativos cm sua maioria). Esses números 
indicam uma concordância muito boa entre resultados numéricos 
e experimentais. 

No tocante ao atraso de vaporização, é importante observar 
que ele foi várias vezes verificado, mesmo quando o início 
teórico de vaporização se encontrava na região com troca de 
calor, ao contrário do observado por Pate ( 1982). 

Tubo capilar não adiabático com HFC 134a. Os resultados 
para esse caso se assemelham bastante aos observados para o 
caso de tubo capilar não adiabát ico com escoamento de CFC 12. 
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Figura 1 O: Comparação entre perfis medidos e calculados em um 
ensaio realizado com tubo capilar adiabático. 
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Figura 11: Comparação entre valores medidos e valores calculados 
para o caso de tubo capilar não adiabático com CFC 12. 

A principal diferença é que a instabi lidade é, na maioria das 
vezes, mais intensa. Como a infl uência da troca de calor com a 
linha de sucção é um pouco maior quando se utiliza o HFC 134a, 
é possível que essa seja uma das causas. 

Para tubo capilar não adiabático com HFC 134a o desvio 
dos resultados numéricos em relação aos experiment;is fo i em 
média, de 8 %. Em 80 % dos casos, o desvio ficou abaix~ de 
13 %. 

ANÁLISE DE SENSIBITJDADE 

Usando o programa de simulação numérica desenvolvido, é 
possível anali sar a influência de todas as variáveis e parâmetros 
geométricos e d~ processo sobre o desempenho do tubo capilar 
não adiabático. E possível verificar que, para comprimento total 
do tubo capilar fixado, o diâmetro, a existência e comprimento 
do trocador de calor e a existência de mistura bifásica na entrada 
do tubo capilar são as variáveis em relação às quais a vazão 
mássica é mais sensível. 

A título de exemplo, podem ser citados aqui alguns 
resul tados numéricos que evidenciam a infl uência dessas 
variáveis. Em relação ao diâmetro, o aumento médio de vazão é 
de cerca de 2.2 % para cada I % de aumento de Drc- Quanto ao 
trocador de calor, sua existência pode provocar aumentos de 
vazão de até 40 %, dependendo do valor de seu comprimento. 
Finalmente, tratando do caso em que há mistura bifás ica na 
entrada do tubo capilar, o que se verifica é uma redução de 
vazão de cerca de 2,7 % para cada I % de incremento do título. 
A resposta do tubo capilar à existência de mistura bifásica na 
entrada é, à propósito, aquilo que lhe confere uma certa 
característica de auto-ajuste. Considere-se, por exemplo, uma 
situação em que haj a elevação de temperatura ambiente, 
provocando perda de capacidade do condensador. Existe, nesse 
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caso, a tendência ao aparecimento de mistura bifásica na saída 
desse componente, a qual fica, entretanto, bastante limitada 
devido à diminuição de vazão imposta pelo tubo capilar. 

Outras variáveis, como a temperatura de condensação, o 
grau de subresfriamento do refrigerante, a mgosidadc relativa e 
o encurvamento do tubo capilar, têm influência, em geral, 
moderada. No caso do encurvamento (embobinamento) do tubo 
capilar, a influência pode ser acentuada devido à diminuição da 
seção de passagem do fluido (estrangulamento) durante o 
processo de conformação mecânica. 

A mudança de fluido de trabalho de CFC 12 para 
HFC 134a provoca em geral pequena alteração de vazão em 
tubos capilares não adiabáticos. A figura 12 apresenta os perfis 
de temperatura obtidos numericamente para um caso específico 
quando se utiliza respectivamente CFC 12 e HFC 134a. As 
variáveis de processo e o diâmetro são os mesmos nos dois 
casos, permitindo-se alterar apenas o comprimento, de forma a 
manter a vazão inalterada. Para o caso específico estudado, 
existe algum aumento de comprimento requerido com o 
HFC 134a. O principal motivo disso é que, quando o refrigerante 
é CFC 12, o início de vaporização ocorre mais próximo à 
entrada, por causa da queda mais acentuada da temperatura de 
saturação e do elevado sub~;esfriamento adotado. Quando o grau 
de subresfriamento é diminuído, os inícios de "tlashing" 
ocorrem em posições mais próximas e, uma vez que os volumes 
específicos e as viscosidades são semelhantes para ambos os 
tluidos, seja na fase líquida, assim como na fase vapor, a 
variação de comprimento é menos acentuada. 
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Figura 12: Influência do fluido refrigerante sobre os perfis calculados 
de temperatura do tubo capilar nao adiabático. 

CONCLUSÕES 

Os resultados numéricos de vazão obtidos com o programa 
de simulação matemática desenvolvido concordam muito bem 
com os resultados experimentais obtidos na bancada de ensaios. 
A concordância é boa tanto para tubos capilares adiabáticos 
quanto não adiabáticos. 

Foi constatado que o atraso de vaporização ocorre 
freqücntcmcnte para o escoamento através de tubos capilares 
adiabáticos, não ocasionando, contudo, instabilidade 
operacional. No caso de tubos capilares não adiabáticos o atraso 
de vaporização também ocorre, embora com menor freqUência , 
provocando geralmente instabilidade de operação. 

O estudo numérico de sensibilidade mostra que a vazão 
através do tubo capilar é muito sensível a variações de diâmetro, 
existência e comprimento do trocador de calor e existência de 
mistura bifásica na entrada. A temperatura de condensação, o 
grau de subrcsfriamcnto do refrigerante c a mgosidadc relativa 
têm, cm geral, influência moderada. A mudança de 11uido 
refrigerante de CFC 12 para HFC 134a provoca usualmente 
pequenas alterações de desempenho. 
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ABSTRACT 

The importance of simulating the tlow through capillary 
tubes is highlighted. The main aspects of a mathematical model 
and a simulatio11 program deve1oped for both adiabatic and non 
adiabatic capilfary tubes are presented. Numerical and 
experimental results are compared. Mass flow rate and capillary 
tube inlet tcmperature data acquired throu~out an experimental 
testare also shown. A sensitivity analysis is brietly performed. 
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RESUMO 

Este trabalho apresenta um estudo numérico sobre o efeito no desempenho de sistemas de refrigeração de 
pequeno porte dos seguintes parâmetros. temperatura do ar externo e interno ao gabinete, carga de refrige­
rante, e algumas dimensões do tubo capilar. Analisou-se o efeito na vaeão mássica, consumo de energia, ca­
pacidade de refrigeração e coeficiente de eficácia. Estudou-se também a substituição do CFC 12 pelo 
HFC 134a. Os resultados mostram uma forte dependência entre a eficácia e a carga de refrigerante, bem 
como as dimensões do capilar. A eficácia do ciclo com HFC 134a é cerca de 6% menor que com CFC 12. 

INTRODUÇÃO 

Nos últimos anos, devido às sucessivas crises energéticas e 
uma maior consciência quanto à conservação e racionalização 
dos recursos ambientais, tem ganhado relevância a questão da 
otimização energética de equipamentos e processos. Estão sendo 
tomadas medidas de incentivo à redução e de penalização do 
consumo excessivo de energia. No Brasil, o programa de etique­
tagem de refrigeradores e "freezers" do PROCEL, apesar de 
algumas dúvidas sobre a metodologia aplicada (Paiva et ai., 
1992), foi um primeiro passo neste sentido. 

Um outro desafio que tem se apresentado ao setor de refrige­
ração é a necessidade de substituição dos CFCs 
(clorofluorcarbonos) devido a possíveis danos que eles podem 
causar à camada de ozónio atmosférica (Molina e Rowland, 
1974). Estas substâncias, dentre elas o CFC 12, utilizado nos 
sistemas de refrigeração, foram banidas no final de 1995 nos 
países do 1°. mundo, devido ao Protocolo de Montreal, e serão 
banidas no Brasil dentro de poucos anos. 

Este trabalho apresenta um estudo numérico sobre o efeito de 
alguns parâmetros operacionais e geométricos sobre o desempe­
nho de sistemas de refrigeração de pequeno porte (refrigeradores 
e freezers). A partir de um simulador matemático do ciclo 
(Fiorelli, 1995), foi estudado o efeito dos seguintes parâmetros: 
temperatura do ar externo e interno ao gabinete, carga de refrige­
rante do sistema, e dimensões do tubo capilar. No caso do tubo 
capilar, estudou-se, para uma configuração de refrigerador com 
tubo capilar não adiabático, o efeito da mudança do diâmetro do 
tubo capilar e dos comprimentos do trecho adiabático inicial e do 
trecho com trocador de calor. Analisou-se o efeito sobre a vazão 
mássica, o consumo de energia, a capacidade de refrigeração e o 
coeficiente de eficácia do ciclo.Foi estudado também o efeito da 
substituição do CFC 12 pelo HFC 134a, um dos fluidos refrige­
rantes alternativos ao CFC 12. 

Pretende-se com este trabalho fornecer à industria de refrige­
ração dom~stica indicações sobre as variáveis que mais influen­
ciam o desempenho do sistema. 

MODELO MATEMÁTICO UTILIZADO 

O modelo matemático utili;-:ado neste estudo, desenvolvido 
por Fiorelli (1995), é apresentado no fluxograma da Fig. 1. As 
hipóteses gerais do modelo são: regime permanente, fluido refri­
gerantes puros e temperaturas do ar externo e interno constantes. 
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As variáveis independentes do problema são as temperaturas 
externa e interna do gabinete, e as variáveis calculadas são: es­
tado termodinâmico de todos os pontos do ciclo de refrigeração, 
vazão de fluido refrigerante, potência elétrica consumida no 
compressor, taxas de troca de calor no condensador e evaporador, 
e coeficiente de eficácia do ciclo. Existem dois modos de simula­
ção. No primeiro, o grau de superaquecimento na saída do evapo­
rador é fixado e a carga de refrigerante é uma variável calculada. 
No outro modo, ocorre o inverso. 

O algoritmo de cálculo tem quatro "loops". No mdis interno, 
ajusta-se, por substituições sucessivas, os estados de entrada e 
saída do tubo capilar utilizados na rotina da linha de sucção. No 
segundo ''loop" ajusta-se, pelo método das secantes, a pressão de 
descarga do compressor, a fim de que a vazão do compressor seja 
igual à do tubo capilar. Já no terceiro "loop" ajusta-se, também 
pelo método das secantes, a pressão de sucção do compressor, de 
modo que a entalpia na entrada do evaporador seja igual à da 
saída do tubo capilar. Por fim, efetua-se o inventário de massa ou 
ajusta-se grau de subresfriamento até que a carga de refrigerante 
seja igual à nominal. 

Modelo do Compressor Hermético. O modelo é desenvolvido 
a partir de um balanço global, baseado nos rendimentos volumé­
trico e isoentrópico e em alguns parâmetros definidos a partir de 
dados experimentais ou de catálogo. 

Modelo do Condensador. Para o condensador estático, o 
equipamento é dividido em trechos onde há fluido superaquecido, 
saturado e subresfriado, aplicando-se separadamente para cada 
uma delas as equações de conservação de massa, energia e quan­
tidade de movimento, além da equação de troca de calor. 

Modelo do Evaporador. O modelo é semelhante ao do con­
densador (balanços globais, regime permanente, L'.pz desprezí­
vel). Neste caso, contudo, o coeficiente de troca de calor é admi­
tido constante e, diversamente do que é feito para o condensador, 
o estado de entrada é determinado a partir do estado de saída do 
equipamento. 

Modelo do Tubo Capilar Não Adiabático e da Linha de Sue­
~· O modelo desenvolvido para tubos capilares não adiabáticos 
é composto de curvas de vazão mássica ( ri1 ) no tubo capilar e a 
variação de temperatura (L'.T) na linha de sucção em função dos 
parâmetros operacionais para uma dada geometria "característica" 
do trocador de calor tubo capilar-linha de sucção. Este ri1 e L'. T 
"característicos" são posteriormente corrigidos para outras geo­
metrias. Esta metodologia é a adotada pela ASHRAE para seleção 
de tubos capilares adiabáticos (ASHRAE, 1988). 
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Figura 1. Fluxograma do modelo para simulação do ciclo. 
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As hipóteses do modelo são: variação de energia cimética e 
potencial do escoamento desprezível em relação aos demais 
componentes do ciclo, trocador de calor tubo capilar-linha de 
sucção isolado, e que o fluido entra na linha de sucção como 
vapor saturado seco. Esta última hipótese significa que, no de 
balanço de energia, o superaquecimento apenas "desloca" a 
temperatura de saída, sem afetar o balanço global. Como 
exemplo, as Eqs. (01) a (03) apresentam as curvas para 
determinação da vazão. As constantes a 1 a a7, b1 a b7, e c1 a c6 são 
obtidas por regressão linear a partir dos dados de Paiva et ai. 
(1994, 1995). 

onde 

ou 

e 

onde: 

m = ke,vazão. me 

me =a, + a2Pe + a3p; + a4Ps + asp; + 

+ a6Ll.Tsub + a7Ll.T?ub 

me = b, + b2Pe + b3p~ + b4Ps + bsP~ + 

+ b6xe + b7 x~ 

kc,vazão = cl(~l )c2 (~2 )c3 (~3 
)c

4 

c,l e,2 c,3 

( )
c

5
( )c6 Dtc Dls 

. De.te Dc,ls 

m , me : vazão mássica real/característica; 

kc.vazão: fator de correção da vazão característica; 

Pe, p5: pressões na entrada e na saída do tubo capilar; 

(O 1) 

(02) 

(02a) 

(03) 

Ll.Tsub• Xe: subresfriamento/título na entrada do tubo capilar; 
LI> Lc,1: comprimento real/característico do 1°. trecho adiabático 

do tubo capilar; 

L2, Le.2: comprimento real/característico do trocador de calor; 

LI> Lc,I: comprimento real/característico do trecho adiabático fi­
nal do tubo capilar; 

D1c, Dc.tc: diâmetro real/característico do tubo capilar; 

D1 5 , De.ls: diâmetro real/característico da linha de sucção; 

O balanço de energia no trocador de calor tubo capilar-linha 
de sucção é dado por: 

he,tc- hs,tc = hs,ls- he.ls = cp(Ts,ls- Te,ls) = cPL'l.T1s (04) 

onde h é a entalpia nos pontos de interesse (entradas e saídas 
do tubo capilar e da linha de sucção). 

Para a linha de sucção, é necessário determinar a temperatura 
de saída e a variação :le pressão. Esta última é determinada de 
forma análoga à do condensador, admitindo-se escoamento 
monofásico de vapor de fluido refrigerante. Já a temperatura de 
safda da linha de sucção é dada por: 

Ts,ls = Te, Is + L'l. T,, (05) 



onde T <.Is ( temperatura de entrad:t na linha de sucção) é igual 

a Ts.e-ap (temperatura de saída do evaporador). Se na saída do 

evaporador houver mistura bifásica, admite-se Tc.Js = Tsat.s.cvap 
dado que há um acumulador de líquido na saída do evaporador. 

Modelo para a Carga de Refrigerante. Na avaliação da carga 
de refrigerante. a parcela dissolvida no óleo lubrificante utiliza o 
modelo de Grebner e Crawford ( 1994 ). Nos trechos monofásicos 
a massa é calculada de acordo com a equação proposta por Rice 
(1987). e nos trechos bifásicos esta equação é modificada pela 
fração de vazio, determinada através do modelo de Hughmark 
(apud Rice. 1987) admitindo-se fluxo de calor constante. 

Val idação do Modelo. O modelo foi validado a partir de 
dados de um ensaio de " Pull-down .. para um refrigerador de uma 
porta sem congelador de um fab ricante nacional. O programa 
computacional gerado foi executado na versão de projeto. admi­
tindo-se um superaquecimento de 7 ,5°C, e na versão de simula­
ção com a carga nominal de 90 gramas. As temperaturàs do gabi­
nete e extema utili zadas foram de 3°C e 43°C respectivamente. 
Os resultados pre liminares indicaram uma superestimativa da 
vazão calculada pela rotina do tubo capilar. ligada às suas hipóte­
ses limitadoras (retilinidade. ausência de óleo, etc .). Assim. foi 
necessário introduzir um fato r de correção nesta rotina.· após o 
que foram obtidos os resultados da Tab. I. Os erro:; obtidos foram 
menores que 5%. com exceção da temperatura de entrada do 
compreswr e da temperatura de saída do evaporador. Para a 
primeira. isto pode ser explicado pelo fato de a medição desta 
temperatura ser feita na parede da linha de sucção junto ao ponto 
de união com o compressor. Como a temperatura da carcaça do 
compressor é da ordem de 95°C. existe um efeito de condução 
através da parede da linha de sucção, que tende a aumentar a 
.temperatura do fluido, bem como a introduzir um erro de medi­
ção. Já para a segunda. apesar do erro relativo alto. o erro abso­
luto é pequeno (cerca de 2°C). 

Analisando-se os demais resultados obtidos pelo programa de 
simulação. verifica-se que estes são consistentes com os encon­
trados na literatura. Por exemplo. o coeficiente de eficácia (COP) 
ficou na faixa de O. 7 a 0,85 para uma temperatura do meio na 

fa ixa de 43 °C a 32°C, enquanto que a ASHRAE ( 1988) apresenta 
para este tipo de equipamento um valor típico da ordem de I ,O a 
1.1 para uma temperatura do meio de 32°C, resultado que pode 
ser considerado satisfatório dadas as limitações do modelo. 

Tabela 1. Resultados do Programa de Simulação e Comparação 
com Dados Experimentais 

Resultados do Programa 

Grandeza Resultado do Versão de Versão de 
Medida Ensaio Projeto- Simulação-

Erro* Erro* 

Potência E létrica 
90.0 w 1,8% 1.4% Consumida 

Temp. Condensação 58,4 oc 1,4% 1,2% 

Temp. Entrada do 
-22,7 oc 0,0% 0,4% 

Evaporador 

Temp. Saída do 
-16.4 oc -2.4% 14.0% 

Evaporador 

Temp. Entrada 
58,2 oc -45,5% -50,3% 

Linha de Sucção 

massa de refrige-
90,0 g 0,7% -0,2% 

rante no ciclo 

• Erro = (programa - ensato )/ensato 
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ANÁLISE DO EFEITO DOS PARÂMETROS OPERACIONAIS 
E GEOMÉTRICOS 

De posse do simulador descrito. foi realizado um estudo sobre 
o efeito dos parâmetros operacionais e geométricos no 
desempenho de refrigeradores e freezers. A análise foi realizada 
para um modelo de refrigerador de uma porta sem compartimento 
congelador. com as seguintes características: carga nominal de 
refrigerante de 0,09 kg. compressor hermético com rotação de 
3500 rpm, volume de deslocamento de 3.01.1 0'6 m3 e volume 
morto de 1.5%. condensador estático com área total de 0.54 m2

• 

evaporador "roll-bond" com área total de 0.288 m2 e tubo capilar 
não adiabático com diâmetro intemo de O. 73 mm . diâmetro ex­
temo de 2.0 mm, comprimento do lo. trecho adiabático de 1.435 
m. comprimento do trocador de calor tubo capilar-linha de sucção 
de 1.5 m e comprimento do trecho final adiabático de 0.065 m. e 
linha de sucção com diâmetro interno de 6 mm. Do ensaio de 
··pull-down" foram obtidos os seguintes dados operacionais: 
temperatura média do ar no interior do gabinete do refrigerador 
de 3°C temperatura do ar extemo de 43°C. O coeficiente de 
eficácia do cicl0. utilizado nas análises, é definido por: 

COP 
capacidade de refrigeração 

potência elétrica consumida 
(06) 

Temperatura do Ar no Interior do Gabinete. Na condição 
normal de operação. a temperatura no interior do gabinete é da 

ordem de 3 °C. Variou-se esta temperatura na fa ixa de 1.0 a 5.0° 

C. mantidas a temperatura do ar extemo em 43 °C. e com uma 
carga de refrigerante nominal de 0,09 kg. obtendo-se os resulta­
dos apresentados na Fig. 2. e na Tab. 2. Pode-se verificar um 
aumento do coeficiente de eficácia do ciclo à medida que au­
menta-se a temperatura do gabinete. Isto se deve a um aumento 
da capacidade de refrigeração maior que o aumento de potência 
e létrica consumida. A capacidade de refrigeração aumenta devido 
à maior vazão e à maior variação de entalpia no evaporador. 
provocadas. respectivamente, pela diminuição da relação de 
pressões e pelo aumento da temperatura de evaporação. 

Variação da Temperatura do Ar Externo. O efeito desta va­
riável operacional é mostrado na Fig. 3 e na Tab. 3. para uma 

variação entre 32,0 e 45 ,0°C, mantidas a temperatura no interior 
do gabinete de 3°C e a carga de refrigerante de 0.09 kg. Atempe­
ratura do ar externo tem um efeito contrário ao da temperatura 
mtema do gabinete sobre a eficácia do ciclo. O aumento desta 
temperatura provoca uma diminuição da eficácia. Os motivos 
disto são os mesmos que aqueles apresentados para a temperatura 
no interior do gabinete: um aumento da temperatura extcma 
aumenta a relação de pressões, diminuindo a vazão e a variação 
de entalpia no evaporador. 

Tabela 2. Efeito da Mudança da Temperatura do Gabinete em 
Algumas Variáveis de Interesse 

Temperatura Vazão Potência Capacidade de 
no Gabinete Mássica (kg/h) Elétrica Con- Refrigeração 

CC) sumida(W) (W) 

LO 2,05 90,0 60,1 

2,0 2,09 91,2 61,4 

3,0 2,09 91 ,3 63,7 

4,0 2,12 92,5 65 ,0 

5,0 2,15 93 ,6 66,3 
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Figura 2. Efeito da temperatura média do ar no interior do 
gabinete sobre a eficácia do ciclo. 

Tabela 3. Efeito da Mudança da Temperatura do Ar Externo em 
Algumas Variáveis de Interesse 

Temperatura I Vazão 
externa (0 C) Mássica (kg/h) 

32,0 1,99 

35,0 2,02 

40,0 2,07 

43 ,0 2,09 

45 ,0 2,14 

0,90 

0,85 

"' 'ü ... 
0,80 " &;: 

~ .. 
"" 0,75 
~ 
= .. 
'ü 
&;: 0,70 .. 
o 
u 

0,65 

Potência 
Elétrica Con­
sumida(W) 

80,9 

83,3 

88,5 

91,3 

94,4 

Capacidade de 
Refrigeração 

(W) 

68,0 

66,4 

64,8 

63,7 

61,9 
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Temperatura do ar externo e c) 

Figura 3. Efeito da temperatura do ar externo sobre a eficácia do 
ciclo 

Carga de Refrigerante no Sistema. Outro parâmetro 
operacional analisado é a carga de refrigerante no sistema. O 
valor nominal da carga é de 0,09 kg. Variou-se este valor na faixa 
de 0,080 a 0,095 kg, mantidas as temperaturas interna e externa 
em 3°C e 45°C, respectivamente, e admitindo um superaqueci­
mento na saída do evaporador de 7,5°C. Obteve-se como resul­
tado a Fig. 4 e a Tab. 4 a seguir. 
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Nota-se na figura a existência de um ponto de máximo, o que 
indica a carga ótima do sistema. Este máximo pode ser explicado 
pelo fato de que, quando a carga de refrigerante é pequena. a 
pressão de sucção e a vazão são baixas e o grau de superaqueci­
mento é alto, o que resulta numa capacidade de refrigeração 
baixa, reduzindo a eficácia. Aumentando-se a carga, diminui-se o 
grau de superaquecimento e aumenta-se a vazão e a pressão de 
sucção. Como estes fatores tem efeitos contrários, existe um 
ponto em que os efeitos se anulam, resultando no ponto de má­
ximo mostrado na Fig. 4. 

Tabela 4. Efeito da Carga de Refrigerante no Sistema em 
Algumas Variáveis de Interesse 

Carga de Vazão Potêqtia Capacidade de 
Refrigerante Mássica (kg/h) Elétrica Con- Refrigeração 

(kg) sumida(W) (W) 

0,080 1,99 89,7 61,9 

0,085 2,04 90,8 63,5 

0,090 2,09 91,3 63,7 

0,095 2,17 92,9 63,2 
-
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0,685 

0,680 
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Figura 4. Efeito da carga de refrigerante sobre a eficácia do ciclo 

Geometria do Tubo Capilar. As Figs. 5 a 7 e as Tabs. 5 a 7 
mostram o efeito do diâmetro do capilar e dos comprimentos do I 
0

• trecho adiabático do tubo capilar e do trocador de calor tubo 
capilar-linha de ~ucção sobre a eficácia do ciclo. 

Nota-se que, para o diâmetro da ordem de 0,73mm, a eficácia 
do ciclo apresenta um máximo. Isto se deve a efeitos semelhantes 
aos descritos anteriormente. Um diâmetrc menor, ao restringir a 
vazão, diminui a pressão de sucção e aumenta o superaqueci­
mento, que têm efeitos contrários na capacidade de refrigeração. 
À medida que o diâmetro aumenta, aumenta a pressão de sucção 
e diminui o grau de superaquecimento, levando ao surgimento do 
ponto de máximo. O efeito do comprimento do primeiro trecho 
adiabático do capilar (Fig. 6) é semelhante ao do diâmetro, 
apresentando um ponto de máximo. Já para o comprimento do 
trocador de calor (Fig. 7), o aumento do comprimento tem o 
efeito de aumentar a eficácia do ciclo. 
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Tabela 5. Efeito do Diâmetro do Capilar em Algumas Variáveis 
de Interesse 

Diâmetro do Vazão Potência Capacidade de 
Tubo Capilar Mássica (kg/h) Elétrica Con- Refrigeração 

(mm) sumida(W) (W) 

0,70 2,00 90,7 63,2 

0,73 2,09 91,3 63,7 

0,80 2,44 99,4 57,5 

0,85 2,69 . 104,3 53,4 

0,80 

0,7 5 

.. 0.70 ·;:; ... 
" 1:1 0,65 
r.l 

"' .., 
0,60 

"' c • 
"' ·;:; 0,55 

1:1 

"' Q 

u 0,50 

0,45 

0,40 

0,65 0,70 0,75 0,80 0 ,85 0,90 

Diâmetro do tubo capilar (mm) 

Figura 5. Efeito do diâmetro do tubo capilar sobre a eficácia do 
ciclo 

Tabela 6. Efeito da Mudança do Comprimento do 1 o Trecho 
Adiabático do Capilar em Algumas Variáveis de Interesse 

Comprimento Vazão Potência Capacidade de 
do Trecho Mássica (kg/h) Elétrica Con- Refrigeração 

Adiabático(m) sumida(W) (W) 

0,735 2,19 93,1 62,9 

1,085 2,14 91,9 63,2 

1,435 2,09 91 ,3 63 ,7 

1,535 2,10 91,3 63,4 

Tabela 7. Efeito da Mudança do Comprimento do Trocador de 
Calor TCILS em Algumas Variáveis de Interesse 

Comprimento Vazão Potência Capacidade de 
do Trocador Mássica (kg/h) Elétrica Con- Refrigeração 

(m) sumida(W) (W) 

1,00 2,21 93,2 62,2 

1,25 2,16 92,2 63,0 

1,50 2,09 91,3 63,7 

1,75 2,04 90,8 64,0 

2,00 2,00 90,2 64,5 
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Figura 6. Efeito do comprimento do 1° trecho adiabático do tubo 
capilar sobre a eficácia do ciclo 
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Figura 7. Efeito do comprimento do trocador de calor tubo 
capilar-linha de sucção sobre a eficácia do ciclo 

Mudança do Fluido Refrigerante. A seguir, foi estudado o 
efeito da substituição do CFC 12 pelo HFC 134a para o presente 
caso. Para efeitos de análise, admitiu-se que os rendimentos 
isoentrópico e volumétrico do compressor são função apenas da 
relação de pressões, não sendo afetados pela mudança de fluido 
(cf. Goodson e Bullard, 1994). A única modificação feita, em 
termos de simulação do ciclo, foi alterar o tipo de óleo 
lubrificante para efeitos de determinação da massa de refrigerante 
dissolvida. 

O programa de simulação foi utilizado impondo-se um grau 
de superaquecimento na saída do evaporador de 7,5°C, e com 
temperaturas do ar externo e no gabinete de 32,0 e 3,0°C respec­
tivamente. Os resultados obtidos encontram-se na Tab. 8. 

Os resultados mostram que a substituição do CFC 12 pelo 
HFC 134a provoca uma diminuição tanto na potência consumida 
quanto na capacidade de refrigeração. A primeira é devida basi­
camente à diferença de volumes específicos entre o CFC 12 e o 
HFC 134a. A capacidade de refrigeração diminui devido às 
diferentes pressões de saturação, pois nesta faixa de temperaturas 
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o HFC 134a evapora numa pressão mais alta que o CFC 12 para 
uma dada temperatura. O resultado global é uma redução na 
eficácia do ciclo da ordem de 6% para este caso. Este resultado é 
semelhante aos encontrados na literatura, por exemplo Kruger e 
Driessen (1992), Vineyard (1989) e Sand et a1.(1990), que no 
entanto mostra que ajustando-se o volume deslocado pelo com­
pressor obtêm-se desempenhos da mesma ordem para os dois 
fluidos . 

Tabela 8. Efeito da mudança de fluido refrigerante em algumas 
variáveis de interesse. 

Grandeza I CFC 12 
I I Variação em 

HFC 134a relação ao 
CFC 12 

Potência Eletrica I 81 ,2 I 78,4 I -3,4% 
Consumida (W) 

Capacidade de 
68,7 

I 
62,6 I -8,9% 

Refrigeração (W) I 
Vazão Mássica (kg/h) 2,09 1,59 I -23,9% 

Coeficiente de 
I 0,846 I 0,798 I -5 ,7% Eficácia 

massa de refrigerante I 
no ciclo (kg) 

0,112 I 0,071 I -36,8% 

CONCLUSÃO 

O presente trabalho apresentou resultados de um estudo sobre 
a sensibilidade de um ciclo de refrigeração às variações de alguns 
parâmetros operacionais e geométricos relevantes, bem como o 
efeito da substituição do CFC 12 pelo HFC 134a. 

As curvas que mostram a dependência do coeficiente de 
eficácia com a carga de refrigerante, o diâmetro do tubo capilar e 
o comprimento dos trechos adiabáticos apresentam pontos de 
máximo local. Em função disto, estas variáveis devem ser anali­
sadas com muito cuidado durante o projeto do refrigerador ou 
"freezer". As demais grandezas deverão ser determinadas de 
foíma adequada, a fim de atenderem tanto às condições operacio­
nais desejadas para o ciclo de refrigeração quanto às condições 
econômicas. 

O desempenho do ciclo com o HFC 134a é cerca de 6% 
menor, porém é possível atingir-se o mesmo desempenho do 
CFC 12 através da adequação de parâmetros geométricos, como 
por exemplo o deslocamento do compressor. Os resultados, quali­
tativamente, concordam com a literatura. 
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ABSTRACT 

This paper presents a numerical study about the effect of 
some pararneters on the performance of small refrigeration 
systems. It is presented the effect of externa! air temperature, ai r 
temperature inside the cabinet, refrigerant charge, and some 
geometrical dimensions of capillary tube, on the mass flow rate, 
power consumption, refrigeration capacity and coeficient of 
performance. It was also studied the effect of changing CFC 12 
by HFC 134a. The results show a great influence of refrigerant 
charge and capillary diarneter on the performance. The 
performance of system with HFC 134a is about 6% lower than 
with CFC 12. 
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SUMMARY 

The aim ofthis paper is to compare the effect of the refrigerant thermodynamic properties on the vapor refrigeration 
plant behaviour. First, the influence of the refrigerant on the efficiency of current methods used to increase the 
refrigerating capacity is analysed. Secondly, performances of screw and reciprocating compressors operating with 
different refrigerants are predicted by means of the simulation. 

L INTRODUCTION 

ln the area of domes ti c and commercial refrigeration •. vapor 
compression machines are up to now, most preferably supplied with 
CFC-12, CFC-114 and HCFC-22 and the azeotropic blend R502. 
Among these refrigerants. only the HCFC-22 is still permitted for a 
limited period of time. 

According to today requirements, R717, R290, Rl25, R32. Rl34a 
and R600a remain the only acceptable substances. However in typical 
refrigeration machines. these substances can only be used 
exceptionally as refrigerants, dueto their specitic characteristics. The 
use of some of them implies t1ame proof design. 

Design of new plants and retrofitting of actual refrigeration systems 
require a previous evaluation of the system performance with 
substitute available refrigerants or those beeing developed. ln this 
paper, the screw compressor model proposed by Saavedra C. ( 1993) 
and the reciprocating compressor model proposed by Winandy E. 
( 1996) are used to predict the int1uence of refrigerant thermodynamic 
properties on refrigeration compressors 

2. REFRIGERANT PROPERTIES AND 
REFRIGERA TING CAPA CITY 

Current methods used to increase the refrigerating capacity and 
therefore the COP are: subcooling of refrigerant after condensation 
and/or vapor extraction during throttling. 

To account for the int1uence of refrigerant properties. five refrigerants 
were selected: R12, R502, 1{22. Rl34a and R717. Cycles to be 
compare are: the reference cycle 1-2-3-4-1 the cycle with subcooling 
1-2-3'-4'-1 and the cycle with subcooling and vaporextraction 1-2-3'-
3"-5-5'-1 (see figure N"2.1). 

Two typical cases of refrigeration applications were analyzed: 
- The first one refers to the temperatures range for air-conditioning 
I.IC/40C (34Fil04F). 
- The other cine refers to the temperatures ranges for commercial 
refrigeration: -35C/35C ( -31 F/95F). 

Results of the comparison are given in function of: 

- The vapor-t1ash mass ratio "x" detined as follows: 
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X (2.1) 

Where "mv," is the t1ash vapor mass flow rate produced by the liquid 
expansion down to the economizer pressure and "m," the refrigerant 
mass flow rate at condenser. 

- The refrigerating capacity increase ratios "f"" and "(,/ detined as 
follows: 

(2.2) 

Where "f,c" represents the capacity increases ratio dueto subcooling, 
"Q"" is the capacity with subcooling and "Q.." is the capacity of the 
reference cycle. 

f sex 
(2.3) 

Wh(êre "f.,," represents the capacity increases ratio dueto subcooling 
and vapor extraction, and "Q.,," is the capacity with subcooling and 
vapor extraction. 

Values of "x", "f,c" and "f.," are computed using fixed values of 
subcooling "~t..c" (4K. 8K) and for the optimal intermediate 
temperature "Ç (defined as the value that makes the capacity increase 
maximum for tixed values of evaporation and condensation 
temperatures). 

Results are given in table N"2.1 for the air conditioning range and in 
table N"2.2 for commercial range. 

Table No 2.1 
A ir conditioning temperatures range ( 1.1 °C/40°C) 

Ref. ~t..=4K ~t,.c=8K 

X f"% f.,,% X f"% (.,% 

Rl2 0.11 3.6 4.3 0.10 7 .1 7.7 

RSOZ 0.14 5.1 6.3 0.14 10.1 11.0 

R22 O. 11 3.4 3.8 0.10 6.7 7.0 

Rl34a 0.12 4.2 5.1 0.12 8.2 9.0 

R717 0.08 1.9 2.0 0.06 3.7 3.8 



Table N° 2.2 
Commercial temperatures range ( -35°C/35°C) 

Ref. At,.,=4K At,.=8K 

X fsc o/o f,.,,% X f"% ("% 

Rl2 0.20 3.9 6.9 0 .20 7.4 10.0 

R502 0.30 5.5 10.0 0.20 11.1 15.0 

R22 0. 20 3.9 5.3 0.20 6.9 8.5 

Rl34a 0.20 4.5 8.1 0 .20 8.9 12.0 

R717 0. 10 1.9 2.4 0 . 10 3.8 4 .3 

Results from table N°2 . l show that, for the air-conditioning range, 
vapor extraction contributes poorly to capacity increases. The lower 
capacity increase is obtained with R 717, and the R l34a (the main 
altemative to R 12), presents better results than R 12. 
Table N°2.2 shows the obvious influence of vapor extraction on the 
capacity increases. But, again R717 presents the lower capacity 
increase . Also R22, as a substitute for R502 shows a lower 
performance. 
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Figure N02.1 Refrigeration cycles 

3. SCREW COMPRESSOR PERFORMANCE WITH 
DIFFERENT REFRIGERANTS 

To account for the influence of refrigerant properties on the screw 
compressor performance, six refrigerants were selected: R 12, R 134a, 
R22, R502, R600a and R717. 

Computer simulation is made by using the screw compressor model. 
described in reference No l , with the following assumptions: 

- The leakage ratio "xL" is taken as a function of the pressure ratio "r r" 
only, 

XL = l - r -a 
p (3.1) 

- The specifiç friction power "w,,". ratio between the friction power 
"wr'' and the swept volume "V, . .. is taken as a parameter 

wr 
wíe = ~ 

·'" 
(3.2) 
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- The oi1 refrigeram heat transfer coefticient "A U" is taken as a 
function of the pressure ratio and the refrigerant mass tlow rate "m,": 

AU = ( b + c r P) m, (3 .3) 

- The oil flow volume rate "Y",1" is set in function of the swept volume 
as follows: 

v oi l = 0.005 'ÍI sn (3.4) 

where a. b, c. w1, and V"' take tixed values fo r a given compressor, 
operating at full-load and with tixed rotational velocity. independently 
of refrigeram properties. 

- The imput variables are: 
t,. : refrigeram temperature at the compressor inle t. 
t, : evaporating temperature, 
t, : condensing temperature, 
t,,. : oil temperature at the compressor inlet. 

- The main ouput variables are: 
t, refrigerant temperature leaving compressor 

chamber. 

!,, 

t l 'l::l 

E, 
m, 
Q, 
W, 
Q., 
COP 

refrigerant temperature leaving compressor. 
oiltemperature leaving compressor. 
volumetric efticiency. 
refrigerant mass tlow rate. 
refrigerating capacity (without subcooling). 
electrical power consumption. 
oil cooler heat load. 
performance coefficient. 

Fig. 3.1 and 3.2 show the conceptual scheme and the information tlow 
diagrarn, respectively, for a screw compressor in full-load operation. 

Screw compressor performance . A screw compressor with a swept 
volume of 445 cfm at 3550 rpm and with a variable volume ratio wás 
simulated. 

Operating conditions were taken as follows : tixed values for: 
condensing temperature (40C), oil temperature at compressor entering 
(40C), and superheating (5C). Variable values for evaporating 
temperature: 4C. OC, -5C, - lOC. -l5C, -20C, -25C. -30C. -35C and 
-40C. 

The computed values are shown in following figures: volumetric 
efficiency (Fig. 3.3), COP (Fig. 3.4), refrigerating capacity (Fig. 3.5). 
refrigerant temperature leaving compressor chamber (Fig. 3.6) and oil 
temperature leaving compressor vs. the evaporating temperature 
(Fig.3.7). 

The results obtained by the simulation show that : 
- R22 as a substitute for R 12 and R502 : a higher discharge 
temperature and a higher oil temperature are cri ticai factors to 
retrofitting R 12 and R502 systems with R22 . Single stage operation 
used previously with R502 and R 12, specially with higher suction gas 
superheat is tightly limited. 
- R l 34a appears as a good substitute fo r R 12 : COP, capacity. and 
volumetric efticiency are very similar. Unfortunately andas it is well 
known, retrolitting of R 12 systems is limited by problems produced 
by reactions between remaining mineral oil. chlorine and ester oils. 
- Higher temperatures and lower volumetric efticiency for R 717 are 
two importam limiting factors to retrolit actual refrigerating systems 
with R717. 
- R600a appears to be a good substitute due to low temperature leveis 
for vapor ~efrigerant and oil, but its low refrigerating capaci ty is a 
criticai factor. 

li 
~~ 
-~ 
~ 

' 
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4. RECIPROCA TING COMPRESSOR 
PERFORMANCES WITH DIFFERENT 
REFRIGERANTS 

The s~::mi~empirical model used to compare reciprocating 
cornpressors with different refrigerants is based on the following 
hypothesises (W inandy, 1996) : 
. adiabatic cycle because of the srnall effect cylinder heat transfer 
on compressor performances, 
. real gas, 
. no leakage, 
. no effect of the oil on the refrigerant properties, 
. compression and expansion are considered as polytropic process 
with variable polytropic coefficient, 
. pressure drop at the suction apd discharge phases are assumed to 
be proportional to the mean mass !low rate during these processes. 
I n a first approxirnation, the t1ow is considered steady state 
unidirectional with contraction and expansion coefficients 
depending on the type of valve, 

ali the friction lasses are heating the refrigerant at the entrance 
before compression, 

the friction tosses are calcu lated assuming constant fr iction 
coefficients. 

The model requires general geometric data such as cylinder 
diameter, stroke, ... and more specific ones as valves and rings 
characteristics, ... or default values when not available. lt also 
requires identification of the clearance volume. 

The operating conditions introduced in the model are the inlet and 
outlet pressures, inlet temperature and rotational speed. As relevant 
results, it gives the mechanical work, the discharge temperature and 
the refrigerant mass !low rate. 

4.1 Comparison R12-R134a 

ln this section. a comparison of the perforrnances of the reciproquing 
compressor for the two refrigerants R 12 and R 134a is presented. A 
suction temperature of 20 o c h as been fixed for the comparison. 

Figure 4.1 presents the in tluence of the pressure ratio on the 
volumetric efticiency. As it can be seen, no great difference between 
the two refrigerants can be detected. lt is logical since in this model 
without heat transfer and without leakage. only the clearance volume, 
the pressure ratio, the pressure drop and the equivalent polytropic 
coeffcient can have an intluence on the volumetric efficiency. The 
clearance volume has been kept the same for the two refrigerants and 
so the small difference between both proti les can attributed to the 
pressure drop and the polytropic coefficient. 

Figure 4.2 shows that due to the difference between the 
thermodynamic properties of the two refrigerants, there exista sensible 
ditference of discharge temperature. the lowest beeing the one of the 
R 134a. For this reason. the criticai evaporating temperature below 
wich water cooling of the cylinder head is necessary is lower in the 
case of the R I34a. 

Figure 4.3 shows the mechanical work fo r 465 rpm, for three different 
condensing temperatures 30, 40 and 50°C. There is a certain 
reduction of the mechanical work passing from R 12 to R !34a at 
temperatures lower th an 0°C. This reduction becomes signiticant at 
temperatures lower than ~20"C. This is mainly dueto the difference 
of thermodynamic properties between the refrigerants . 

This reduction of mechanical work at low temperatures is of course 
foll owed by a diminution of the refrigerating capacity. Figure 4.4 
shows that the mechanical work decreases faster than the refrigerating 
capacity. lndeed. the COP. the ratio of theses two powers is increases 
a little for the R 134a. 
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Figure 4.4. Comparison of the COP for 
the two refrigerants R 12 and R 134a. 

Comparison RS02-R404a 

As fo r the case of the comparison of R 12 and R 134a, it can be seen 
from the following results (figure 4.5 to 4 .8) that the performances of 
the retiigerant R502 and its most probable candidate for replacing the 
refrigerant R404a are quite similar. The discharge temperature is ·quite 
lower for the case of the R404a wich is an advantage to use it. 

The shaft power computed by the model appears to be lower (a few 
watts!) for the R404a ( tigure 4.7;}. This is more than compensated by 
a decrease of the refri gerating capacity as it can be concluded by the 
decreasing COP fro m R502 to R404a on fi gure 4.8. 
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Figure 4 .5 Comparison of the volumetric efticiency 
fo r the refri gerants R502 and R404a 
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5. CONCLUSIONS 

Taking into account the results obÍtined, the conclusions are the 
following: 

R 134a-R 12 : R 134a appears to be a good substitute for R 12 : COP, 
capacity, volumetric efficiency, refrigerant temperatures at the 
compressor discharges, etc ... are very similar. 

R404a-R502 : reciprocating compressors performances operating with 
R404a are quite similar to what is obtained with R502. 

R22 as a substitute for R 12 and R502 : the higher discharge 
temperature for refrigerant and the higher o ii temperature are critica! 
factors to retrotitting R 12 and R502 systems with R22. 

R600a appears to be a good substitute due to low temperature leveis 
for refrigerant and oil but its low retigerating capacity is a critica! factor 
to retrotitting R 12 and R502 systems. 
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SUMMARY 
This paper investigares the feasibility of substitution of conventional refrigerants, with high Ozone Deple­
ticm Potential (ODP). hy hydrocarhons and R/34a. The use of a simulation model enabled to predict the 
performance of sma/1 size hermetically sealed air-cooled condensing units running on these refrigerants. 
Results generated hy the model enahled to determine if suhstitution is. possihle and which modifications 
are necessary to make the equipment compatihle to lhe new refrigerant, yet maintaining lhe sarne perform­
ance. 

INTRODUCTION 

According to the latest rcview of the Montreal Proto­
col, in Copenhagen. 1992. CFC's, and !ater. HCFC's, shall be 
replaced by environmentally safe substances (IIR, 1993). A bricf 
review of the existing literature (Nowotny. 1995; Cohen and 
Groll. 1995; Kruse, 1995) shows that. at present, two main !ines 
of action exist: one headed by USA and the other, by the Euro­
pean Community. Differences exist, among other things, due to 
distinct legislation and commercial interest of local industries. 
The main issue is the use. or not. of flammable substances as 
replacement refrigerants. 

The present paper is concemed with the study of the 
technical feasibility of redesigning hermetically sealed air­
cooled condensing units to operate with new substitutes, Rl34a 
and hydrocarbons. 

Condensing units operate under three different evapo­
rating temperature ranges: low, medium and high. Table I sum­
marizes the traditional refrigerants used for each range, together 
with the corresponding substitutes. 

Evaporation Traditional Alterna tive 

temperature refri~erants refri~erants 

low ( -30 to-10°C) R502/R22 R290, mixtures 

medium (-15 to 0°C) Rl2 Rl34a,R600a,R290 

high (O to 1 0°C) R22 R290,mixtures 

Table 1- Traditional refrigerants and their alternativcs. 

ln the medium evaporation temperature range, Rl2 is 
replaced by R 134a. lt is not appropriate to act as a drop-in, i.e. 
replacement of fluid with unchanged system, as it does not 
perform well with the lubricant oils used with R12. On the other 
hand, a more convenient lubricant oil (ester oil) may present 
chemical incompatibility with the materiais of the equipment 
(IIR, 1992. 1993). 

Hydrocarbons like R600a, R290 (James, 1992 and 
Nielsen, 1995) and their mixtures (Camporese et ai., 1994: 
Baskin and Perry, 1994) have been considered in the European 
Community (Baz et ai., 1995) as· alternatives to Rl34a for the 
replacement ofR12. Oil and material compatibility problems do 
not exist. The main problem is the flammability of such sub­
stances which, in fact, could be avoided with the establishment 

1545 

of restrict safety procedures during refrigerant manipulation 
(Nowotny, 1995). 

ln the low and high evaporation temperature range 
applications, another traditional refrigerant is encountered: R22. 
It has good thermodynamic properties and, in an intermediate 
stage, is being used as a substitute to R502, too. But the sarne 
problem remains, as it will have to be replaced by 2030. For its 
replacement another natural refrigerant appears: R290 
(propane). It is already being used as a substitute for R22 in 
small capacity air conditioning systems (Baz et ai., 1995). 

If a partia! conclusion could be taken from the above 
literature review, it could be said that, in Europe, due to the 
power of environmental organizations, natural refrigerants are 
the predominant substitutes for small capacity hermetic condens­
ing units (Baz et ai., 1995). The content of refrigerant in such 
systems is small thus reducing the risks (Steimle, 1994). ln the 
United States, however, where an important issue is the liability 
problem associated with fire accidents (Cohen and Groll, 1995). 
hydrocarbons are not well accepted. However, some efforts have 
being carried out to evaluate (Chen et ai., 1994) and to minimize 
their risks (Douglas, 1995). 

ln the present paper a simulation model for hermetic 
compressor air-cooled condensing units, as described in an 
earlier work (Motta et ai, 1995), is used to predict the perform­
ance of such systems running on CFC and HCFC substitutes. 
First, the model is validated against experimental data that has 
been made available further to that presented by Motta et ai. 
( 1995). A drop-in simulation of a typical unit, in the perform­
ance of a single system is predicted for different substances, 
traditional and alternative refrigerants, is then carried out. Fi­
nally, the model is employed to perform a redesign procedure, in 
which modifications to the system are proposed in order to make 
it keep its original capacity, with the new refrigerant. 

______ __,----·---

Figure I - Schematics ofthe air condensing unit. 
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SIMULATION MODEL 

Figure 1 sbows tbe schematics of an air-cooled con­
densing unít, comprising the hermetic compressor (CP), the air­
cooled condenser (CD), the fan (FAN) , connecting tubes and, 
eventually, the liquid receiver (LR). Refrigerant approacbes tbe 
compressor, from tbe evaporator, as low pressure superbeated 
vapor. High pressure refrigerant superbeated vapor enters the 
condenser and, at the design condition, is fully condensed and 
slíghtly sub-cooled. The liquid receíver can be omitted in certain 
units. 

Mathematical models were developed for ali compo­
nents: hermetic compressor, condenser, connecting tubes, fan 
and liquid receiver. Energy tfalance equations as well as thermo­
dynamic properties, pressure drop and heat transfer relations are 
employed in lhe compressor semi-empirical model. It only re­
quires experimental results from one single calorimetric test as 
input data. The condenser is divided in small control volumes 
(tube sections) for which energy balance equations are solved. 
This allows for tbe study of the effect of coil arrangement in the 
system performance. Air flow rate is determined from a balance 
between fan capacity and condenser predicted pressure drop. An 
algorithm is employed to determine the steady-state operating 
point of the unit for a given geometry and operational conditions. 
Further details of the model can be found elsewhere (Motta et 
ai., I 995; Parise et ai. , 1995). 

MODEL VALIDA TION 

Calorimetric test data from four commercially avail­
able condensing units (running witb different refrigerants) were 
used to validate the model. The data were obtained for a wide 
variety of operating conditions (ambient temperature, evapora­
tion pressure, etc.). The comparison was carried out between tbe 
predicted and experimental values of tbe following parameters: 
discharge pressure, electric consumption, refrigerating capacity 
and refrigerant mass flow rate. It should be mentioned that the 
model was developed to simulate tbe condensing unit as operat­
ing under typical conditions of a calorimetric test. 

Results of the comparison are shown on figures 2 to 5. 
Agreement was good, since the maximum deviation lies within 
±10% from the experimental data. Considering that experimen­
tal data were obtained from standard calorimetric tests (carried 
out in industrial laboratories) the result can be regarded as rea­
sonable. 
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Figure 2 - Comparison between predicted and experimental 
v alues of compressor discharge pressure. 
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RESULTS 

The simulation model was employed in the analysis of 
a typical air cooled condensing unit. First, a drop-in analysis was 
carried out. followed by a redesign study, to better accomodate 
the unit to the new refrigerant. 
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Drop - in Analysis 

Results in this section simulate the thermodynarnic 
performance of different refrigerants in an otherwise unchanged 
condensing unit. The model, of course, is not capable of pre­
dicting the changes that may occur due to material compatibilty 
or different lubricating oil. Therefore, the study is restricted to 
the thermodynarnic aspects of the problem. Three evaporation 
temperature ranges (low, medium and high) were covered in the 
simulation. for the sarne arnbient conditions. Figures 6 to 9 show 
the results obtained for a medium temperature unit. Refrigerant 
Rl2 was studied together with three of its alternatives: Rl34a, 
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R600a and R290. Figure 6 shows that similar refrigerating ca­
pacities for R12 and R134a were predicted, while for R290 
(propane) capacity was higher and, for R600a (isobutane ), 
lower. The sarne trend was found for the energy consumption 
and the discharge pressure, Figures 7 and 8. Figure 9 reveals a 
cortsiderable reduction in the mass flow rate when R600a is 
used. 
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Figure 9 - Refrigerant mass flow rate for medi um evaporation 
temperatures. 

Figures 10 and 11 show comparisons of the refrigerat­
ing capacity for low and high evaporation temperatures. Figure 
10 shows that, from the thermodynarnic point of view, no sig­
nificant changes were predicted between R502 and its likely 
substitutes: R22 and R290 (in Europe). A similar comparison is 
presented on Figure 11, for high evaporation temperatures. Two 
possible fluids were studied: R22 and R290. Results show that. 
at high evaporation temperatures, the refrigerating capacity 



lP; 

1, 

achieved by R290 (propane) is slightly lower than that obtained 
by R22. 
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Figure 10 - Refrigerating capacity for low evaporation tempera­
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Equipment redeslgn procedure 

Concentrating on the medium evaporation temperature 
range, results of figure 6 have shown that modifications to 
the condensing unit characteristics are necessary, if the sarne 
capacity is to be maintained with the new refrigerants. ln 
this section, a redesign evaluation is carried out. For this 
purpose, two basic steps are proposed: 

I. Present the predicted results in a non-dimensional 
way. .J~efrigerating capacity, energy consumption and dis­
charge pressure ratios are defined, relating the predicted 
values of lhese quantities for lhe new refrigerant with those; 
obtained for lhe unil running on conventional R12 
(XaJeemativJXRI2. where X is either one of the performance pa­
rarneters). The ralios are oblained by performing the simula-
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tion model for exactly the sarne conditions with otherwise 
different refrigerants. 

II. Modify system characteristics so that the capacity 
ratio approaches unity (i.e. , sarne refrigerating capacity). 
This objective can be achieved by using one (or a combina­
tion) of the altematives below: 

i) Change lhe condenser heat transfer area (practice shows 
that this procedure affects the discharge pressure directly); 

ii) Alter the electric motor velocity, thus modifying the 
compressor lhroughput - see, for exarnple, Rarnussen 
(1996). 

iii) Modify the compressor swept volume. As in (ii), lhe 
compressor mass tlow rate will be altered. 

A first exarnple of this procedure is shown in figures 
12 and 13, where propane (R290) is compared to R12. Only the 
compressor displacement was altered. Figure 12 indicates that, 
to provide the sarne refrigerating capacity, the propane compres­
sor displacement would have to be reduced to somewhere be­
tween 40% and 50% of the original displacement, for R12 . 
Values in figures 12 to 15 represent the compressor displace­
ment expressed as a percent fraction of the original value. For 
lhe particular unit under sludy, the objective (sarne capacity) 
was achieved using approximately 45 % of the original cylinder 
swept volume. This reduction represents an even lower mass 
tlow rate (figure 13). Steimle (1994) shows that propane sys­
tems, in substitution to R12, have a lower refrigerant inventory. 
This is of particular interest when dealing with tlarnmable tlu­
ids. Figure 12 also shows that the capacity ratio is fairly constant 
over the entire range of the evaporation temperature, which 
means that the modified unit will keep, approximately, the sarne 
original capacity over a wide range of evaporating temperatures . 
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Figure 12 · Capacity ratio against evaporation temperature 
(R290 vs. R12). 

Another study was carried out for R600a (figures 14 
and 15). Similar conclusions as above can be drawn , now for a 
compressor of greater swept volume (120% of the original cy1in­
der vol:Jme). This value still represents a lower mass flow rate 
(figure 15). 
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Figure 14 - Capacity ratio against evaporation temperature 
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CONCLUDING REMARKS 

The main objective of this work was to present an 
example of the use of the simulation model as a design too!. An 
extensive validation of the model was also included. 

Some theoretical comparisons can be found in the 
literature, even though they do not account for as much of the 
internal details of the condensing unit (coil geometry, line di­
mensions, compressor internal parameters, · electric motor effi­
ciency, to name but a few) as it has been done in the present 
work. 

The study concentrated on pure fluids , eventhough it 
should be extended to mixtures, which have been tested as 
alternatives to R22 and R502 (Domansky and Didion, 1993). 
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SUMÁRIO 

O trabalho consiste na simulação computacional de um sistema de condicionamento de ar acoplado a 
um banco de gelo . ...! simulação é realizada, com base no processo termodinâmico de equilíbrio quase estáti­
co, sobre os principais componentes do sistema: compressor, condensad~r. evaporador, válvula de expansão 
temwstática, torre de resfriamento de contra-corrente, válvula de mistura de três vias. fmi-coil e banco de 
gelo. Os resultados obtidos por essa simulação proporcionam o levantamento da petformance do sistema. 

INTRODUÇÃO 

Em geral, os sistemas de ar condicionado de edificios comer­
ciais não operam com I 00% de sua capacidade, durante o ciclo 
diário de refrigeração. A carga de ar condicionado atinge seu 
pico, no periodo da tarde, quando as temperaturas do meio ex­
terno são mais elevadas, causando pontas de demanda de energia 
e1étrica. Assim, a capacidade total de uma central frigorífica e a 
potência elétrica demandada são solicitadas somente por algu­
mas horas. 

As concessionárias públicas de energia elétrica taxam os 
consumidores comerciais, conforme sua mais alta demanda e a 
energia consumida, durante o horário de ponta (das 17 às 22 ho­
ras, de segWlda à sexta-feira), tem uma tarifa maior. 

A termoacumulação de trio é um método para nivelamento 
da potência demandada, ou ainda, para deslocar o consumo total 
ou parcial de energia elétrica para os horários cuja tarifa elétrica 
horo-sazonal é menos elevada. 

Neste trabalho, apresenta-se a simulação de um sistema 
operando com armazenagem parcial e prioridade para o chiller. 

DEFINIÇÃO DA INSTALAÇÃO SIMULADA 

A instalação foi definida cm fwlÇão da estratégia adotada de 
armazenagem parcial com prioridade para o chiller. Nesta dis­
posição, o chiller trabalha com maior capacidade e eficiência, 
porém a recuperação do frio armazenado é reduzida. Os tama­
nhos do chiller e banco de gelo são menores, resultando em um 
menor custo de investimento na instalação, mas a redução da 
potência demandada não é maximizada. (McCraken, 1984 ), 
(Rawlings, 1985), (Chiachia, 1993), (Simmonds, 1994). 

Esquema da Instalação. A Fig.! mostra wna Wlidade de re­
frigeração acoplada a um banco de gelo, operando com priorida­
de para o chiller (ASHRAE, 1987) e a Fig.2 apresenta a disposi­
ção dos equipamento no chiller. 

Eguipantentos. Os equipamentos constituintes da instalação 
que foram simulados são os seguintes: 
- torre de resfriamento de contra-corrente: 
- compressor a pistão: 
-condensador do tipo carcaça e tubo (shell and tube): 

- evaporador do tipo seco, carcaça e tubo (shell and tube ): 
- válvula de expansão termostática de equalização interna: 
- válvula de mistura modulante de três vias servomotorizada 
(automática): 
- válvula de desvio modulante de três vias servomotorizada 
(automática) e 
-banco de gelo do tipo tanque e trocador de calor tubular inter­
no. 

f torr~ ~ 
~ de ~ 
~ refnamento z 

chiller 

válvula de desvio 
válvula de mistura 

Figtrra I - Esquema da instalação simulada 
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Figura 2 - Esquema do Chiller 

FUNCIONAMENTO DO SISTEMA 

compn:ssor 

O ciclo de funcionamento para um sistema com armazena­
gem parcial , operando com prioridade para o "chiller'', divide-se 
cm duas fases: armazenagem e utilização do frio. 

Armazenagem do frio. O período de fom1ação de gelo, no 
banco, acontece comumente à noite, ocasião cm que o ambiente 
objeto do condicionamento de ar, em geral , encontra-se não ne­
cessitando de refrigeração. Assim, neste período, a capacidade 
do "chiller", que em um sistema convencional (sem banco de 
gelo) ficaria ociosa, é utilizada para fazer termoacumulação. 

Utilização do frio armazenado. No processo dé "queima 
de gelo". o que geralmente se realiza durante o dia, a solução 
aquosa de etileno-glicol aquecida pelo fan-coil chega ao chilkr 
onde é pré-resfriada. Em seguida, a válvula de mistura permite 
que uma parte desse fluido solra um novo resfriamento passando 
através do banco de gelo. Essa válvula é ajustada para que a 
temperatura de mistura das soluções vindas do chiller e banco de 
gelo se situem cm 7°C que é uma temperatura desejável para 
entrada no tàn-coil. 

MODELAGEM DO SISTEMA 

Banço de gelo. A Fig.3 ilustra o esquema do dispositivo 
usado como modelo para o banco de gelo. 

Este dispositivo é constituído de um tanque que abriga no 
seu interior trocadores de calor tubulares imersos em água. 
Através dos tubos flui uma solução de água e anti-congelante, 
comumente etileno-glicol inibido. 

O gelo fica armazenado no lado externo dos tubos, sendo 
produzido e consumido no sentido radial de dentro para fora . 

Conforme mostra a Fig.4, o modelo matemático proposto 
para o banco de gelo consiste de wn tubo horizontal imerso em 
wn voltune de água. Através do tubo, 11ui uma solução aquosa de 
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dikno-gliwl. 
No período de congelamento. a solução aquosa de etileno­

glicol entra no tubo com uma temperatura abaixo de zero grau 
Celsius c ao longo do tubo vai se aqueçcndo devido as trocas de 
~;alor com a água no tanque. Dependendo das condições do mo­
mento. é possível que se tenha tónnação de gelo no início do 
tubo e no restante do mesmo, apenas n:slriamento da água. 

Na titse de descongelamento, a solução aquosa de etileno­
glicol entra no tubo com uma temperatura acima de zero grau 
Cclsius c ao longo do tubo vai se n;sfriando, devido as trocas de 
calor com o exterior do tubo. No decorrer desse descongela­
mento. pode-se encontÍar uma parte do tubo wbcrta com gelo e 
outra apenas wm água. Na região onde não houver gelo para se 
timdir poderá ocorrer um aquecimento da água no tanque c onde 
houver gelo o descongelamento prosseguirá. 

Uma vez que o pro~csso não é unifom1c ao longo do tubo. 
divide-se o wmprimento total dele em elementos de wmpri­
mcnto ,\L c tàz.-sc um estudo da troca de çaJor. como se cada 
elemento tosse um pequeno troçador de wlor. ligado cm série 
aos demais. Esta divisão pcrmik simular as possíveis situações 
que ocorrerão ao longo do tubo. durante os pro~;cssos de conge­
lamento ou dcsnmgclamento. 

tanque 

água 

t 1 diâmetro extemo do tubo 

..;<---diâmetro extemo do gelo 

..__ _ ___,olução aquosa de etileno-glicol 

Figura 3 - Esquema teórico do banço de gelo 
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Figura 4 - Modelo matemático do banco de gelo 



O modelo matemático do banco de gelo considera cinco pos­
síveis situações ocorrendo ao longo do tubo resfriamento da 
água sem fonnação de gelo, congelamento, descongelamento, 
aquecimento, recongelamento (esta situação ocorre quando um 
novo ciclo de congelamento se inicia c nem todo o gelo foi con­
swnido no ciclo anterior de descongelamento). 

Chiller e torre de resfriamento. A modelagem matemática de 
cada equipamento foi desenvolvida conforme estudos realizados 
por Almeida (I <JR2) , Massafelli ( 19<J I) c Panissi ( 19<JS-a). 

Com o intuito de se obter resu!tados próximos à realidade, 
os modelos foram elaborados e alimentados, sempre que possí­
vel , com os dados encontrados em catálogos de fabricantes. 

/\s demais hipóteses, e'quações adotadas na modelagem do· 
sistema e o programa computacional para a simulação podem ser 
encontrados na referência Panissi ( 1 <J<JS-a e 1995-b ). 

SIMUL/\CÃO 

1\ simulação do sistema é realil.ada , com base no processo 
termodinâmico de equilíbrio quase estático. 

As condições iniciais do sistema são as seguintes: 
- banco de gelo totalmente descongelado e 
- temperatura da água do banco de gelo à 5 ( 0 C). 

Os agentes externos que interferem no sistema são: 
- temperatura de bulbo (unido do ar à entrada da torre de resfri­
amento e 
-carga térmica no fan-coil. 

A temperatura de bulbo úmido simulada varia senoidalmente 
com período de 24 horas, conforme Fig. S. Seu valor mínimo é 23 
(°C) c o máximo de 25 ( 0 C), ocorrendo às I 5 horas (no pri;nciro 
período). 

A Fig.6 apresenta o pcrlil da carga térmica absorvida pelo 
tlm-coil. A primeira hora de carga térmica corresponde ao perío­
do de pré-resfriamento do ambiente condicionado. O valor má­
ximo da carga ténnica no decorrer do dia é 317 (kW). 
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Figura 5 - Temperatura de bulbo úmido 

1\ Fig. 7 apresenta a massa de gelo armazenada em relação à 
capacidade máxima do banco. 
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No início, o banco de gelo encontra-se totalmente desconge­
lado e com água levemente aquecida com temperatura de 5 (0 C). 

O primeiro congelamento do banco começa cm O (zero) hora. 
/\pós 20 minutos de resfriamento da água no seu interior, come­
ça a formação de gelo. O banco atinge a capacidade máxima de 
annazcnagem, 10 horas após o início do processo. 

No período de tempo, compreendido entre I O c 32 horas, 
todo o sistema frigorífico se mantém desligado e na ausência de 
fluxo de calor, através do banco de gelo, este conserva a energia 
armazenada. 

No período entre 32 a 42 horas, ocorre a remoção de carga 
térmica do fan-coil. Neste intervalo, através do banco, flui a so­
lução de etileno-glicol aquecida, promovendo o descongelamen­
to. 

Ao final deste período, restam aproximadamente 5 (%) da 
massa de gelo inicial. 
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Figura 6 -Carga térmica 
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Figura 7 - Massa de gelo am1azenada 
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No período seguinte, compreendido entre 42 e 52 horas, o 
sistema frigorífico volta a retirar calor do banco de gelo, promo­
vendo o recongelamento, até este atingir I 00 (%) de sua capaci­
dade de armazenagem. Desta vez, o congelamento é parcial , pelo 
fato de terem sobrado 5 (%) da massa de gelo do ciclo anterior. 

Entre 52 e 56 horas, o sistema frigorífico permanece desli­
gado. 

No tempo restante, de 56 a 78 horas, ocorre um descongela­
mento, um recongelamento parcial e uma parada do sistema fri­
gorífico, idêntico ao período anterior (de 42 a 56 horas). 

A Fig.8 apresenta as temperaturas de entrada e saída da água 
na torre de resfriamento e também a temperatura de bulbo úmi­
do do ar à entrada da mesma. 
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Figura 8- Temperaturas na torre de resfriamento 
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Figura 9 - Temperaturas do refrigerante no ciclo 

A Fig. 9 apresenta as temperaturas de condensação, vaporiza­
ção e o superaquecimento proporcionado pela válvula de expan-
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são termostática .. 
As temperaturas de condensação e vaporização sofrem uma 

queda, durante os ciclos de congelamento e recongelamento, en­
quanto que o superaquecimento pem1anece praticamente cons­
tante. 

A Fig. I O apresenta os fluxos de calor no evaporador, con­
densador e também a potência teórica do compressor 
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Figura 11- Balanço do tluxo de calor 

A Fig. II apresenta as contribuições do chiller c banco de 
gelo na remoção da carga ténnica, absorvida pelo fan-coil. Tam­
bém apresenta o tluxo de calor no chiller e banco de gelo, du­
rante os ciclos de congelamento c recongelamento parcial. 

Durante a remoção da carga tém1ica, podemos observar que 
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a contribuição do chillcr sofre pouca intluência das variações da 
carga ténnica, uma vez que o chiller já está operando, próximo 
ao limite de sua capacidade máxima. Enquanto isso, a contribui­
ção do banco de gelo sofre grandes alterações sendo causadas, 
principalmente, pela vazão da solução de etileno-glicoL bas­
tante variável, que por ele passa. 
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Figura 12 - Coeficiente de perfonnance da unidade frigorífíca 

A Fig.12 apresenta o cocliciente de perfonnancc da tmidadc 
trigorífíca. 

Nos ciclos de remoção da carga térmica , devido à alta tem­
peratura de vaporização, o cor apresenta valores mais eleva­
dos, do que os dos ciclos de congelamento c recongclamcnto 
parcial. 
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Figura 13 -Carga térmica c a potência mec. no compressor 

A Fig. 13 apresenta a carga ténnica e a potência mecânica no 
compressor. 
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Enquanto a carga térmica sofre grandes alterações, ao longo 
do dia, a potência do compressor permanece praticamente nive­
lada. 

CONCLUSÃO 

No presente trabalho, apresentou-se a simulação de tun sis­
tema operando com annazcnagem parcial e prioridade para o 
chillcr. Através das fíguras, nota-se boa concordância entre os 
resultados obtidos e aqueles esperados. Contudo, para a com­
pleta validação do modelo, ainda falta um levantan1cnto expe­
rimental do banco de gelo, uma vez que os dados obtidos da lite­
ratura técnica e dos catálogos de fàbricantcs são insuficientes 
para suprir o modelo, de modo a permitir uma análise compara­
tiva de perfom1ances. 
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ABSTRACT 

The dynamic simulation of an ice bank for a system operat­
mg with partia! storagc (with priority for the chiller) is prc­
scnted . 

The ovcrall system dynamic equilibrium tormulation is that 
of a thermodynamic quasi-static equilibrium process. 

The simulation is done over the main compo!'ents of the 
systcm: reciprocating compressor, shell-and-tube water-cooled 
condenser, shell-and-tube water-cooling evaporator, thcrmostatic 
expansion valve, countcrtlow cooling tower, automatic tem­
pcrature modulation thrcc way valve and brinc-type solid ice 
builder. 

The simulation rcsults obtained are then used for system 
pcrformance analysis. 
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RESUMO 
Apresenta-se, neste trabalho, um método para simulação computacional de sistemas de ar condicionado 
com temwacumulação de frio, utilizando banco de gelo com expansão di reta . O método desenvolvido é 
baseado no processo termodinâmico do equilíbrio quase-estático, e utiliza dados de performance, 
fom ecidos pelo fabricante, para cada equipamento do sistema. 

INTRODUÇÃO 

O uso da tennoannnulação de frio, a partir de banw de 
gelo, cm sistemas de condicionamento de ar, tem aumentado 
signiiicativamente, em virtude dos esforços para redução dos 
gastos com energia elétrica (Chiachia et al.,l993). 
Consequentemente, diversos sistemas para produção, 
armazenamento e consumo de gelo tem sido desenvolvidos c 
estudados. 

Os sistemas de tennoacumulação de frio, utilizando banco 
de gelo, podem ser separados em duas categorias básicas: 
sistemas de acmnulação com expansão direta e sistemas de 
acumulação indireta de gelo (ASHRAE, 1987). 

Os sistemas de acumulação de gelo com expansão direta são 
constituídos de um tanque, dentro do qual está imerso em água 
o evaporador de expansão dircta da unidade frigorítica. Assim, 
o gelo é produzido e armazenado diretamente sobre os tubos do 
evaporador. 

A principal característica dos sistemas de acumulação 
indireta , é a existência de um fluido intennediário, geralmente 
uma solução aquosa de etileno-glicol, que após ter sido 
resfriada no evaporador da Wlidade frigorílica , pode circular 
atravt:s do tanque de annazenamcnto de gelo. 

Neste trabalho é desenvolvido um método para a simulação 
de sistemas de acumulação de gelo com expansão direta, onde 
cada componente do sistema (compressor, condensador, válvula 
de expansão e torre de resfriamento) é modelado 
separadamente, a partir de dados de pcrfonnance obtidos em 
catálogos de fabridmtes. 

SISTEMA DE ACUMULAÇÃO COM EXPANSÃO DIRETA 

Nos sistemas de acumulação de gelo com expansão direta, o 
tanque de annazenamento e o evaporador da unidade frigorílica 
formam um só equipamento, c estão termodinamicamente 
acop\ados (Strand, 1995), portanto é conveniente modela-los 
simultaneamente. 

A modelagem do banco de gelo consiste na dctcnninação 
dos fluxos de wlor através dos tubos do evaporador e, a partir 
destes, da quantidade de gelo formada ou consumida c a 
variação de temperatura da água no tanque, quando for o caso 
(Iralász, 1979). 
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A análise dos fluxos de calor nos tubos do evaporador, deve 
considerar que o processo de transferência de calor não é 
m1ifonnc ao longo do comprimento do mesmo (L). Portanto, 
este será dividido em seções de pequeno comprimento (&), 
sobre as quais é cfetuado o estudo da transferência de calor 
(Pru1issi , \995). 
Neste modelo são consideradas três situações: resfriamento sem 
formação de gelo , formação de gelo e consumo de gelo. Para a 
primeira situação, o fenômeno da trru1sferência de calor da água 
para o fluido frigorífico, pode ser dividido em duas etapas. A 
primeira etapa corresponde à transmissão de calor por 
convecção (natural ou forçada) da água para a superfície externa 

do tubo, sendo que este fluxo de calor ( Qap ) é dado pela Eq 

( 1 ), onde De é o diâmetro externo do tubo, Ta a temperatura da 
água no tanque, Tp a temperatura da superfície externa do tubo 

e a~ é o coeficiente de convecção entre a água e o tubo. 

Qap = a e. 1t. De.L\L.(Ta- Tp) (I) 

Já o calor transferido da sup~rfície externa do tubo, para o 

fluido frigorífico ( Qpf ), que corresponde à segm1da etapa, pode 

ser calculado pela Eq. (2), onde RT1 é o resistência térmica 
oferecida pela parede do tubo e pelo refrigerante, e To é a 
temperatura do refrigerante. 

Q
. f (Tp-To) 
p = 

RT1 
(2) 

A variação da temperatura da água no tanque é dada pela 
Eq. (3) , onde ma é a massa de água no tanque, Cp. é o calor 
específico da água, L'.tempo é o intervalo de tempo considerado 

e Qt t: a carga térmica. 

L'.Ta = -'-(Q.::..... t_-.....:Q....:.ap-'-) ·Atempo 
ma.CPa 

(3) 
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Da mesma forma que na situação anterior, durante a fase de 
congelamento, a transferência de calor da água para o 
refrigerante será dividida em duas etapas: transferência de calor 
da água para a superficie da camada de gelo c transferência de 
calor da superficie da camada de gelo para o refrigerante, sendo 
que estes fluxos de calor são dados pelas Eq. (4) e Eq. (5), 
respectivamente. 

Qag = a e.rr.Dg.N'"(Ta- Tsg) (4) 

(5) 

Na Eq. (4) RT2 é a resistência ténnica oferecida pela 
camada de gelo, pela parede do tubo e pelo refrigerante. É 
importante observar ainda que a temperatma da superficie da 
camada de gelo (Tsg) se mantém a O "C. 

A variação do diâmetro externo do gelo (~Dg), em um 
intervalo de tempo, é dada em função do calor latente removido 
da água. Sendo que este é dado pela diferença entre o calor 
transferido da superficic da camada de gelo para o refrigerante, 
c o calor transferido da água para a supertlcie da camada de 
gelo, logo: 

2.(Qgf- Qag) . ~tempo 
mg = rr .pg. L\L.Dg.qlg 

(6) 

A fase de consumo do gelo tem início quando a carga 
ténnica for maior que o calor removido pelo refrigerante. Neste 
caso a massa de gelo consumida (mg), em um intervalo de 
tempo, é dada em função da diferença entre a carga térn1ica c o 
calor removido pelo refrigerante, como indicado pela Eq. (7), 
onde qlg é o calor latente de solidificação da água e pg é a massa 

específica do gelo e Qo é a capacidade de refrigeração. 

Enquanto houver gelo sobre os tubos, a temperatura da água no 
tanque pennanece constante. 

Qt- Qo . ~tempo mg=qç- (7) 

O escoamento do refrigerante no interior dos tubos do 
evaporador é caracterizado pela existên~ia de duas regiões: na 
primeira região o refrigerante é vaporizado, recebendo calor da 
água à temperatura de saturação, e na segunda ele é 
superaquecido (Rahman et aL,l995). Assim, para a 
determinação da taxa de calor transferida para o refrigerante, 
devem ser usadas duas correlações para o coeficiente de 
convecção intemo (ai), uma para cada região. De acordo com 
Klinlenco ( 1988), o coeficiente de convecção (ai), para 
escoamento com mudança de fase, no interior de tubos, é dado 
pela Eq. (8~ 

. . ( )0,2 ( )0,09 
w =0,087.Re~'6.Pr/'6. 1:'J:_ . !!..x_ -~ 

Pi kt L' 
(8) 
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Na Eq. (R), Req é o número de Reynolds equivalente para 
escoamento bifásico, Pr é o n\unero de Prandtl , p é a massa 
especítica, k é a condutividade ténnica e L' é a constante de 
Laplace, definida pela Eq. (9), onde cr é a tensão superficial do 
refrigerante c g é a aceleração da gravidade. Os índices I e v, 
que aparecem nestas equações se reterem a lase líquida e a 
vapor, respectivamente. 

cr 
(9) I/= 

g.(pf -f;;,) 

Para o cálculo do coelicienlt! de convecção na região de 
superaquecimento, será utilizada a Eq. (I 0), que detine o 
número de Nusselt (Ralunan et. ai , 1995), onde Jl é a 
viscosidade dinâmica do fluido , Re é o número de Reynolds e f 
é o tàtor de atrito. 

Nu= R e. Pr . ( f). ( ~~c)0,25 
X 8 llv 

X =I ,07 +I 2,7(Pr 213 - I) (fI R) 112 

f = (L82 · log(Re) -1.64f
2 

COMPRESSOR 

(lO) 

O rendimento volumétrico, parâmetro básico para a análise 
do desempenho de compressores altemativos, varia em função 
das condições de operação do sistema. Portanto é dificil prever 
matematicamente o seu valor, mas levantamentos experimentais 
(Almeida e Massafeli, 1995) indicam que ele é, principalmente, 
tuna função da relação de pressões (rp), isto é, da relação entre 
a pressão na descarga (Pd) e a pressão na sucção (Ps), sendo 
bem representado por um polinômio do 2º grau, como mostra a 
Figura I , para um compressor operando com R-12. 

A vazão mássica de refrigerante deslocada pelo 

compressor ( mf ), pode ser calculada pela Eq. (I 1 ), onde Vd é 
o deslocamento volumétrico do compressor, v1 é o volume 
específico do refrigerante à entrada do compressor e llVR é o 
rendimento volumétrico reaL 
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A capacidade de refrigeração é dada pda Eq. ( 12), onde h4 
e h 1 são as entalpias específicas do refrigerante na entrada e na 
saída do evaporador, respectivamente. 

Qo = rn f. (h 1 - h4) (12) 

A potência real de eixo consumida pelo compressor é 
calculada a partir da vazão mássica de refrigerante e da variação 
de entalpia na compressão isentrópica, isto é, da diterença entre 
a entalpia específica do refrigerante na saída (h2) e na entrada 
(h l) do compressor, admitindo-se um rendimento global médio 
(llg). 

W
. . ü1f. (h2 - h I) 

eiXO"' (13) 
llg 

CONDENSADOR 

O condensador modelado neste trabalho é do tipo ''shell and 
tube", com água por dentro dos tubos e refrigerante entre tubo e 
carcaça. 

A rejeição total de calor em um condensador, inclui tanto o 
calor absorvido no evaporador como a potência equivalente do 
trabalho de compressão, e pode ser estimada por: 

Qc = (AU)c.'.Tml 

Qc=Iim.Cp3 .(Ts3 -Te3 ) 

(14) 

onde (AU)c é a condutância global de transü:rência de calor, 
Sfml é a diferença de temperatura média logarítmica, ma é 
vazão mássica de água de condensação, Tsa e Te. são as 
temperaturas da água na -saída e na entrada do condensador, 
respectivamente. Admitindo-se que as diferenças entre a 
temperatura do reüigerante e da água de resfriamento, em mn 
condensador utilizado em refrigeração, são relativamente 
pequenas, a diferença de temperatura média logarítmica pode 
ser calculada por: · 

(
T T ) AI"ml = Te - Sa ; ea (15) 

onde Te é a temperatura de condensação. 
A partir das Eq. (14) e Eq. (.15), após algumas 

simplificações, tem-se: 
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Segtmdo Almeida e Massaieli ( 1995 ), o valor de Fcond, que 
aparece na Eq. ( 16 ), varia sensivelmente com a vazão de água 
de condensação. A hgura 2, mostra esta variação, a partir de 
dados obtidos de catalogo, para mn condensador operando com 
R-12. 
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Figura 2- Fcond em função da vazão de água de condensação. 

TORRE DE RESFRIAMENTO 

Nas torres de resfriamento de contra corrente, equipamento 
aqui estudado, o ar escoa verticalmente para cima, em oposição 
a uma massa de água que flui para baixo, ocorrendo 
transferência simultânea de calor e massa, do fluxo de água para 
o fluxo de ar. 

Para o cálculo da perfonnance de um torre de resfriamento 
utiliza-se o Número de Unidades de Transferência (NTU). O 
NTU é função de características de projeto da torre de 
restnamento, e das vazões de ar e água, pois elas controlam o 
coeficiente de convecção (a.o) e a área de troca de calor (A). O 
valor do NTU pode ser obtido da Eq. ( 17) (Stoecker e Jones, 
1985), que resulta de um processo numérico, onde a torre de 
resfriamento é dividida em volumes diferenciais, realizando-se 
em seguida o somatório da diferença de entalpia média 

aritmética (hi- har)m, para cada incremento de volmne em que é 

dividida a torre. Na Eq. (17) har é a entalpia do ar, hi é a 
entalpia do ar saturado na temperatura da água e i\Ta' é a 
variação da temperatura da água em mn volume diferencial. 

(17) 

Para qualquer condição de operação da torre, o valor do 
NTU pode ser calculado, a partir da relação entre as vazões de 
água e ar (Massafeli, 1991 ), conforme mostra a Figura 3. 

Durante a simulação da operação de uma torre de 
resfriamento, são conhecidos as vazões de ar e água e da 
temperatura da água na entrada da torre, e deseja-se detenninar 
a temperatura da água na saída da torre. O procedimento para se 
fazer a previsão da temperatura da água na saída da torre não é 
direto, requerendo cálculos iterativos. 

Como a temperatura da água na saída da torre não é 
conhecida, inicialmente estima-se o seu valor, e então 
determina-se mn valor para o NTU. Se o NTU resultante for 
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maior que o NTU conhecido, isto é, maior que o NTU calculado 
a partir da vazões de ar e água, a temperatura da água na saída 
da torre deve ser aumentada, caso contrário a temperatura da 
água na saída da torre deve ser diminuída, cfctuando-sc cm 
seguida novo cálculo do NTU. O procedimento pára quando o 
NTU calculado for aproximadamente igual ao conhecido. 
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Figura 3 -Variação do NTU em função da relação entre vazão 
de água e vazão de ar. 

VÁLVULA DE EXPANSÃO TERMOSl'Á'l1CA 

As válvulas de expansão termostáticas são utilizadas nos 
sistemas de refrigeração mecânica por meio de vapores, para 
provocar a expansão do fluido frigorífico liquefeito, desde a 
pressão de condensação até a pressão de vaporização do ciclo. 

Para as condições dadas nos catálogos, isto é, válvula 
operando totalmente aberta, admitindo-se que a vaporização do 
fluido refrigerante só ocorre após a sua saída da válvula e 
considerando-a como um orifício concêntrico, pode-se calcular a 
vazão mássica máxima de refrigerante através da válvula, pela 
equação abaixo: 

llfinax = Ka.J2.p3.Ml (I 8) 

Na Eq. (18), .~ é a diferença de pressão operada pela 
válvula, PJ é a massa específica do refrigerante na entrada da 
válvula e Ka é um coeficiente que exprime o produto da área do 
orit1cio da válvula (Ao) pelo coeficiente de descarga (Cd). De 
acordo com estudos realizados por Massafeli ( 1991 ), o 
coeficiente Ka, para vários tipos e tamanhos de válvulas de 
expansão termostática, é uma função da temperatura de 
vaporização (To) do sistema, como mostra a Figura 4 . 

A vazão mássica de refrigerante através da válvula, para 
condições de operação com carga parcial, pode ser calculada 
segundo Yassuda et ai. (I 983 ), pela Eq. ( 19 ): 

Úlf = llf . t>Tops- t>Tss 
max !\Tos 

(19) 

Na Eq (IS), 1H ss é o superaquecimento necessário para o 
início de abertura da válvula, ~Tos é o superaquecimento de 
abertura e !\ Tops é o superaquecimento de operação. 
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Figura 4 - Coeficiente Ka cm função da temperatura de 
vaporização do sistema. 

SlMULi\ÇÃO DO SlSTFMi\ DE i\R COND!CIONi\JX) 

Nas seções anteriores foram apresentadas as equações que 
caracterizam cada componente do sistema de ar condicionado. 
Para a simulação, a solução do sistema de equações obtido será 
etduada através da técnica da substituição sucessiva, exigindo 
que inicialmente se estime uma variável do sistema, no caso, a 
variável estimada é a temperatura de condensação. 

Os resultados da simulação, mostrados á seguir, foran1 
obtidos para a instalação operando com o refrigerante R 12 , 
porém o modelo desenvolvido pode ser utilizado também com 
os refrigerantes R22 e R 134a, bastando para isto, a alteração 
das equações para cálculo das propriedades do refrigerante 
(Almeida, 1995). As curvas referentes aos dados experimentais, 
que aparecem nas Figuras 7, 8 c 10, foram obtidas a partir de 
ensaios realizados no Laboratório de Ar Condicionado da Escola 
Federal de Engenharia de Jtajubá . 

As Figuras 5 a 8, toram obtidas para o ciclo de produção de 
gelo, onde o sistema opera somente com a carga devido á inércia 
ténnica do tanque. A produção de gelo é interrompida quando 
aproximadamente 60 % da massa de água se solidificou. Na 
Figura 5 é apresentada a variação da espessura média da 
camada de gelo, formada ao longo dos tubos, ao passo que na 
Figura ·6 tem-se a variação da espessura da camada de gelo ao 
longo do tudo, e em limção do tempo. 1\ Figura 7 mostra a 
massa de gelo formada, durante o ciclo de acumulação de gelo. 
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Figura 5 - Espessura média da camada de gelo cm função do 
tempo, prodUL.ida durante o ciclo de fonnação de gelo. 
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A Fignra 9 mostra o consumo do gelo, na fonna da variação 
da cspcssura d..: sua camada, quando são aplicadas cargas de q e 
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12 k W ao sistema, com a tmidadc frigorífica desligada. A Figura 
I O tcm-se uma apresenta a massa de gelo remanescente no 
tanquc, em fw1ção do tempo, durank o cido de "queima de 
gelo", para uma carga aplicada de 18 kW 
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Figura 9- Variação da camada de gelo, durante o período de 
consumo do mesma, em função do tempo, para duas cargas 
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Figura 1 O -Massa de gelo remanescente no banco cm função do 
tempo. durante o ciclo de ''queima de gelo''. 

CONCLUSÕES 

Como pode ser observado nas Figura 7, 8 c I O, os valores 
obtidos da simulação e os valores experimentais mostram-se 
coercntcs, principalmente no que diz respeito a massa de gelo c 
temperatura da água no tanqut:. Assim, pode-se dizer que o 
modclo desl!nvolvido rcprcscnta de fonna satisfatória os 
proc.:ssos dc congelamento c queima dc gdo. 

Uma observação importante é a diferença entre a 
temperatura de vaporização (To) simulada e o respectivo valor 
experimental. Embora os valores mostrados na Figura 8 difiram 
consideravdmente no inicio do ftmcionamcnto, a temperatura 
da água no tanque, .:stá bem representada . Esta diferença pode 
ser devido ao moddo utilizado dc processo quase-estático, pois 



no inicio os gradientes são muito grandes, e o modelo utilizado 
considera equilíbrio instantâneo. Por outro lado, é possível que 
o sistema de medida de temperatura de vaporização esteja mal 
posicionado, e portanto não devolvendo o valor con-eto. 
Verificações estão sendo efetuadas no sentido de dirimir esta 
questão. 

Na simulação do banco de gelo, ao se efetuar a discretisação 
dos tubos do evaporador, devem ser utilizadas seções de 
comprimento (,\L) inferior a 0,25 m, para que desta fonna 
possa ser adotado um método explícito para o cálculo do 
coclicicnte de convecção intemo ( ctmt), o que diminui o tempo 
de execução do programa computacional, o mesmo não 
acontecendo para comprimentos superiores a este valor. 

O tempo de prucessamento, em uma máquina do modelo 
Pcntium 100 MHz com o compilador Microsoll Fortran 
PowerStation versão 1 Oa, para o caso apresentado na Figura 8, 
isto é. 5,0 horas de funcionamento do sistema de ar 
condicionado, foi de aproximadamente 1, 7 minutos. 
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ABSTRACT 

This work presents a mudei f()r computational 
simulation of direct ice-storage air conditioning systems. The 
model developed Is bascd on the application or the 
thennod;namics quasi-steady equilibrium process, and the 
requircd simulation data, for cach componcnt of the svstem, can 
be obtained dircctly from manulitcturer' s catalogues. 
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SlJMMARY 

Certain water wet ceramics will reject fouling by crude oils. Steel pipes, lined with the right mortar, 
will resist the fouling of their walls by crude oil in water-lubricated pipe/ines of heavv crudes. These 
sarne crudes will foul unprotected steel, compromising the core annular flow structur~. This paper is 
the first systematic study of wet ceramics that resist adhesion by heavy crude oil. Over two hundred wet 
mortar samples, as well as other miscellaneous ceramics, were analyzed and tested for oleophobic 
characteristics in a search for the optimum morta r composition and method of preparation. 

INTRODUCTION 

It is possible to achieve huge savings in transporting 
viscous heavy crude oils through pipelincs by lubricating the 
oil core in an annulus ofwater (core-annular flow). Nature's 
gift is that the less viscous liquid (water) spontaneously 
migrates to the wall where the shear is high, and the o ii is 
confincd to a core flow lubricated ali around by the water. 
This kind of configuration is hydrodynamically stable (for a 
full discussion, see Joseph and Renardy, 1993), and produces 
pressure gradients of the ordcr of water alone at the sarne total 
throughput. This means that savings of the order of the 
viscosity ratio can bc achicved in lubricated flows. 

Lubricated !ines have been tested (and in some cases 
installed) by oil companics periodically since 1906. A 
historical account of these tests has bccn prcsented in Joseph 
and Renardy (1993). As new fields of heavy crudcs are being 
discovcred worldwidc, oil companics are showing increasing 
interest in this technology. The main barrier to a widcr 
adoption of commercial lubricated tines is the problcm of 
fouling described below. 

Even though lubricated flows are hydrodynamically 
stable, oil can foul the wall. This is a physico-chemical rather 
than a hydrodynamic effcct and is not taken into account in the 
equations used to study stability. The hydrodynamic 
stability of lubricated flow is very robust even when oil wets 
the wall. ln experiments, one can somctimes scc an annulus of 
water lubricating an oil core in a pipe whose walls are 
completely fouletl with oil. Howcver, thc fouling builds up 
and lcads to rapidly incrcasing pressure drops and can cven 
result in blockagc of the flow (see Arney et al., 1996). 

A related problem is thc fouling of solid walls by o i l 
during the processing and transport of eoncentratcd oil-in­
watcr emulsions. Princen (1983), in his pioneering work on 
the rheology of foams and eonecntrated emulsions of oil i n 
water, notes that "to obtain meaningful and reprodueiblc 
results, it appears essential that the viscometer walls are 
perfeetly wetted by the eontinuous phasc. Othcrwise, the 
surface induces instability of thc cmulsion layer adjacent to 
the wall/' Princen and Kiss (1989) note that stainlcss steel 
rotating cylinders are not usable for studies of such emulsions 
because they are hydrophobic such that "with highly 
concentrated 0/W emulsions, the oil droplets havc a strong 
tendency to 'coalesce' with the walls and to forma thick oil 
laycr when shear is applied (wall-induccd instability). ( ... ) 
The problem may be solved using ( ... ) glass cylindcrs." These 
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studies suggest that a thin laycr of lubricating watcr will 
appear in thc transportation of eoneentrated oil-in-water 
emulsions through pipes when thc walls of the pipe are 
oleophobic, say, in glass-lined pipes, but that these emulsions 
will invert at oleophilic walls, e.g. the stcel walls of pipes. 

This paper presents the results of an experimental 
investigation aiming to identify materiais which could be 
used (either as primary materiais oras linings) in pipelines 
operating in core-annular flow regimes, in order to avoid oil 
adhesion to thc walls. Thc scope of this work includes 
testing the adherence of oil-water systems to different materiais 
in simple static situations. Results of similar, but more 
rcstricted tcsts done in Venezuela were given by Rivera et al. 
(1995). Arney et al. (1996) report the results of tests with a 
pipeline made with eement lined pipes; their choice of eement­
lined pipes was based on the results presentcd here. ln 
general, the results of these works support our eonclusions 
and can be summarized by the observation that fuel oil and the 
heavy crudes oils used in tests never fouled pipes lined with 
mortars of Portland cement if they were first hydrated in 
sodium m-silieate. A full discussion on ali thcse researeh 
efforts can be found in Ribeiro ( 1994 ). 

PRELIMINARY TESTS 

ln this seetion wc review the results of the first 
experimental attempts, simple tests aiming to idcntify materiais 
and fabrication processes which would make pipe walls 
hydrophillic/oleophobic . Based on thc rcsults of these 
prcliminary tests an experimental methodology was proposed 
to further refine the findings. 

Different crudcs stick to steel in various dcgrees 
depending on their composition. Usually, crude oils which 
contain more carboxylic acid groups are more susceptiblc to 
foul a steel surface. When in contact with watcr, these crudes 
loosc protons and became negatively charged at the interface, 
making thcm more likely to stick to stcel, which contains 
fcrrous (Fe+2

) ions. Among the heavy crudes available for the 
research, il was found that thc onc fiDm the Zuata ficld, in 
Venezuela (dcnsity of 996 kg/m3

, viscosity of 115 Pa.s, at 25 
°C) was thc more likely to foul a mctallic or a ceramic surface. 
Thereforc Zuata oil was used in the cxpcrimcnts. 

Thc preliminary tests investigated how different materiais 
rcsist fouling undcr pressure. Such a pressure could be 
produccd in a stoppcd line at elevation duc to a hydrostatic 
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hcad or by dynamic prcssurc in chokcd rcgions of thc pipe. To 
look at this question, wc uscd pair of steel plates, mortar 
bricks and fircd clay bricks. Prior to the experimcnts, thc 
plates were soaked in a hydrating solution (which could be 
plain water or a l% solution of sodium m-silicatc --Na2Si04) 
for two days; thcn an oil drop was sandwichcd betwecn the 
plates and the plates were submerged again with a dcadwcight 
on top (Fig. 1 ). The deadweights applied a pressure of 7 k P a 
on the steel platcs, 19 kPa on the mortar bricks and 44 kPa on 
thc clay bricks. Aftcr two days, the weights were removcd and 
the plates separated. lf any oil was attached to the surface, the 
platc was rinsed under running water. lnferences on the 
dcgree fouling on each material were taken qualitatively, by 
visual observation of the plates after separation. 

IX.ad weight 

/ 

M Hydrating solution 

Bricks or platcs . 77- "\. Oildrop 
of the testmg malenal 

Figure 1- Fouling under pressure tests 

The conclusion was that the extra pressure does not secm 
to promote oil adhesion to clay and mortar walls. The ceramic 
plates could be easily pulled apart and the oil residue was 
promptiy rinsed off either by gentle scraping with a spatula or 
washed out by water flowing at a rate of I liter/s, in contrast 
with steel plates, where the oil stuck very tenaciously. Figure 
2 sketches the results for these tests in steel and cement platcs. 
Both steel plates were completely fouled after separation. This 
means that when separating the plates, it was easier to fracture 
the o,il layer than break the adhesive bonds between steel and 
oil (Fig. 2a). ln contrast, the ceramic plates fouled only 
partially, and the fouling of onc plate was accompanied by a 
lack of fouling of the other, as in Fig. 2(b and c). This implies 
adhesive rathcr than cohesive failure under separation. 

An important question must be risen on the role of the 
hydrating solution, which acts as a coating to the surface. O i I 
easily sticks to dry ceramic surfaces (as one can observe on a 
garage floor), but does not stick if the surface is wet (i.e. 
coated) by water. The hydrodynamic of lubricated pipeline is 
such that the water naturally migrates to the high shear 
regions, close to the walls. This means that in the application 
sought it is possible to keep the pipe walls always wet with 
the hydrating solution. The results of these preliminary tests 
showcd that plates hydrated in sodium m-silicate solution 
always resistcd fouling better than those hydrated in water. ln 
fact, it is known that sodium m-silicatc is effective i n 
producing oleophobic and hydrophilic surfaces on stecl, and 
glass. The addition of sodium m-silicate to the water at 
periodic intervals prevented oil adhesion to steel pipe walls 
in some !ines operating in core-annular flow regime, but it did 
not avoid fouling of Zuata on a 54 km steelline in Venezuela. 

EXPERIMENTAL MEIHODS 

Our prcliminary experiments point strongly to the use of 
ceramics hydratcd in sodium m-silicate as the optimal 
technique to preveni o ii adhesion to pipe walls in pipe! ines 
operating in core-annular Oow regime . Since Portland cement 
lined pipes are a commcrcially available product, it was 
decidcd to carry on a systcmatic invcstigation on thc 
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propertics of cement surfaccs which would cnhancc thcir 
hydrophillic/olcophobic character. Thc rcsearch q ucstions 
wcre: 

I - What are the optimal propertics of Portland cement 
mortars in tem1s of avoiding oil adhesion when wct? 

2- Are therc any additives to the usual mortar mix which 
can improve its hydrophilic characteristics? 

3 - Knowing that hydration in sodium m-silicate enhances 
thc hydrophillic character of a mortar mix, what is the optimal 
(minimum) concentration of this salt in aqueous solutions 
which may render such enhancement? 

4 - Are these hydrophillic/oleophobic properties 
persistent long aftcr hydration in sodium m-silícate? 

Fig 2a - Typical separation for 
steel plates. 8oth sides are heavily 
fouled, and the fracture occurs 
inside lhe oil drop. 11 is very hard 
to clean bolh surfaces. 

Fig 2b- Separation for some concreta 
or clay plates. Fouling happens on 
both plates, but in a wa y lhat lhe 
fracture line was always between the 
plates and the oil. 8oth surfaces 
can be easily cleaned. 

Fig 2c - Olhe r concreta and clay plates 
separated in a different way. One plat3 
was completely fouled, the other 
completely clean. Again, lhe fracture 
line was between the concreta plate and 
lhe oil . The contamined surface can be 
easily cleaned 

Figure 2. Sketch the plates separatcd after testing for fouling 
under pressurc. The fact that the scparation in the stcel plates 
happcned inside the oil drop tell us that the energy of 
adhesion betwcen stcel and oil is higher than thc energy of 
cohesion of the oil phase itself. 

To answer these questions, a total of 240 samples (mortar 
disks, I O cm diameter, 6-12 rrm thick) were made. Fi ve 
variables were controlled in the experiments: 

• cement type (cight catcgories: IA, , III, IIIA, l-LA, I-II-
LA, II, V (ASIM C-150); commercial brand Quikrete); 

• sand-to-cement ratio (two cases: I to I and 3 to I); 
• water-to-cement ratio (three cases: 0.3, 0.4, and 0.5); 
• sand type (two cases: coarse and fine sand; 
• hydrating liquid (two cases: water and 1% aqueous 

solution of sodium m-silicate) . 
Two propcrties of thc samples which could not be 

absolutely controllcd, but could be correlatcd with the 
oleophobic character of Portland cements mortars were also 
considcred: (I} the bulk porosity and the water absorption 
capacity; (2) the macroscopic aspect of thc surface. 

Bulk porosity, e, is the volume fraction of porous voids, 
measured according to thc specification ASIM C642-90. To 
measure it, thc sample was wcighcd after each of these 
procedures: oven drying for at least 48 hours, immersion in 
watcr for at lcast 48 hours and immersion in boiling water for 
six hours. Wc also mcasured the weight ofthe samplc while 
immcrscd in water. lhe bulk porosity is thcn calculated by: 

= (weight afier boi/ing - oven-dried weight) 
1
) 

0 (weight ajier boiling - immersed weight) ( 

A related paramctcr is the water absorption capacity, w, 
which is defined (ASTM C642-90) as: 



w = 
(weight after hoiling- oven-dried weight) 

(oven-dried weight) 
(2) 

Thc macroscopic aspect of thc samplc surfacc was 
idcntificd by obscrving thc dcnsity and sizc of visiblc voids 
and protrusions on thc sample. Each sample was 
indcpendcntly inspeeted by three researchers, and a consensus 
was reached after discussion. Sam pies of the sarne composition 
had relatively the sarne appearance. 

Two experimental tests wcre pcrformed in order to quantify 
the rcsistancc to oil adhcsion of each samplc: (I) contact angle 
(a) measurement and (2) the t~ist and press test. 

Zuata is slightly lighter than water so that an "inverted" 
sessile drop can be fomied by allowing the oil to lloat up in 
water onto a plane solid. Since the density difference is of the 
order of 10-3 g/cm3

, the oil drop is only weakly levitated onto 
the solid plane by gravity. lf we suppose that the contact 
angles are determined by the energies of adhesion, the drop 
shapes, including the arca of contact between the drop and the 
plane on which it rests, are determined by the drop volume, 
which in the prcscnt case was held at approximately 0.4 cm3

. 

The samples wcrc allowed to soak in hydrating solutions for a 
period of 3 days prior to test. We then mcasure the contact 
angle of the system watcr/oil/mortar. A clcar square container 
was filled with watcr, and a stage was sct up within the 
container such that a cemcnt sample could rest on it and yct 
the bottom surface of thc cemcnt could still bc observed from 
outside the containcr. The sample was removcd from its 
hydrating solution and towcl dried in order to remove ali 
excess liquid from its surfacc. lf the samplc was not towel 
dried, the oil would merely float upon a water/surfactant layer 
betwcen it and the surface of the sample, and no contact 
between the drop and the surface would occur (this is truc for 
mortar surfaccs. The drop would complctcly adhere in wet stccl 
surfaces). After towel drying, thc oil drop was applied with a 
syringe in such a way that it lay relatively flat on lhe cement 
covcring a circular arca of approximately 2.5 cm diameter. The 
cement sample was placed in the test solution with the oil on 
the bottom surface, thus allowing the buoyancy forces from the 
water to further impel the oil to the surface of thc sample. 

Contact angle was then measured through an optical 
system, whieh included a stereomicroscope, a video camera 
and a computer. By checking this system against known 
angles on stainless spheres eut to unequal pieces and glued to 
metal sheets, it was found that the measured angles were 
undcrestimated in ali cases, but they deviated from the real 
values by no more than 4°, with an average deviation of 2°. 

Thc oil was closcly observed for the first half hour aftcr 
application to the mortar sample, primarily to see how rapidly 
it desccnded into a sessile drop. Although the experimental 
facilities prevcntcd an aceurate measuremcnt of the arca of 
contact, we could anticipate the eventual mcthod of 
scparation of the oil by observing the reduction in the 
diameter of contact arca. After each of thc first two hours of 
contact, the angle on each sidc of thc oil drop was measured. 
Usually the drop would reach a constant shapc after 3 hours , 
but it took longer for some samples. ln many cases, but mostly 
for samples hydrated in sodium m-silicate, it was possible to 
observe a significant reduction of contact arca (and increase of 
the angle of contact) in the evolution toward equilibrium. ln 
general, equilibrium could be reached in less than 3 hours but 
in some cases the evolution time was much larger, as shown in 
Figure 3, whcre the total reduction of contact arca was of 
about 99n : .. ln few cases, thc drop sclf dctached from the surface 
during the test. Since the oil did not contact the samplc, no 
contact angle was measurcd for these samplcs, which were 
those with the best performances (a= 180°). 

The other quantitative test to evaluate the hydrophillic 
character of a surface was the so called twist-and-press tcst. 
Two equivalcnt samples (based on their composition) were 
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immersed in a hydrating solution for at least 3 days, after 
which one of the samplcs had one of its sidcs thorou ghl y 
pasted (using a spatula) wi:h Zuata. Thc two samplcs wcn: 
then forcefully pressed together and twisted in opp osi tc 
directions. Thc combination of pressing the samplcs together 
and twi sting thcm was sufficient to force the oil into direct 
contact with ali the surface. The sandwiched samples 
were placed inside a water fillcd tank. Afier two days, they 
were removed from the water and pullcd apart, allowing cxccss 
oil to drip off. ln some cases, most or ali thc oil detachcd in 
this manner, Ieaving the mortar surfacc clean and 
uncontaminated. ln any case for which oil still remained on 
thc surfacc after the excess was removed, the samplc was placed 
under running tap watcr (flow rate around I liter/s) for 3 to 4 
minutes. Taking care to not destroy the cement surface, a 
spatula was uscd to scrape away oil rcmnants which remained 
aftcr washing. Any oil which could not be removed was 
assumed to have fouled the surface. 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figure 3- Time evolution of the contact angle of Zuata and 
watcr ontop of a cement sample. After (a) 3 minutes, (b) 25 
minutes, (c) 3.5 hours, (d) 24 hours. 

The results of the twist and press test were quantified 
based on the percentage of the mortar's surface arca still 
covered with oil after ali these remova( attempts, measured by a 
computerized image analysis system. 

lt is important to point that (even though thcir results 
pointed to similar answers to the research questions) thc 
process being evaluated in each test (contact angl e and twi st­
and-press) was quite different. Thc measured contact angle 
reflected the degree of adhesion of the oil to the sample in a 
small, "homogeneous" arca. Although the values of the 
contact angles were pretty much the sarne for different regions 
of a certain sample, they did not give any information of what 
could occur in the neighborhood of surface defects, such as 
cracks, voids and so on. The arca near thesc anomalies was 
avoided on purpose, bccause no reliable contact angle 
measuremcnt could be obtained for these regions. ln contrast. 
the results of the twist-and-press tests provide information of 
the adhesion properties of the whole sample. 

RESULTS 

The complete results of thc research dcscribcd in the 
prcvious section can be found in '' ;Lc'ro (1994), and 
comprehends a massive number of ta1 · ,. s Within the 
limitations of this paper, only the ;igni ficant rcsults are 
reported here. Given the large number of samples and tests, an 
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stati stical approach to analyzc the data scems to bc thc more 
appropriated path to makc any inferences on thc var ia bles' 
influence on the hydrophillic character. ThercCore. slalistical 
analysis of variance, (ANOV A) was uscd in data analysis. 

Optjmal propcrties of Portland ccmcnls To addrcss lhe 
tirsl rcscarch qucslion a total of 1 14 samplcs wcrc tcs tcd 
according to thc proccdurcs dcscribcd in lhe prcvious section . 
Tablcs I and 2 compile thc stati sti cal characteristics of thc 
groups which showcd major signiticance in the expcriments. 
The only variables-properties which appear to be changing 
lhe wetting properties of mortars are hydration in sodium m­
silicate and, in minor scalc, bulk porosity and the cement type. 
Ali othcr variables (or intcraction of variablcs) did not appcar 
to have an impact (with p<0.05) on lhe results , at lcast in thc 
range covered in thesc cxpcrimcnts. 

Porosity 
q> > 25% 

Porosity 
q> ~ 25% 

Overall 

Porosity 
q> > 25% 

Porosity 
q> < 25% 

Overall 

Tablc !- Contact angle test results 

Hydration in Hydration 
water in Na,SiO. 

Average a 10r !48° 
Minimum a 47° !40° 
Maximum a 143° 160° 

Average a 12! 0 143° 
Minimum a 48° 113° 
Maximum a 150° 180° 

Average a 11 8° 144° 

Table 2- Twist-and-prcss test rcsults 

Hydration in Hydration 
water in Na,Sio. 

Aver11ge n 36% 5% 
Minimum n 5% 0% 
Maximum n 100% 8% 

Average n 17% 3% 
Minimum n 2% 0% 
Maximum n 100% 5% 

Average n 11 22% I 3.5% 

n- Portion ofthe total sample area contamined by oi1 (%) 

The results of both contact anglc and twist-and-press test 
plainly indicate that hydration in sodium m-silicate is the 
most important control variable. Samples which were 
hydrated in I% sodium m-silicate prior to testing 
outpcrformed those which were hydrated in water. Wc 
performed ANOV A tests on the rcsults, and hydration w i th 
sodium m-silieate was the factor most likely to be rcsponsible 
for differences among ali tcsts means (p< I0- 12

). We were 
already aware of the bencfits of using sodium m-silicate in the 
preliminary experiments, and some thoughts about its action 
on hydrophilic properties of mortars will be presented !ater. 

Jn the twist-and-press tests, bulk porosity (with p<0.04) 
was a factor which appcarcd to bc relevant. The rcsults show 
that that samplcs with porosity above 25% performed 
somewhat worse than thc others. Porosity was not a major 
significant factor in the contact angle tests, in which oil was 
in contact with the samples in localizcd regions, as discussed 
before. The twist and press tests also showcd that large 
voids and surface irregularities such as cracks are prcfercntial 
sitcs for fouling. Sample fouled in the voids, but otherwisc 
clcan were often observcd . Obviously, it is desirable to avoid 
large voids and surface irregularities. 

The cement type showcd to be a minor significam factor in 
ANOVA (p<0.05). Wc did get somewhat worsc results for 
samples made with cemcnt types II or V, and samples made of 
Quikrcte performcd slightly better than thc average. This 
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indicatcs that thcre are difl'crc nccs due to thc cernent typc or, 
ultimatcly. its chemical composition . As composition vary 
slightly from a ccment typc to anothcr, a small variation of the 
rcsults was to be expected. 

To bctter undcrstand the role of thc hydration solution, 
llat picces of glass, quartz and stccl wcrc also testcd for contact 
anglc aftcr hydration in watcr and in I% aqucous sodium m­
silicate. Whcn hydratcd in watcr, ali materiais showcd some 
dcgrcc of oi l adherencc, with contact anglcs of III 0 (glass), 
40° (quartz) and 48° (stccl). Whcn tcstcd atler hydration in 
thc sodium m-silicatc solution, contact anglcs werc 180° (self­
detachment) for glass and quartz, and 51° for stcel. 

Thc role of additjyes to thc monar mjx A total of I 18 
samples wcrc madc to addrcss the sccond rcscarch qucstion. 
Powder additives tcstcd werc calcium hydroxidc (Ca(OH)2), 
clay, fly ash, blast fumacc slag, sodium m-silicatc. sodium 
hydroxide. Of ali those, only samplcs which containcd calcium 
hydroxidc added to t~e original mix had showcd significant 
enhancement of antifonling properties. Ali others additives 
(at least in the proportions tricd) did not yield any increase 
on lhe oleophobic character of lhe mortars and in one case 
(sodium hydroxide) even made the mortar olcophillic . 

For cach group samples prepared for lhe tests with 
Portland ccment, two other samples were prepared having an 
added amount of calei um hydroxide (l part of Ca(OHh for I O 
parts of cement). These samples were hydrated in water for at 
least 48 hours prior to any tests and they never camc into 
contact with sodium m-silicate when tirst tested . The initial 
idea was to verify if the addition of Ca(OHh could eliminatc 
the necd of hydration in !:odium m-silicate solution. 

Contact angle tests rcsults indicatc that calcium hydroxide 
is not a replacement for hydration in sodium m-silicatc. The 
average eontaet angle for these samples was 122°. Mortar 
samples (see Table I) which were hydrated in sodium m­
silicatc wcre consistently more oleophobic. Still, ANOVA 
indicatcs that samples containing Ca(OHh are more 
oleoph..,oic than thcir counterparts which were hydrated i n 
watcr (overall average of 5% surface contamination, against 
22% for non-Ca(OH)2 samples, p<O.OOI). 

Aftcr these tests, the samples containing Ca(OHh were 
cleaned and hydrated in a I% sodium m-silicate solution, and 
then retested in the twist-and-press test. Some samples were 
badly foulcd in the previous tests and could not be cleaned, so 
they were not retested. After hydration in a I% sodium m­
silicate solution the overall number of samples showing a 
completely clean surfacc increascd from I to li, and average 
surface contamination stayed below 3%. Two-factor ANOV A 
tests revealed that both sodium m-silicate hydration and 
calei um hydroxide addition were significant (p<O.OOO I) and 
that they interact (p<O.OOOS) , indicating that their combined 
use improved the ratings. 

Ootimal concentration ofsodium m-silicate solutions, AI! 
tests involving hydration with sodium m-silicate d~scribed 
so far had been done with a 1% solution. This concentration 
was arbitrarily selected, and yield good results from the 
beginning of the study. However, we qucstioned if a smaller 
conccntration could be as effective as the I% solutions. 

Eight samples of the samc composition were prcparcd and 
split in pairs, and each pair was hydrated in sodium m-silicate 
solutions of differcnt concentrations. The first pair was 
hydratcd for 5 days in the usual 1.00% sodium m-silicate 
solution and testcd for contact anglc; thcn the next pairs were 
successively hydrated in less concentrated so lutions for 5 
days and tested, until the optimum concentration was reachcd. 
This sample pair was thcn retested to vcrify' this result. 
Finally, twist-and-press tests were performcd on ali samples. 

We identified 0.5% as the minimum conccntration to 
complctely reproducc the results of thc I% solution, though 
samples hydratcd in 0 .25% solutions still gave rcsults within 
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the acccptablc limits (<5% of arca contamincd). More 
extcnsivc tcsting should bc done to chcck if thc optirnal 
conccntration dcpcnds on the composition of thc mortar or on 
thc lcngth of time thc mortar was hydratcd in thc solution. 

Long term persislcnce of oleophobic propcrtics . Hcrc we 
ask about thc long-tcm1 olcophobic charactcristics of a wcl 
mortar. No oil company would build a cement-lincd pipeline 
wilhout a clcar warranty 1hat lhesc oleophobic eOcets pers ist 
for some time, or at least could bc easily rcvitalized. To address 
this issue, severa! follow-up expcrimcnts wcre conductcd on 
some of thc samplcs tcstcd prcviously. 

The rctcst samplcs wcrc ehoscn fium thc group of original 
Portland ecment samplcs (14 samples) and from the group 
which containcd calcium hydroxide additivc (6 samplcs). TI1e 
sclected samplcs pcrforrncd vcry well in thc first tests. After 
the original tcsts, thcy wcre placcd in buckets filled with tap 
waler, whieh was ehangcd every 3-4 weeks. 

The Portland eemcnl samples were last hydratcd in I % 
sodium m-silicate in Deccmbcr 1993, for 48 hours. Thc first 
follow-up tcst was pcrforrncd 3 months !ater. The samples wcre 
simply removed from thc buekct, rinsed off under in fresh tap 
watcr, and lhe twist-and-press test was performed. The results 
were vcry good, with no fouling obscrved on eithcr sample. 

ln Junc 1994, contact anglc and the twist-and-prcss tests 
w~rc donc on thc Portland ccmcnt samplcs. Thc rcsults points 
thal thc samples lost, partially or complctely, thcir 
oleophobic propcrties. This providcd the first solid proof that 
oleophobic propcrties could bc tcmporary . 

Somchow, the surface loses its protection and with it ali 
resistance to oil fouling. Howevcr, this resistanec can bc 
reacquired by rehydration with sodium m-silicate. ln fact, re­
hydrating thc samplcs in a I% sodium m-si licatc solution for 
two days and rcpeating the tcsts onc could see that, oncc 
again, the mortar surfàce rcsistcd oil fouling, whereas just a 
few days bcforc oil tenaciously stuck to thc very sarne surfacc. 
Thcse results suggcst that, while oleophobic propcrties may 
not persist, thcy can be rcacquircd by the sarne mcthod i n 
which thcy werc attaincd in the first placc, namely, hydration 
in sodium m-silicate solutions. 

The sarne type of follow-up testing was perforrned on thc 
samplcs which bclongcd to thc group containing calcium 
hydroxidc additivc. Thc calcium hydroxide samples perfom1ed 
wcll in the original tests. These samplcs were hydrated in a 
I% sodium m-silicate solution in January 1994 for two days, 
and placcd in thc watcr fillcd buckets as ali other samplcs. Six 
months elapscd until thc retests were done. Thc results 
indicatc that ali samples matched their previous suecess i n 
completely resisting oil fouling, without thc need of an extra 
boost hydration in sodium m-silieatc. 

ANALYSIS OF RESULTS ANP DISCUSSION 

lt was showcd that mortars of wct Portland ecment rcsist 
fouling by Zuata aftcr propcrly hydrated. The following 
discussion is an attcmpt to understand thc physico-chcmical 
aspects of water-oil-mortar systems whieh bcar on the 
experimental obscrvations. 

We start by noting that cemcnt is strongly olcophobic 
only whcn wct. So, it obtains olcophobic propertics throu gh 
thc tenacious binding of water on its surfàee, which prevenis 
oil adhesion. Two mechanisms scem to bc responsiblc for this 
binding: onc of thcm relates to the gcometry of thc mortar 
surface and its connection with capillary forces; the other 
relates to chcmical attraction forces bctwccn surface and watcr 
moleculcs. Finally, wc disct,Jss the cffccts of hydration in 
sodium m-silicate and the role of calcium hydroxidc additivcs. 

Surface geometry. Capillary forces are inversely 
proportional to the radius of thc eavity (in this case, the pore). 
ln a vcry largc pore (say, of thc ordcr of I mm) fillcd with 
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walcr, cap1llary forces are relativcly srnall, making ii casicr for 
thc oil to dislodgc lhe walcr frum thc pore. Thc samc can 
happcn in a crack on 1hc surfacc. Thi s cx plains whal was 
obscrvcd in thc rcsults of twi sl-and-prcss tcsts, whcrc largc 
voids and cracks wcrc prcfcrcntial sitcs for oi l adhesion. 
Usually, samplcs with thesc anomalics were charactcrizcd by a 
vcry largc valuc for bulk porosity, typi ca lly abovc 25%. thc 
range for which ANOV A tests dctcctcd a signifí cant incrcasc 
on thc averagcs of oil contamined arca. 

On the other hand, Rivera et al. (1995) found that a y..·ater 
absorption capacity smallcr than 8% could lcad to o i 1 
fouling. This means that a vcry small pore nctwork is unable 
to absorb enough watcr, leaving space for oil adhcsion to the 
surface. Ali samples in this sludy had a water ahsorption 
capacity around or largcr than 8%, so it was not possiblc to 
check this lower limit, and in fact, no incrcase of fou ling 
within this range was detected. 

This discussion seems to point to a range of optimal pore 
sizcs (or its correspondent macroscopic propcrty, th c bulk 
porosity). Combining our findings with Rivera ct. ai ( 1995), 
onc may say that oleophobic samples werc characterizcd by a 
bulk porosity between 15% to 25% (corresponding to a water 
absorption capacity ranging from 8% to 12.5%). 

Chemical aspects. We now tum to thc other mechanism 
which seems to determine the oleophobic charac tcr of wct 
mortars, thc chemical attraction forces bctwecn watcr and thc 
surfacc. There appears to be substantial literature bearing o n 
design and properties of hydrophilic ccmcnts, without 
rcfercnce to thcir application to anti-fouling tcchnologics -­
Taylor (1990), Lea (1970), Nelson ( 1990) and Kosmatka and 
Panaresc (1988). We shall point that we are at bcst dedicated 
amateur students of ccment chcmistry and our conclusions 
should be rcgardcd as suggcstivc, rathcr than dc finitivc . 

The major components of Portland ccmcnts are compounds 
of lime (CaO), sílica (Si02), alumina (AhO J) and ferric oxide 
(Fc20 3), which togethcr make up more than 90% of unhydratcd 
Portland cernem. Whcn water is mixcd with ccmcnt, thc 
cemcnt grains absorb the water and form a colloidal system. 
The compounds on the surface of these grains undergo a serics 
of complex hydration reactions. The main prodt>~ts of these 
rcactions are ealcium hydroxide and the calcium silicate 
hydratc gel (C-S-H gel). Calcium hydroxide quickly saturates 
thc watcr and cvcntually precipitates and crystallizes. The C­
S-H gel remains on the surface of the grains and continues to 
swcll by the hydration rcaction. Eventually thcse gcl-covered 
grains conncct with other grains to forma rigid network with 
dispersed calcium hydroxide crystals. ln Portland ccmcnts, 
othcr mineral structures are prescnt in the gel network. Thcrc 
are many types of C-S-H gels, depending upon the C a/Si ratio. 

For our purposcs, thc more important featurc of this 
reaction is the forrnation of a hydrophili c gel. Taylor ( 1990, 
pp. 19) defines gcls as "coherent , colloidal disperse systems 
of at lcast two componcnts" which "cxhibit rnechanical 
propcrties characteristic of the so lid statc ." Thc dispcrscd 
phasc can be composed of particles, crystals, or long-chain 
molcculcs and adheres together in an open or irregular 
framework networked (or percolatcd) throughout thc gel. 

The hardcned cement paste has thc propcrtics of a rigid gel. 
Taylor (1990, pp . 246) observes that "variations of the 
rela tive humidity of the surrounding atmosphere cause it to 
gain or Jose water", which indicates thc hydrophilic dcgrcc of 
the surface. It contains chemically combined water, and is 
eapablc of rctaining water in the capillary pores and gel 
interstices. The surface of the C-S-H gel is rich in polarized 
oxygen groups, which can bc readily available to form 
hydrogen bonds with water molccules so as to form a 
monolaycr of bound moisture followed by a layer of exccss frcc 
water, as shown in Taylor (1990, Figure 8.4). 

Also, electron micrographs of thc C -S-H crystals in sct 
cemcnt (Lea , 1970, Plate XI) show a forrnation of nccdle-likc 
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appcndages on its surfacc, remotely eomparabic to thc c i lia i n 
a human throat. These appcndagcs havc a complicatcd 
chcmical structure, being formed not only of C-S-H gel, but 
also of similar compounds. Thc watcr clings to thc sc 
protuberances in the samc way as it clings to a paint brush . 

Thc etTects ofsodiym m-sjljcatc The experiments have also 
demonstrated that mortars of Portland cement and othcr 
materiais which have been hydrated in solutions of sodium m­
silicate are strongly and persistently oleophobic . This 
enhancement in oleophobic properties can be related to lhe 
hydrophilic properties of the C-S-H gel in mortars and to 
electrostatic forces in ceramic and metal surfaces. 

One method for producing C-S-H gel is fium a reaction 
between a solution of a caleium salt with sodium silieate (see 
Taylor (1964, pp. l93) for the recipe). The aqueous Ca+2 and 
Si03-2 ions rcaet to form the gel. As noted before, cement 
eontains numerous crystals of Ca(OH)2 embcdded into the C­
S-H gel network. When contaeted by lhe aqueous sodium m­
silicate, these crystals dissolve and reacts to form more gel. 
The reaction naturally occurs on the cement surface, bccause 
there are already many gel sites to nucleate the reaction. By 
rcplenishing the hydrophilie gel, hydration in sodium m­
silicate improves the oleophobic properties of cement surfaces. 

This process tends to fill the surfaee pores by producing of 
extra gel. We did not observe marked changes in pore 
structure after hydration in 1% sodium m-silicate, but more 
concentrated sodium silicate solutions are used to harden and 
smooth concrete surfaces. This may suggest an upper limit on 
the concentration of a hydrating solution. 

Another possible, and perhaps complementary, 
explanation for the enhancement of hydrophilic properties is 
that sodium m-silicate eontributes to the development of a 
strong eleetrostatic repulsion at the oiVwater/mortar interface. 
Most crude oils become negatively charged at the watcr/oil 
interface due to their carboxylic acids (the acids loose protons 
to the aqueous medium and become ionized, giving lhe o i I 
surface a negative charge). On the other hand, sodium m­
silicate gives a negative eharge to the mortar surface, since 
Si03.2 ions are absorbed onto the C-S-H gel. Cations (mostly 
Na+ ions fium the sodium m-silicate solution) in the water 
migrate forming an intermediate positively eharged aqueous 
layer bctween thc (negatively charged) cement and o i I 
surfaces. So, both dissociated ions of the sodium m-silicate 
contribute to the doublc layer formation. ln steel fipes the 
same mechanism occurs but, unfortunately, the SioJ· ions are 
continuously washed off steel walls. On mortar surfaces, 
however, the C-S-H gel and the pore structurc help to maintain 
these ions on the surface over longer times. 

ln summary, hydration in a sodium m-silicate solution 
renders the mortar a hydrophilie charactcr by two mechanisms. 
First, it promotes the ereation of more C-S-H gel. Sccond, i t 
helps to form the double layer which makes cemcnt repel o i 1 
and cling to the water by electrostatic forces. 

' ~alcium hydrQxidcs additives . l;'he experiments showed 
that the addition of calcium hydroxide to the mortar mix 
enhance oleophobic/hydrophillic properties of the resulting 
surface, and that an interaction happens with the eommon 
presence of calcium hydroxide and sodium m-silicate, yielding 
a more hydrophillie surface. Also, the addition of calcium 
hydroxide helps to keep these properties for longer times. 

This seem to be explained by the role of calcium hydroxide 
as a provider of Ca+2 ions. The added calcium allows for a 
C-S-H gel with a higher Ca/Si ratio, which means the resulting 
mortar will have a more dense slurry of available calcium and 
will be much less permeable and porous. This ultimately mean 
a more stable, durable, and higher quality C-S-H gel. 

Moreover, when used along with hydration in sodium m­
silicate, calcium hydroxide provides extra Ca+2 ions which 
react with the silicates producing even more C-S-H gel. 

1568 

CONCLUSION 

This work describes a research on the properties which 
render wet mortars hydrophillic/oleophobic properties, for 
applications in pipelines operating in core-annular flow 
regimes. lt was found that the hydrophillic character of a wet 
mortar surface can be greatly enhanced by hydration in low 
concentration aqueous sodium m-silicate solutions (0 .5%-
1 %) . Porosity also plays an important role in this 
phenomenon: there is an optimum porosity range (between 
15% and 25%) for which mortars better resist to oil fouling . 
Moreover, the addition of a small amount of calcium 
hydroxide to a mortar mix improves the hydrophillic charaeter 
of the resulting surface. 

The physico-chemical aspects of the adhesion in oil-water­
mortar systems were also discussed, and it was concluded that 
water wet mortars can repel the oil because of the combined 
action of chemical, capillary and electrostatic forces. 

Pipelines operating in core-annular flow regimes bui1t 
with cement-lined pipes designed based on the results of this 
work are now being tested with success (Amey et ai., 1996). 
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SUMMARY 

This work shows the results of an experimental investigation carried ovt to evaluate the influence of a Non­
Newtonian medium and pipe inclination on the liquid holdup in the slug flow. The experimental apparatus consists of 
9.44m long transparent pipe with 77.2mm inside diarneter that can be set at any inclination from vertical to horizontal. 
Quick closed valves were used to measure the liquid holdup. A data acquisition system was used to record gas and 
liquid volumetric flow rates. Tests were run for severa! pipe inclinations with air-Xanthan gum solution and air-water 
mixtures. The experimental results were compared with previous experimental and theoretical works. 

INTRODUCTION 

During drilling operations of an oil well, an undesirable gas influx 
from the formation being drilled into the well can occur. This 
phenomenon is called gas kick. Kicks always happen when the bottom 
hoJe pressure, exerted by the drilling fluid inside the well, is lower than 
the pore pressure in the formation that contains gas. lf this situation is 
not controlled properly, the kick will become a blowout, an 
uncontrolled flow of formation fluids to the surface. It normally results 
in personal injury, environment darnage and loss of drilling equipment. 
Therefore, as soon as the gas kick is detected, it is necessary to control 
the gas inflow and to remove it from the well safely. 

While removing the gas, the small bubbles, which were earlier in 
the bottom of the hoJe, tend to collapse into large bubbles, called 
Taylor's bubbles, as the gas ascends to the surface, originating the 
Slug Aow (Fi_g~1re I). Under this context, the accurate prediction of the 
pressure profile along the well is decisive to the success of the gas 
removing from the well. This operation has to be conducted under two 
pressure limits: (I) at bottom, the pressure inside the well has to be 
larger than lhe pore pressure to avoid additional gas influx; and (2) in 
front oflhe weakest formation, the pressure has to be smaller than the 
fracture pressure, to prevent fluid losses or even and uncontrolled 
underground flow. 

Figure 1 - Simplified Slug Aow model in a pipe 

However, accurate pressure predictions along the well require a 
good knowledge of lhe liquid holdup, which in tum depends on the 
gas and Jiquid properties, pipe geometry and inclination. Many 
experimental works on liquid holdup measurements have been 
published, but most of them use just air-water mixtures, in vertical or 
horizontal pipes. Few works considered, simultaneously, the effects of 
t1uid properties and pipe inclination. 

The proposal of this experimental work is to investigate the effect 
of tluid rheology and pipe inclination on the Jiquid holdup in the Slug 
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Aow regime. To reach lhis goal, severaltests were run in 9.44m Jong 
transparent pipe wilh 77 .2mm inside diameter, set in severa! positions, 
with air-Xanthan gum solution (non-Newtonian fluid) and air-water 
mixtures. Further, lhe results were compared with Slug Flow data from 
Nakagawa and Bourgoyne(1992), and with predicted values using 
Beggs and Brill (1973) and Abdul-Majeed's(l994) correlations. 

lt is very interesting the comparison with Nakag;awa and 
Bourgoyne's(1992) data. Although their data and the pre'sent ones 
were obtained under vcry distinct conditions, many conclusions related 
to the effects of the liquid viscosity and tcst section inclination on 
liquid holdup are similar in both studies. They worked in an eccentric 
annular section, in vertical and slanted positions, under high 
operational pressures, with three different two-phase mixtures: natural 
gas-water, and natural gas with two different non-NewtO!Jian liquids. 

SOME CONSIDERA TIONS ON LIOUID HOLDUP 

ln a two-phase flow, when the phases are distinct in density and/or 
viscosity, one oflhem (normally the less dense) has a tendency to flow 
ata higher in situ average velocity than the other. Consequently, in gas 
liquid mixtures, the liquid holdup (HJ tends to be higher along the 
pipe lhan lhe non-slip liquid holdup (À= QJ(QL+Qg), which is lhe inlet 
liquid fraction. The following equation illustrates the difference 
between the gas and liquid velocities 

V-V-V-
r g L (1) 

where V, is the relative velocity between the gas and liquid phases, jg 
and jL are the gas and liquid superficial velocities. 

The liquid holdup is also dependem on pipe inclination. The 
degree of this dependency varies with the flow rates. From 
experimental tests run in two pipes with 25.4 mm and 38.1 mm inside 
diametcrs, using air -water mixture, Beggs and Brill (1973) noticed 
lhat the liquid holdup reached a maximum at approximately 50° from 
horizontal. The effect of pipe inclination on the liquid holdup can also 
be explained by the slippage between the gas and Jiquid phases. 

!. 
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PREVIOUS WORKS 

Two liquid holdup correlations, Beggs and Brill's(l973) and 
Abdui-Majeed's(1994), and the experimental data by Nakagawa and 
Bourgoyne (1992) will be used as a basis for comparison with the 
results of the present work. 

Be~gs and Brill's Liquid Holdup Correlation. 

Hr(6) = HL(O"') {l· ~ [sin(l.86)- t sin
3
(l.86)] } 

c= (l-1) ln [2.961°·305 NFR0.0978] 
N o.4473 

LV 

HL(O'") • 0.84S.t 05351 
N o.o113 

FR 

(2) 

(3) 

(4) 

where HL(8) is the Iiquid holdup at angle e, c is the inclination effect 
factor, HL(0°) is the horizontalliquid holdup, À = jJj is the non-slip 
liquid holdup, NLv = MPL g/a)05is the liquid velocity number and 
NFR= ft(gD) is the Froude number. As this correlation was developed 
from data obtained with air-water mixtures, it does not take into 
account the liquid viscosity. 

Abdul-Majeed's Ljquid Holdup Correlation. 

Hr(6) • Hr(O''){l• (sin6)08\l.cos6)187[l-0.2426 

• 0.025lnY· 0.0348l4(ln1)2 i]} 

HL(O"') = 0.7947+0.27461nX+0.02405(lnXi 

~N~N~ 
X - D L~ 

N~N~ 
, LV 

Nrv N,v r. -N-
1 FR 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

where N0 = D(p~a)0 5 is the diameter number, NL" = llu(D3gpJ05 

is the liquid viscosity number and Ngv = jg(p~af5 is the gas velocity 
number. Apart from the diameter and liquid viscosity numbers, this 
correlation uses the sarne dimensionless parameters used by Beggs and 
Brill( 1973). 

Nakagawa and Bour~oyne's Experimental Data on Ljqyid 

~· 

Their tests were run in a 14m long eccentric annular section (154 
mm X 60.3 mm) The working pressure was kept between 1,724-
2,896 kPa. The gas phase consisted of natural gas with specific gravity 
0 .61. The liquid phase adopted were water and two different water­
bentonite mixtures (Table 1). 

From ali data presented by Nakagawa and Bourgoyne(1992), only 
the ones with the vertical Iiquid holdup less than 0.75, which 
correspond to void fractions greater than 0.25, were chosen. 
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According to Taitel et ai. ( 1980), this v alue of void fraction would 
correspond to the transition between Bubble Flow and Slug Flow in 
vertical pipes. 

Their data and the curves representing the predictions of the two 
aforementioned correlations and non-slip liquid holdups. for four 
different combinations of gas and liquid superficial velocities, are 
shown in Figures 2 - 5. Since the values predicted by Abdul­
Majeed's(1994) correlation for two non-Newtonian mixtures are 
almost the sarne, only the ones calculated for gas-tluid #I are shown. 

Table 1 - Characteristics of the non-Newtonian liquids used by 
Nakagawa and Bourgoyne[ 1992] 

I 

Liquid phase Pt (kg!m') Bingham I 

Model 
' 

Fluid #I 1.068 ' = 4.79 + 
0.01 y 

Fluid #2 1.080 1: =9 .10+ 
0.019 y 

Figures 2-5 show that the annular section inclination affected the 
liquid holdup. This intluence depends on the gas and liquid superticial 
velocities. The liquid holdup for both mixtures of gas and non­
Newtonian liquids reaches a maximum at an angle of approximatelv 
50°, which agrees with the observations made by Beggs and Briii 
( 1973) for air-water. Notice that the sarne did not happen with the 
gas-water mixture, since the maximum is about 10°-30°. lt might be 
that a stable Slug Flow for gas-water mixture was not obtained .. 
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For ali cases, with the annular section near or at the vertical 
position (8=70°, 8=80° and 8=90°), the gas-water liquid holdups are 
less than those for the two non-Newtonian mixtures. 

Table 2 shows the ratio of liquid holdup, HL, and the non-slip 
liquid holdup, À. Notice that as jL decreases, maintaining jg constant, 
the ratio HJ À increases. Conversely, as jg decreases, maintaining jL 
constant, the ratio HJ À also decreases. Observe yet that, with JL and 
Jg constant, the ratio HJ À increases when the density and viscosity 
of the liquid phase increase. These observations are explained by the 
increasing in the relative velocity (see Eq. (I)). 

Also, the v alues of liquid holdup obtained with gas-fluid #I and 
gas-fluid #2 mixtures are similar. 

Table 2 • Ratio of HL and À for the three two-phase mixtures 
investigated by Nakagawa and Bourgoyne (1992) 

jl. j, Gas- Gas -Fiuid Gas -Fiuid 
Water #1 #2 

(rnls) (rn!s) H ti). HJÀ HJÀ 

0.52 0.48 1.37 1.45 1.48 

0.23 0.48 1.95 2.31 2.34 

0.23 0.54 2.10 2.45 2.40 

0.23 0.31 1.71 1.93 1.95 

Beggs and Brill's(l973) correlation fitted well just the data 
obtained with gas-water mixture, with the pipe close to or at the 
vertical position. For the other cases, it underpredicted the 
experimental values. Abdul-Majeed's(l994) correlation had a good 
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perforrnance when applied to the three two-phase mixtures studied. 

EXPERIMENTAL APPARATUS FOR THE PRESENT WORK 

The experimental facility is shown schematically in Figure 6. The 
test section consists of a 9.44m long transparent pipe with 77.2mm 
inside diameter, which can be set at any inclination from vertical to 
horizontal. Orifice plates and positive displacement flow meters were 
used to measure the gas and liquid volumetric flow rates, respectively. 
Quick closed valves were used to measure the liquid holdups. A data 
acquisition system was used to record the volumetric flow rates. More 
details can be found in de Sousa ( 1995). 

The calculated errors for the experimental v alues of jL, jg and HL 
were 1.3%, 5.3% and 3.5%, respectively. 
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Figure 6- Schematic diagram of experimental apparatus 

FLUIDS USED DURING THE EXPERIMENTS 

Tests were perforrned with the pipe set at horizontal, 3°, 13°, 30°, 
45°, 55°, 75° and vertical (90°) positions, with air-water and air­
Xanthan gum solution. The solution's concentration was 0.428% by 
weight, resulting in a liquid with a density of I ,O 18 kg/m3 and a 
surface tension of 67 .50x I o·3 N/m. During the tests, the rheological 
solution properties were fit into the interval shown in Figure 7 and 
Table 3. 
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Table 3 - Rheological models applied to Xanthan gum solution 

Rheological Herschel and Bingham I Power-Law 
Model Bulkley 

Minimum '! = 1.5245 + '! = 2.9996 + '! = 1.3429 
Rheology 0.3565 y04203 0.0058 y y0.2546 

Maximum '! = 2.7728 + '! = 3.8051 + '! = 0.9598 
Rheology O. I 584 y05480 0.0066 y ' y0.3351 

• '! (Pa) and y(l!s) 

EXPERIMENTAL RESUL TS 

Ali the experimental data on liquid holdup, the predicted values 
obtained with Beggs and Brill's(l973) and Abdui-Majeed's(l994) 
correlations, and their correspondem percent errors and standard 
deviations are shown in Appendix. 

ln order to avoid wrong conclusions on the effects of the liquid 
viscosity and pipe inclination on liquid holdup, it is necessary to 
consider the differences in the input flow rates at each pipe inclination, 
with emphasis on the input gas flow rates. This can be accomplished 
observing how constant are the non-slip liquid holdup curves (Figures 
8-11). 

Similarly to Nakagawa and Bourgoyne's(l992) work with 
eccentric annulus, the pipe inclination affected the liquid holdup, 
which varied according to the gas and liquid superficial velocities. ln 
some cases, a maximum is observed around 45° to 55° (Figures 8, 9 
and 11). 

With the pipe close or at the vertical position (8=75° and 8=90°), 
the liquid holdup values for gas-water mixture are always smaller than 
those for air-Xanthan gum solution. According to Eq. (!), it means 
that, for such cases the relative velocities for air-Xanthan gum solution 
are greater than those for air-water. The main reason for this behavior 
is the higher viscosity of the Xanthan gum solution. Observe that 
similar conclusions can be taken from Nakagawa and 
Bourgoyne' s(l992) data. 

The remarks made about the ratio HJ À, in the annular case, hold 
true here, except for jL=0.42 rnls andjg=0.32 rnls (see Table 4). 

The agreement of Beggs and Brill(l973) and Abdul­
Majeed' s(l994) correlations for the experimental results were good. 
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For the first correlation, the absolute average errors were inferior to 
21% for air-water, and 17% for air-Xanthan gum solution. For the 
second one, the absolute average errors were inferior to 22% for air­
water, and 19% for air-Xanthan gum solution. 

The worst predictions using the Abdul-Majeed' s( 1994) correlation 
occurred for the smallest non-slip liquid holdup v alues. ln such cases, 
the experimental results were overpredicted (see Figure 10). 
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Table 4 - Ratio of À and HL for two two-phase mixtures 
investigated in the present work 

j. j~ Air- Water Air -Xanthan 
Gum 

(m/s) (m/s) HJÀ HJÀ 

0.42 0 .59 1.25 1.30 

0.60 0.59 1.10 1.13 

0.90 1.40 1.11 ' 1.16 

0.42 1.39 1.55 1.72 

0.61 1.39 1.27 1.39 

0.76 1.42 1.17 1.26 

0.42 0.38 1.14 1.19 . 
0.42 0.32 1.12 1.11 

CONCLUSIONS 

For practical purposes, the differences observed in the liquid 
holdup values for the two mixtures investigated are due to the higher 
viscosity of the Xanthan gum solution, since the densities of both 
mixtures were very close to each other. 

Similarly to the eccentric annular cases investigated by Nakagawa 
and Bourgoyne( 1992), the inclination of the test section also affected 
the Jiquid holdup in the present work. Such effect depends on the 
relative velocity between both phases, which in tum depends on the 
gas and liquid superficial velocities. 

Near the vertical positions, it seems that the liquid viscosity 
increases, the influence of test section inclination on Jiquid holdup 
decreases. ln such cases, it was observed the liquid holdup values for 
gas-water mixture were always less than those for air-Xanthan gum 
solution. Implying that the relative velocities for air-Xanthan gum 
solution were greater than those for air-water. 

Considering ali the present experimental results and those by 
N akagawa and Bourgoyne(l992), the Abdul-Majeed's(l994) 
correlation outperformed the Beggs and Brill 's(l973) ones. The basic 
reason is that the first correlation takes into account the effects of the 

Appendjx 

Air-Water 

liquid viscosity, while the other does not. Considering only the present 
experimental data, the performances of both correlations were almost 
the sarne. 

The Abdul-Majeed's(l994) correlation overpredicted Lhe 
experimental results for small non-slip liquid holdup v alues. 
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degrees (m/s) (m/s) experim. B&Brill Maeed B&Brill Maieed (m/s) (m/s) exoerim. B&Brill Maieed B&Brill Maieed 

13 0.42 0.59 0.51 0.57 0.57 -13.11 -1304 0.42 0.63 0.52 0.56 0.58 -8.70 - 12.24 

30 0.42 0.55 0.54 0.62 0.62 -17.35 ·17.84 0.42 0.58 0.53 0.61 0.63 - 16.85 -21.99 

45 0.43 0.54 061 0.63 0 .63 -5.10 -632 0.42 0.6 0.54 0.61 0.65 -14.65 -23.ü3 

55 0.42 0.6 0.51 0.61 0.63 -20.13 -23.94 0.42 0.57 0.57 0.62 0.65 -10.85 - 17.80 

75 0.42 0.63 0.48 0.59 0.60 -21.11 -22.46 0.42 0.6 0.55 0.60 0.61 -10.57 ' -14.43 

90 0.42 0.62 0.48 0.56 0.57 -14.50 -17.35 0.43 0.58 0.54 0.57 0.59 -6.50 -10.52 

abs . averaJ!;e error % = 15.22 16.82 abs. avera)!;e error % = I 1.35 16.67 

standard deviation - 5.84 6.45 standard deviation - 3.81 5.15 
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lnclin. 

degrees 

13 

30 

45 

55 

75 

90 

13 

30 

45 

55 

75 

90 

13 

30 

45 

55 

75 

90 

13 

30 

45 

55 

75 

90 

13 

30 

45 

55 

75 

90 

13 

30 

45 

55 

75 

90 

13 

30 

45 

55 

75 

90 

j, Je 
(m/s) (m/s) 

0.6 0.6 

0.6 0.58 

0.6 0.55 

0.61 0.59 

0.61 10.63 

0.61 0.61 

0.88 1.4 

0.9 1.36 

0.91 1.44 

0.9 1.39 

0.9 1.36 

0.91 1.38 

0.42 1.39 

0.43 1.32 

0.42 135 

0.43 1.47 

0.42 1.43 

0 .43 139 

0.6 1 1.38 

0.61 132 

0.6 1.5 

0.61 1.44 

0.61 1.39 

0.6 1 1.4 

0.75 1.37 

0.76 1.35 

0.75 1.47 

0.76 1.41 

0 .77 IJ8 

0 .76 1.35 

0.43 0.38 

0.43 0.38 

0 .43 0.35 

0.42 0 .39 

0.42 0.4 

0.42 0.42 

0.43 0.3 1 

0.42 0.3 

0.42 0.33 

0.42 0.33 

0.43 0.34 

0.42 0.33 

Air-Watcr 

li uid holdup error% 

experim. B&Briil Majeed B&Briii Majeed 

0.53 0.61 0.56 -18.03 -6.67 

0.58 0.65 0.59 -15.73 -2.91 

0.59 0.66 0.60 -16.53 -3.01 

0.56 0.65 0.60 -20.05 -8.56 

0.52 0.63 0.58 -22.91 . -11.97 

0.5 1 0.61 0.56 - 19.64 -1 0.29 

abs. average error% = 18.8 1 7.23 

standard deviation = 2.62 3.75 

0.51 0.52 0.48 -1.37 6.80 

0.4 0.54 0.52 -23.67 -19.6 1 

0.43 0.54 0.53 -18.45 -16.68 

0.41 0.54 0.53 -22.09 -1 9.65 

0.44 0.54 0.50 -17.70 -1 1.56 

0.42 0.52 0.48 -16.99 -10.21 

abs. average error % = 16.71 14.08 

standard deviation = 7.96 9.95 

0.39 0.42 0.46 -4.24 -11 .93 

0.34 0.46 0.52 -17.49 -27.57 

0.38 0.45 0.54 -11 .54 -25.32 

0.36 0.44 0.52 -12.19 -25.20 

0.36 0.43 0.49 -11.31 -20.82 

0.34 0.41 0.47 -10.80 -1 9.01 

abs. average error % = 11 .26 21.69 

standard deviation = 4.23 5.78 

0.39 0.47 0.48 -13 .03 -14 

0.39 0.50 0.53 -18.15 -22.64 

0.36 0.48 0.53 -1 8.29 -26.21 

0.4 1 0.49 0.53 -13.05 -20.34 

0.38 0.49 0.51 -17.26 -20.30 

038 0.46 0.48 -12.91 -15.34 

abs. average error% = 15.45 19.80 

standard deviation = 2.7 1 4.54 

0.44 0.50 0.48 -10.57 -6.95 

0.43 0.52 0.52 -16.41 -16.32 

0.4 0.51 0.53 - 18.09 -2 1.44 

0.4 0.52 0.53 -19.67 -21.66 

0.42 0.52 0.51 -16.84 -14.87 

0.4 0.50 0.48 -16.28 -13 .68 

abs. average error o/o = 16.3 1 15.82 

standard deviation = 3.09 5.48 

0.6 0.65 0.61 -12.66 -2.27 

0.64 0.68 0.64 -11.84 1.1 8 

0.65 0.70 0.64 -13.% 1.63 

0.59 0 .68 0.65 -22.22 -13.48 

058 0.67 0.63 -20.79 -1 1.1 6 

0.54 0.62 0.60 -17.90 -14.04 

abs. average error% = 16.56 7.29 

standard deviation = 4.38 7.35 

0.66 0.68 0.62 -6.09 1176 

0 .63 0.71 0.64 -22.78 -2.66 

0.66 0.71 0.65 -13.38 3.85 

0.67 0.71 0.65 -10.76 7.39. 

0.6 0.69 0.63 -2337 -7.44 

0.58 0.66 0.62 -19.03 -9.37 

abs. a verage erro r % = 15.90 7.08 

standard deviation = 6.% 8.44 
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Air - Xanthan Gum 

j,_ i e li uid holdu error o/o 

(m/s) - (m/s) exjlCrim. B&Briil Maieed B&Briii Maieed 

0.54 0.609 0.570 0.61 0 .57 - 14.94 -6.53 

0.57 0.641 0.607 0.64 0.61 - 16.44 -8.65 

0.59 0.650 0.615 0 .65 0.61 -14.58 -5.99 

0.6 0.56 0.59 0.65 0.62 -15.57 -6.13 

0.61 0.59 0.57 0.64 0.59 -16.16 -5.48 

0.6 1 0.58 0.59 0 .6 1 0.58 -5.82 3.63 

abs. aver<Ige error % = 13.92 6.07 

standard deviation = 4.03 4.30 

0.91 1.44 0.45 0.52 0.49 -11 .89 -5 .94 

0.92 1.34 0.44 0 .55 0.54 -18.94 - 16.04 

0.91 1.43 0.44 0.54 0.55 - 17.00 -17 .53 

0.9 1 1.4 0.45 0.54 0.55 -16.20 - 15.89 

0.9 135 0.51 0.54 0.53 -6.00 -1.30 

0.9 1.43 0.45 0.5 1 0.50 -10.95 -6.34 

abs. aver<Ige error% = 13.50 10.51 

standard deviation = 4.79 6.8 1 

0.42 1.43 0.41 0.41 0.48 -0.0 1 -9.83 

0.42 1.4 0.4 0.44 0.54 -6.63 -21.1.' 

0.42 1.33 0.39 0.45 0.57 -10.37 -26.70 

0.43 1.44 0.39 0.44 0.55 -8.33 -24.19 

0.4 1 1.4 0.38 0.43 0.52 -8.42 -20.50 

0.41 1.41 0.4 0.40 0.48 -0.23 - 11 .82 

abs. average error % = 5.67 19.03 

standard deviation = 4.46 6.76 

0.61 1.41 0.4 0.46 0.49 - 10.81 -13.68 

0.6 1.38 0.41 0.49 0.55 - 13.38 -2 1.1 9 

0.61 IJ2 0.43 0.50 0.57 -12.73 -22.22 

0.6 1 1.44 0.43 0.49 0.56 -9.79 - 19.81 

0.61 1.36 0.44 0.49 0.53 -8.94 - 14.28 

0.61 1.35 0.45 0.47 0.50 -2.93 -7.18 

abs. average error % = 9.76 16.39 

standard deviation = 3.75 5.75 

0.76 1.45 0.41 0.49 0.49 -l.l56 -1 2.15 

0.76 IJ6 0.45 0.52 0.55 -12.91 -15.35 

0.76 1.39 0.42 0.52 0.56 -17 .15 -21.89 

0.76 1.41 0.45 0.52 0.56 -1 2.14 -1 6.85 

0.76 1.39 0.47 0.51 0.53 -8.24 -8.83 

0.75 1.34 0.48 0.50 0.50 -3.20 -2.38 

abs. average error % = 11.20 12.9 1 

standard deviation = 4.85 6.79 

0.42 0.41 0.56 0.64 0.63 -17.15 -13.1 1 

0.42 0.38 0.62 0.68 0.66 -15.69 -8.87 

0.42 0. 37 0.63 0.69 0.67 -1564 -9.15 

0.43 0.39 0.66 0.68 0.67 -6.42 0.39 

0.42 0.37 0.63 0.68 0.65 -13.03 -3.84 

0.42 0.4 0.62 0.63 0.63 -2.55 -0.13 

abs. average error % = 11.75 5.9 1 

standard deviation = 5.91 5.45 

0.62 0.683 o~ 0.68 0.64 -1 6.46 -4.19 

0.6 0.710 0.663 0.71 0.65 -27.61 -13.1C 

0.67 0.717 0.672 0.72 0.66 -14.34 2.53 

0.42 0.32 0.66 0.71 0.66 -14.31 -0.45 

0.43 0.32 0.65 0.70 0.65 -14.57 IJ5 

0.42 0.32 0.62 0.66 0.63 -11 .:: -3 .57 

abs. average error % = 16.48 4.20 

standard deviation = 5671 5.65 
--- -
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HEAT TRANSFER TO HERSCHEL-BULKLEY FLUIDS 

lN LAMINAR FLOW THROUGH SHORT TUBES 

Márcia Soares, Paulo R. Souza Mendes and Mônica F. Naccache 

Dcpartment of Mechanical Engineering, Pontifícia Universidade Católica 

Rio de Janeiro, RJ 22453-900, Brazil 

SUMMARY 

The hear rransfer prohlem r h ar occurs during rhe laminar f/ow of a Hersch el-Bulkley fluid through the entrance 

porrion oftuhes is studied. The Nifsseltnwnber is ohtained as a.function oftlze axial coordinate, yield stress, and 

power-law exponent. The thermal houndarv condition of uniform wa/1 temperature is examined. Among other 

results, it is seen that the developing length decreases as the jluid behavior departsfrom the Newtonian one. 

INTRODUCTION 

Non-isothermal viscoelastic flow situations are prcsent in 

numerous processes found in the industries of tood , cosmctics , 

paint, plastics. petroleum and many othcr. Some important non­

Newtonian engineering ftuids frequently involved in industrial pro­

cesses are sludge, slurries, grease, paper pulp, polymer melts and 

solutions, aqueous foams, suspensions, most food products, ce­

ment. drilling mud, tooth paste. to name a few. ln these processes, 

the temperature distribution in the liquid must bc evaluated if its 

rheology is to be controllcd. 

As an engineering cxample, the process of drilling petroleum 

wells may be mentioned. Drill muds have a key role in this process, 

andare typically highly non-Newtonian in nature. They should have 

the correct density to provide thc pressure needed for well integrity. 

Their rheological properties must be such as to allow carrying rock 

particles that are generated during drill operation. with a minimum 

of pumping powcr. This requires a relatively low viscosity, but also 

a non-zero yield stress limit. Also, thc success of a well cementing 

operation depends to a great extent on the knowledge and control 

of the rheologica! propcrtics of the cement. 

Rheological properties are often strong functions of temperature. 

Because the ftuids exchange heat with thc surroundings as they flow, 

the temperature distributions can only be detcrmined ifheat transfer 

coefficients are known. 

ln engineering applications , often the main goal is to obtain a 

flow rate/pressure drop, or ftow rate/drag force relationship, for 

ftows through ducts <l!ld other shear ftows. ln these cases, an excel­

lent representation <if the mechanical be~avior of viscoelastic Iiq­

uids is obtained through the Generalized Newtonian Liquid model 

(GNL). in conjunction with a viscosity function of the Herschel­

Bulkley type: 

T = 1/'Y 

where 

{ 

2l!. + J( ,;,.n - 1 
T)= -y I ' 

oo, 
ifT > To ; 

otherwise. 

(1) 

(2) 

ln eq. (I) . . 'r is the extra-stress tensor. '"'f the rate-of-deformation 

tensor, defined as grad v + (grad v) T, where v is the velocity 

vector. ln eq. (2) , To is thc yield strcss. T = /1 tr r 2 a mcasure 

of the magnitude of T , "y = ~a measure of the magnitude 
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of '"'f, J( the consistency index, and n the power-law exponent. 

These threc parameters (To,/( and n) are normally determined via 

least squares fit to experimental shear data. 

While thc power-law exponent, n, is often insensitivc to the 

tcmperature of the liquid, this is typically not the case for both /( 

and To. 
For laminar ftow ofpower-law ftuids 1 in ducts , some heat trans­

fcr information is available. For fully developed ftow and uniform 

wall temperature, Bird ct al. ( 1987) give Nu = 3.657, 3.949 

and 4.175 respectively for the power-law exponent n = 1, 0.5 and 

1/3. For fully developed flow and uniform wall heat ftux, lrvine and 

Karni ( 1987) prescnt 

Nu= 8(5n + 1)(3n + 1) 
31n2 + 12n + 1 

(3) 

Joshi and Berglcs ( !980a, 1980b) reported a comprehensivc 

study for power-law ftuids, including both entrance region and fully 

dcveloped results. ln this study, they obtained correlations for qw = 
constant, and considered the temperalure dependence of K. An­

other detailed study for ftow and heat transfer to pseudo-plastic 

Iiquids is presented by Scirocco et ai. (1985). ln both studies, 

at the inlet nf the heated portion of the test section , the velocity 

profiles were already fully developed. 

For turbulent ftow, the therma\ boundary condition bccomes of 

minor importance, and the entry length becomes much shorter. 

Moreovcr, the shear rates are so large that lhe yield stress limit 

becomes unimportant. Therefore, information for power-law fluids 

and for fully developed ftow can be employed for a wide range of 

situations. lrvine and Karni (1987) rccommend Yoo's correlalion , 

valid in thc range 0.2 :::; n :::; 0.9: 

Nu 0.0152 
JH = = ---

- RePd Re0 1s5 
(4) 

whcre 

(5) 

and 

1 A power-law Huid has a viscos ity function that is well repre­
sented by eq. (2) with To = O. 
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ln the above expressions, D is the tube diameter, p the mass density, 

ü the average velocity, Cp the specific heat, and K the thermal 

conductivity. Yoo's correlation can be used for Re's in the range 

3000 <::: Re <::: 90000. From eq. (4), it can be seen that JH is a 

rather weak function of Re. 
Dueto the industrial importance of non-Newtonian liquids that 

possessa non-zero yield stress, it is rather surprising that heat trans­

fer information is so scarce in the open literature. Yradis et ai. 
( 1992), analyzed numerically the heat transfer problem forentrance­

reg ion ftows of Bingham, constant-property liquids through tubes. 

They considered the case of simultaneous velocity and temperature 

development. More recently, an experimental and theoretical heat 

transfer study for Herschel-Bulkley liquids is reported by Nouar et 
al . ( 1994 ). They also investigated the entrance region, but con­

sidered fully developed velocity profiles. An interesting discussion 

regarding the impact oftemperature-dependent rheological proper­

ties on velocity profiles and Nusselt numbers can be found in this 

pape r. 

The purpose of the research reported here is to present laminar 

heat transfer coefficients for entrance-region ftow s in isothermal­

wall tubes (Tw = constant) of yield-pseudoplastic liquids. The 

case of simultaneous velocity and temperature development is con­

sidered, and the liquids are assumed to obey the Herschel-Bulkley 

model. It is part of a research program whose first results, for fully 

developed ftows of Herschel-Bulkley ftuids, were recently reported 

by Souza Mendes and Naccache ( 1995) . The conservation equa­

tions of mass, linear momentum and energy are solved numerically 

via a finite volume technique. Velocity, pressure and temperature 

fields are presented and discussed. The Nusselt number is also 

determined as a function of the (inverse) Graetz number and rheo­

logical parameters, namely, a dimensionless form of the yield stress 

limit and the power-law exponent. 

ANALYSIS 

The flow u!!der analysis is steady and axisymmetric. The ther­

mophysical and rheological properties of the flowing fluid are 

independent of temperature. The ftuid is a Generalized Newto­

nian Liquid (eq. (!)) whose viscosity function is of the Herschei­

Bulkley type (eq. (2)), and enters the tube with uniform velocity 

and temperature profiles. The tube inner wall is kept at a uniform 

temperature,Tw . which is different from Ti, the inlet temperature. 

Conservation of momentum: fully developed flow . The anal­

ysis begins by choosing characteristic quantities. Appropriate 

choices are very important, in order to yield convenient dimension­

less forms for the governing equations. ln this work we employ the 

fu lly developed values of some key quantities as characteristic. 

For example, the characteristic shear rate, "te . is chosen to be the 

one that occurs at the wall in the fully developed region: 

1 

. ( TR fd - To ) ;;: 
"Yc = , K (7) 

where TR,fd is the shear stress at the wall in the fully developed 

region: 

7 R,fd '= - [Trx (R)jfd = -(dp) !!: 
dx fd 2 

ó.p R 

Lcd 2 
(8) 

The subscript "fd" indicates that the quantity is to be evaluated in the 

fully developed region. ln the above expression, p is the pressure, 
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x the axial coordinate, R the tube radius. and Lcd a tube length 

in the fully dcveloped region to whose cnds the pressure difference 

ó.p corresponds. 

The characteristic viscosity is chosen as: 

'IJc '= 7]('Ye) = 
7

R ,fd 
"te 

(9) 

Defining a dimensionl ess shear rate as "y' = "y /"te and the 

dimensionless viscosity functi on as ·ry' = 7J /'17e· we can write: 

where 

' , .o I ·' 17 = 7 + (1 -r oh n- 1 , { ' ifr' > rb ; 
otherwise. oo , 

t -Trx 
T --

TR,fd 

r o 
' - ~ and '~'o = TR.fd 

(10) 

(11 ) 

ln the full y developed region the shear stress is a linear funclion 

ofthe radial coordinatc. '/', i.e., 

'/' 
Trx(r) = -TR,fd R 

or, defining r' = r/ R, 
T

1 = r' 

(12) 

(13) 

From eq. ( 13) it is easy lo observe that , in the fully developed 

portion of the flow, rb h as an important physical meaning: it is the 

dimensionless radi al position where Trx = -T0 . ln other words, 

it is the radius of lhe plug-ftow region that occurs in the ftow core 

due to the existence of a non-zero yield stress. Because eq. (13) 

holds for fully developed ft ow only, lhis interpretation of irG is not 

applicable in lhe entrance rcgion . 

For the Hersche l-Bulkley fluid, and for T > To, 

I I ( I ) · '11 r = r0 + 1 - r0 "Y (14) 

Therefore, for fully developed ftow conditions, eq. (I j) becomes 

I ( I)· 'n I To+ 1- To "'( = T 

Defining a dimensionlcss axial velocity as 

and observing that 

u '--·u = R "fe 

"y1 = _2_ du 
"te dr 

du' 

dr' 

we can write cq. ( 15) as 

du' 

dr' (
r'- rb)-!; 
1 - rb 

lntegrating this equation and rearranging , we get 

n ( 1 )+. u'(r') = -- ---
n + 1 1 - r[1 

if r' > rb. and 

I-,-, I I - ,-, 

[ 
n+ l n+l ] 

· (1 - r 0 ) -(r - r 0 ) 

u'(r') = - 71
- (1 - rb) 

n + 1 

(15) 

(16) 

(1 7) 

(18) 

(19) 

(20) 



ifr ' ::; r~ 
From lhe definilion or average velocity, 

/

·1 

ü' = 2 u'r' dr' or 
. o !.

) 
-1 I '2 I I . I u = u0 r0 + 2 , u r dr 

• 1 o 

(21) 

where u~ = u' (ró). lntegrating, we get lhe following expression 

for ü': 

ü'= ~ [~ (1-r') 
n + 1 2 ° 

I ] n I · I '2 n I 3 - - - (r0 ) (1 - r 0 ) --. -- (1- r 0 ) 
2n + 1 3n + 1 

(22) 

Jt is observed that eq. (22) reduces to Hagen-Poiseuille's, for the 

Newtonian case, and to the corresponding results for (i) the Bingham 

plastic (Buckingham equation) and (ii) the power-law fluid. 

Another result of potential inlerest, easily obtained by eq. (22), 

is an expression for lhe fully-developed wall shear rate, "te. as a 

function of the average velocity, fi: 

. ii ün + 1[1 , 
/c= ü'R = R~ 2 (1- ro) 

] 

-1 
n I I 2 n I 3 --- (r0 ) (1- r 0 ) - -, - (1 - r 0 ) (23) 

2n + 1 3n + 1 

As expected, when r~ = O, the above equation reduces to the well­

known expression for the fully-developed wall shear rate observed 

in flows of power-law fluids, namely: 

(8ü) 3n + 1 
"te, power law = D ~ (24) 

Conservation of mass and momenlum: entrance region. For 

lhe entrance region steady flow of a Herschei-Bulkley fluid through 

a duct. the dimensionless mass and momentum equations are: 

âu' 1 à(r'v') 
-+---=0 
âx' r' or' 

I 0'U1 
I 0U1 

Ôp
1 

u-+u-.- =- -
or' âx' âx' 

2ii' 
+­

Re [ 
1 â ( , ,âu') - - 1]r-
r' âr' (h' 

a ( ,ou')] 
+ ox' 1] ()x' 

, âv' , âv' âp' 
v - +u -or' ox' âr' 

+- - -- (r7 r v) 2fi
1 

[ 0 ( 1 Ô 1 1 1 ) 

Re OT 1 r' or' 

+ a~' (17' ~~:) J 

(25) 

(26) 

(27) 

ln these equations, u' = u/ R"fc. v' = v/ R "te. x' = x/R, 
and p' = pj p(R"tc)2 The Reynolds number is defined as 

_ piiD 2p(ii')n- I(u)2-nRn 
Re - -- = ......:.._..:...._..:..__.:........c___,,.---

- .1 . (u' )"R" 
7c K+To~ 

(28) 
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11 is interesting lo observe that, when To = O, eq. (28) reduces to 

eq. (5), which is a widely used expression for the Reynolds,number 

for ftows of power-law fluids. 

As x' ---> oo, the dimens ionless :r:-component of veloc­

ity, u' (r' , x'), should approach the analytical solution for fully­

developed flow, given by eqs. ( 19) and (20). 

Thc boundary cond itions are lhe usual no-slip condition at the 

wall, thc symmetry condition at lhe centerline, uniform velocily 

profile at thc tube inlet, and locally parabolic ftow at the outlet: 

a ' , 
éi~' (0, X ) o v'(O,x') o 
u'(1 ,x') o v'(1 , x') o 

(29) u'(r' , O) ii' v'(r' , O) o 
()u' (r' L') 
aJ.:' ' o av' (r' L') 8x' , o 

wherc L' = L/ R is the dimensionless tubc length. 

Modified bi-viscosity model. The viscosity function as given 

by eq. (I 0) is not convenient to handle numerically. The usual ap­

proach in numerical schemes for ftows of Bingham plastics is to 

replace it with another viscosity function, the so called bi-viscosity 

mudei (Beverly and Tanner, 1992). This idea can be easi ly extended 

to Herschel-Bulkley ftuids, yie1ding the following approximate rep­

resentation of the viscosily function: 

1 { ~ + (1- róh'n - l if"y' > "!~mail 
'f} = ', 

17Iarge otherwise 

Beverly and Tanner ( 1992) recommend 

'7farge = 1000 

Therefore, 

., r~ 
1""" 11 = 1000- (1- r' ),y'n-l 

O 'Sinall 

r' 
~-0-

1000 

(30) 

(31) 

(32) 

Conservation of energy. We now turn to the thermal problem 

for uniform wall temperature (Tw = constant). Neglecting viscous 

dissipation effects and assuming that the thermal conductivity is a 

constant, the dimensionless energy equation for this situation is 

u - +v - = - -- + -- r - 33 1 à{) 1 â{) 2U
1 

{ 0
2
& 1 à ( I 0&)} 

ôx' âr' Pe ox'2 r' âr' or' ( ) 

where e = (T - 1'w) I (Ti- Tw) is the dimensionless temperature, 

Pe = üD/a the Peclet number, anda= Kj(pcp) the thermal 

diffusivity. Equation (33) shows that, when viscous dissipation 

effects are negligible, the influence of rheological behavior on heat 

transfer is conveyed through the velocity field only. 

The boundary conditions for eq. (33) are 

.!!!!...(o x') 
Br' ' 

&(r', O) 
o 
1 

&(1, x') 
~(r' L') 
8x' ' 

For this situation, the Nusselt number becomes 

N ( 
') _ hD 2 ae , u x =- = -----(1,x) 

K {)b(x 1
) Or1 

where 

o 
o (34) 

(35) 

(36) 
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Figure 1: Velocity profiles - Bingham fluid 

Numerical solution. The conservation equations are dis-

creti zed by the tini te volume method describcd by Patankar ( 1980) . 

Stagg~red velocity components are employed to avoid unrea li stic 

pressure fields. The pressure-vclocity coupling is handlcd by thc 

SIMPLE algorithm (Patankar, 1980). The resulting algebraic sys­

tem is solved by the TOM A line-by-line algorithm (Patankar. 1980) 

wi th the block corrccti on algorithm (Settari and Aziz, !973) to in­

crease the convergencc rate . 

A non-uniform 140 x 32 grid is employed, with points concen­

trated toward the inlet region in lhe x-direction, and toward ihe wall 

in the r -direction , to resolve the sharp gradients in these regions. 

The domain length in the axial dircction, L, is equal to fiftecn di ­

ameters for the low Pe cases, and ninety tive diamcte rs for the high 

Pe cases. Extensive grid lests were performed, which attested that 

the solutions obtained are grid-independent. 

RESULTS AND DISCUSSION 

Results for some representative combinations of the govcrn­

ing parameters are now presented and discussed. 

Figures I and 2 show ve loc·ity pro fi les at four different axial posi­

tions along the entrance region. Is is seen in these figures that, close 

to lhe tube inlet, there is a ve locity overshoot near the wall. This 

overshool is related to axial diffusion of momentum, and thcrefore 

cannot be predicted by formul ations thal consider radiai diffusion 

o nl y. Although milde r than lhe une observed for Newtonian fluids, 

this e ffect is not negligible , and might have important impact in hcat 

transfer. 

Temperalure profiles at some axia l locations are seen in Figs. 3 

and 4. ln order to eliminate x-dependence in the fully developed 

region, these profiles are presented as a ratio of 8 to 8~;. Because the 

Prandtl number, defined as Pr := TJc/ pa = Pej Re, is equal to 5, 

the tcmperature profiles fo r the cases shown take larger dcvelopment 

lengths than the corresponding velocity profiles, shown in Figs. I 

and 2. 

Figure 5 shows the Nusselt number variation with the invc rsc 

Graetz number, x+ := x ' / P e, for a number of combinations of 

r~ and n. lt is seen that , whcnever the velocity gradient is high 

in thc ncighborhood of the wall, the Nusscll numbcr is also high. 

High rb ' s imply high velocity gradients near the wall, as does low 
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n's. For example, the curve for rb = O. 7 and n = 0 .3 falis above 

ali other in Fig. 5, while thc curve fon·ó = 0 .3 and n = 1.0 gives 

the lowest N n for a given x+. 
Figures 6 and 7 illustrale lhe entrance-region Nussell numher 

variation wilh lhe Peclel number, for some combinations of the 

governing paramete~. ll is interesling to observe lhat axial cun­

duction is important in lhe vicinity of the tube inlet only, and ils 

effect is to increase the Nusselt number. Larger yield stresses tend 

to decrease lhe axial conduction effec t. On the other hand , axial 

conduction is not greatly affected by the powcr-law exponent in the 

range investigated. 

For lhe constant-property situalions examined in thi s papcr, lhe 

Nusselt number dcpends on the fluid rheology through its influ­

ence on the vclocity profil c only. Therefore, ax ial ditTusion of 

momentum.,-which affects thc velocity tield-is expected to affcct 

the Nusselt number. This is illustrated in Figs. 8 and 9. lt is seen in 

lhese figures lhal the etTecl is reslrictcd to the neighborhood of the 

tube inlet, and is negligible for high yicld stre ~s fluids . Howevcr, 

it becomcs important as the rhcological bchavior approachcs the 

Newtoni an (higher n's and lowcr r[l 's). 
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CONCLUSIONS 

This paper has studied the heat transfer problem in the 

entrance-rcgion flow of Herschel-Bulkley fluids. Thc case of uni­

form wall temperature and simultaneous development of velocily 

and temperature profiles is examined. 

For fully developed flow, an analytical solution for the velocity 

profile is presented, which provides the characteristic quantities 

needed in the de finition ofthe appropriate dimensionless governing 

parameters. Although in essence thi s analytical solution is already 

available in the open literature, the form of the solution presented 

hcre has some advantages. lt is more compact, and givcs thc velocity 

in terms oftwo convenient dimensionless parametcrs, namcly, n and 
I r o. 

The governing equations are solved numerically via a finite­

volume technique. Rcsults are presented in the form of velocity 

and temperature pro files , and entrance-region Nusselt number dis­

tributíons. 

Among other results, it is observed that the velocity profilc 

presents an overshoot near the wall , in the neighborhood of the 

tube inlet, and that the cases for which the velocity gradient at the 

wall is high yield higher Nusselt numbers. 
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SUMMARY 

Experiments have heen pet:fonne.,d to study the jlow of a Binglzam liquid througlz an array of rods. Tlze mass 

and momentwn conservation equations lzave been solved numerical/y, in conjunction with the bi-viscosity model, 

wlzich also yielded a fiow ratelpressure drop relationship. A capil/aric theory lzas been developed to determine 

an analytical relationship between tlze fiow rate and pressure drop for tlzese fiows. The predictions of this theory 

are in good agreement with the experimental and numerical results. 

INTRODUCTION 

When a petroleum well is drilled, lhe pressure in lhe porous 

rock near lhe lhe well decreases, allering lhe lhermodynamic slale 

of the pelroleum. Light hydrocarbons volatili ze, which causes lhe 

temperalu re and solubilily of lhe heavy hydrocarbons lo decrease. 

ln the case of waxy crudes, paraffins tend lo precipitate otl the oil. 

The presence of sub-micron precipitatcd paraffin crystals cause 

the oillo beco me a colloidal dispersion, whose viscosily is high, and 

whose mechanical behavior is often non-Newlonian. lYpically lhe 

oi l acquires a non-zero yield stress and a shear thinning viscosity. 

Elaslicily is also possible, although less common. 

Flows of non-Newtonian ftuids through porous media do not 

obey Darcy's law. Whcn the ftuid is elastic, the converging­

diverging passages found in porous mcdia-which impose extcn­

sional kinematics-cause normal stresses to reach high values, be­

coming the main source offtow resistance (Durst et ai., 1987; Souza 

Mendes and Naccache, 1994a). 

Purcly viscous non-Newtonian ftuids are well representcd by thc 

generalized Newtonian constitutive relation . lf thc ftuid has a yield 

stress, often the Bingham plastic viscosity function is reprcscntati ve 

of rheological data. For oils with thi s type of rheological behavior, 

Wu et a/. ( 1990) proposed a seepage velocity/pressure gradient 

relation wherc a "yield pressure gradient" G appears, which is a 

function of both the ftuid and the porous medium: 

{ 
& [1 c J gracl p u = - J.Lp - \ g rad p\ ' ' 

o, 
if\ graclp\>G; (1) 

otherwise. 

where u is the seepage velocily, J.lp the plastic viscosity, KN the 

Newtonian permeability and p the pressure. This equation has been 

proven useful in reproducing experimental data, via least-squares 

tits to the data for the determinalion of G, for each combination 

of porous m,edium and ftuid. However, it will be shown that Wu's 

equation h as a qualitative behavior that is not in agrecment with lhe 

one observed experimentally for low flow rates. 

*Petrobras/CENPES/DIGER, Ilha do Fundão, Q7 , Rio de 
Janeiro, RJ 24949-900. Brazil. 
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The present work reports a performance evaluation of an equa­

lion tlrstly proposed by Souza Mendes and Naccache ( 1994b) for 

ftows of Bingham liquids through porous media. The goal of this 

evaluation is to assess its capability of describing the inftuence of 

rheo logical parameters. 

To lhi s cnd, the ftow through an ideal porous medium is studied 

numerically and experimentally. The geometry of this ideal porous 

medium differs signiticantly from the one assumed in the theory 

which led to the proposed equation. The flow rate/pressure drop 

relationship obtainrd from these studies are then compared with the 

predictions of lhe proposed equation. 

THEORY 

The simplc theory presented briefly in this section is aimed 

at obtaining a relationship belween the flow rate and the pressure 

drop for the flow of a Bingham liquid through porous media. More 

delails of this theory can be found in Souza Mendes and Naccache 

(1994b). 

The fluid conside red here has a Binghamian behavior, which is 

accountcd for through the use of the Generalized Newtonian Liquid 

(GNL) model: 

(2) 

where T is the extra-stress, D = (gracl v + (gracl v) T) /2 the 

rate of deformation, and 1 = J2 tr D 2 a scalar measure of its 

intensity. 

For the Bingham liquid, the viscosity function is 

{
To+ 

7J = T J.lp , 
oo, 

.,. - ~t 2 . 
1 T = V 2 crr- >To. 
otherwise. 

whcre To is the fluid yield stress. 

(3) 

Starting with a differential momentum balance for the fully de­

vcloped fl ow through a tube, it is possible to obtain an expression 

for the flow rate as a function of the pressure drop for this non­

Newtonian fluid: 

Q = 7rTRR
3 

{ 1 _ ~ (To ) + ~ (To ) 
4
} 

4J.Lp 3 TR 3 TR 
(4) 
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where TR = R6.p j2 L is the shear stress at the tube wall , R lhe 

tube radius, and 6.p the pressure drop along the tube length L. 
Equation (4) is the so called Buckingham 's equation, which applies 

only when TR > To. 

For high flow rates, TR is much larger than To, and the term 
4 

~ ( ~) is much smaller than the other terms in eq. (4), and often 

can be neglected. The error in omitting this term is less than 1.8% 

when To/TR < 0.4. However, for low ft ow rates, the fourth power 

term is of the sarne order of magnitude of the others, and cannot be 

neglected . 

Classic capillaric theories assume that the porous medium is 

composed of severa! paralle l capillary tubes (Scheidegger, 1974). 

Then eq. (4) is applíed to each Ófthe tubes, and the average velocity 

through the medium is taken as the average velocity through each 

tube times the porosity. Equation (4) can be written in the following 

form after neglecting the above mentioned term and applying the 

ideas of the capillaric theories: 

1>R.
2 

6.p { 8 (To/R )} 
u = -8-LJ<p 1 - 3 6.p j L (5) 

Equation (5) can be applied locally if it is re-written in vector form 

as 

1>R
2 

[ 8To/ (3R)] d u = - -- 1 - gra p 
8/lp I grad PI 

lt is worth noting that this reduces to eq . (I) if 

and 

KN = 1>R? 
8 

G = 8To 

3R 

(6) 

(7) 

(8) 

Therefore, because the fourth power term is neglected in its 

derivation , eq. (I) is ex pected to perform well for large ftow rates 

only. This can be a major drawback. For example, in flows o f 

petroleums through reservoirs toward the well, typical ftow veloci­

ties are of the order of a few centimeters per day. 

lfthe fourth powerterm in eq. (4) is preserved, similar arguments 

and some more involved algebra lead to the following expression: 

1>R
2 

[ 4 G' 1 ( G' ) 
4

] u = - - 1 - - + - grad p 
8/lp 3 I grad PI 3 I grad PI 

where G' is given by 

G' = 2To 
R 

(9) 

(10) 

ln eqs. (8) , (7) and (10) the tube radius R should be regarded as 

a characteri stic length of the pore. 

Unfortunately, pore geometries are so complex and nonuniform 

that just one parameter is seldom enough to represent the morphol­

ogy of typical porous media. Another assumption about the pore 

channel geometry which introduces more geometrical parameters 

is also considered in Souza Mendes and Naccache ( 1994b). 

NUMERICAL STUDY 

Previous work. The geometry of the ideal porous medi um em­

ployed in the numerical and experimental studies is described with 
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Figure 1: Gcometry ot the ideal porom; rnediurn. 

the aid of Fig. I . This geometry is common in heat exchanger, 

nuclear reacto r, and other engineering applications. 

lf the ftuid fl owing externally to lhe rods is Newtonian, pres­

surc drop and heat transfcr informati on abounds in the lite raturc , 

and is reviewed hy Zukauskas ( 1972). For non-Newtoni an liquids, 

some work is found for ft ow of pseudopl astic power-law liquids 

around a cylinder (e.g., Shah At al. , 1962. Mizushina ct al., 1978, 

and Mizushina & Usui, 1978). For ftow past rod bundles of vis­

coclastic polyrr:e ric solutions, pressure drop data a re reported by 

C hmiclewski and Jayaraman ( 1992). However, no information is 

available in the open literaturc for Bingham liquids, as far as the 

authors know. 

Analysis. ln the present analysis, the liquid is assumed to be 

incompress iblc, so that the equation of mass conservati on reduces 

to 

div v = O (11) 

where v is the veloci ty vector fi e ld . 

Thc momentum equation is, for steady ftow and negligibl e ex­

terna! forces, 

pdiv(vv) = -gradp + divr (12) 

where T the extra-stress and p thc mass density. 

The extra-stress 'T is a func tion of the ftow kinematics. For the 

Generalized Newtonian Liquid modcl (GNL), it is given by eq. (2). 

For a Bingham liquid, the viscosity function, r1( "y ) , is given by eq. 

(3). 

The viscosity function as given by eq. (3) is not simple to modcl 

numerically, and the usual approach is to replacc it by another vis­

cosity function, the so called bi-viscosity mudei (Beverly and Tan­

ner, 1992): 

1/ = { ~ + /lp, if"y >"te; 
t< oo , othcrwise. 

where 

J< oo = 1000/lp; 
To 

"te = /loo - /lp 
To 

999jLp 

(13) 

(14) 

Equations ( 12). (2) and ( 13 ), plus the continuity equation (cq . 

( li )) complete the problem formul ation, together with appropriate 

periodically-developed (cyclic) boundary conditions. Assuming 



two-dimensional ftow, thcsc cquations are written in Cartesian co­

ordinates and then integrated numcrically in the domain shown in 

Fig. I. 

The physical dimensionless parameters that govern the problem 

are the Reynolds number, R c, and the yield nu mber, Y. defined 

respect i v e I y as 

pDD 
Re= - - ; 

/Lp 

ln addition , there are two geomctri cal parameters , the ratios 

D * = D . 
S ' 

L* =~ s 

(15) 

(16) 

where D is the rod diameter. L thc row spacing, and S the column 

spacing (Fi g. I ). 

Because typical ft ows of petro lcums in reservoirs are rather s low, 

in the present papcr attention is focused toward s ituations of neg­

ligible inerti al fo rces (Re --> 0 ), and thereforc thc cffect of the 

Reynolds numbcr is not examincd . 

Numeri cal method. Thc conservation cquati ons were di s-

cre tizcd by the línitc volume mcthod descrihcd by Patankar ( 1980). 

by us ing an non-orthogonal curvi lincar system ofcoordinatcs which 

adapts'to thc boundarics of the domain. 

Staggered velocity componcnt s were employcd to avoid unreal­

istic pressure fi e lds and the contra-variant velocity component was 

selected as the dependcnt va ri able in the momentum conservation 

equations (Pires and Nieckele, 1994 ). 

The pressure-velocity coupling was solved by an algorithm based 

on SIMPLEC (Van Ooormaal and Raithby, 1984 ). The resulting 

algebraic sy stem was solved by the TOMA line-by-line algorithm 

(Patank ar, 1980) with the block correction algorithm (Settari and 

Aziz, 1973) to increase the convergence rate. 

A transfinitc interpolation sque me was employed to generate a 

mesh of 40 x 40 control volumes in the computational domain. 

Further detail s of this study, and results for a wide range of the 

governing parameters, are given in Nieckele et ai., ( 1995) . 

EXPERIMENTALSTUOY 

Before eq. (9) can be employ ed in engineering design, some ex­

perimental evidence of its reliability is desirabl e. ln o rder to assess 

its description capability regarding the ftuid rheology, perhaps the 

first step is to check its performance against experimental data per­

taining to an idea l porous medi um . ln this manncr, influences othcr 

than the ones rc lated lo rhcological parameters are kcpt Únder full 

~ontrol. 

Oue to the previously mentioned scarcity in the literature of ex­

perimental data related to flows of Bingham liquids through porous 

media, experiments have been performed to gcncrate some data 

to be used in the desired assessment. These experiments are now 

described . 

Tesl fluid. A commercial grease has been employed in thc 

experiments . It has becn rheologically characte ri zcd in the faciliti es 

of the Laboratory for Characte rization of Fluids (LCF) at PUC-Ri o, 

and the foll owing was observed: 

I . lts density is p = 884 kgtm3 . 

2. lts yield stress is To = 450 Pa. The measuring method of 
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this quantity was a stress sweep, with thc aid of a rotational 

rheometer. 

3. its vi scosity is rather dependent on the shearing time 

(thixotropy). However, a representative value of its plasti c 

viscosity for the experiments was /Lp = 110 Pa.s. The rota­

tional rheometer was also cmployed in these viscosity mea­

surements. 

Test section. The test section is described with the aid of Fi g. 

2. lnside a duct of square cross section (1 00 x 100 mm) and 

to tal length C = 700 mm , twenty seven cy lindrical rods (D = 
9.3 mm) are assembled in the staggered arrangement shown in Fi g. 

2. This rod asse mbly is located at half-length of lhe square duct, 

to eliminate entrance and cxit effects on the measurements. To 

rcduce the inftuence of the side walls, three semi-cylindrical rods 

are attached to each of two of the side walls, following lhe sarne 

staggered pattcrn . The longitudinal pitch is S = 20 mm, while the 

transversal one is L = ' 10 mm (Fig . 2). There are two pressurc 

taps, one located just upstream of the rod asse.mbly and other just 

downstrcam. 

The experimemal apparatus. Upstream and downslream of the 

square duct which contains the test section, there are two identical 

cylinder/piston assemblies (Fig. 3 ). Prior to the runs, the grease is 

carefully loaded into the sy stem, in such a way as to eliminate thc 

presence of ai r bubbles. 

Ouring a run , the upstream pi ston is pushed with the aid of 

compressed ai r. The air pressure is kept at a se lected levei with the 

aid of an appropriate constant pressure vai ve. Because the upstream 

and downstream cylinder/pi ston assemblies are idcntical, the tota l 

resistance to motion is invari an t during a given run, which impli es 

a constant ftow rate through the tes t section. 

The :"ease fl ow rate is eas il y and accurate ly dete rmined by mea­

suring the upstream piston displace ment rate . This is done with the 

aid of a stopwatch and reference notches which were made on lhe 

surface of lhe pi ston rod. 

Thc pressur:: drop across lhe tes t section is dctermined wi th a 

diiTerentia l manometer, which full sca le is 2 kg flcm 2 . 

This assembly yielded good repeatability and low scatte ring of 

lhe data, as it will be seen !ate r. 

RESULTS ANO OlSCUS SION 

It is importam to emphasize that the theory used to obtain eq. (9) 

employs simplifying assumptions that might imply limitations in its 

range of applicability. For instance, the geometry of a porous rock 

by far more compl ex than the assumed parallel straight tubes . Al so . 

molecul ar fl ow e iTects, which mi ght be present in flows' through 

porous rocks, are also neglected in thc theory when the no-sli p 

condition is assumed at solid-liquid interfaces. 

Because of these possible limitations of the theory, it is interest­

ing to start the validation process by comparing its predictions with 

results that are free from influences of physical mechanisms other 

than the ones taken into account by thc theory. Results obtained in 

the presem research for the porous medium of ideali zed geometry 

fali into thi s category. Therefore, if good agreement is observed. 

then it can be concluded that the theory is capabl e of well rcprc­

senting the main effect of inte rest here, viz .. the dep~ndence of the 

u x I grad PI re lationship on the fluid rheological parameters (To 

and /Lp). 
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Figure 4: Comparison among theory, experimental and 
numerical results 

ín addition, the uncertainty of results of experiments with ideal 

porous media like the one performed in the present research is typi­

cally much lower than the uncertainty related to experiments using 

natural porous rocks. Therefore, comparisons with theoretical pre­

dictions tend to be more conclusive. 

Furthermore, the geometrical simplicity of the ideal porous 

medi um chosen (Fig. I) allows numerical solutions of the conser­

vation equations that govern the flow past the rod bundle. Because 

the phenomena taken into account in these governing equations is 

known, good agreement between numerical and experimental re­

sults indicates that the meaningful experiment parameters were kept 

under control in the course of each data run. Moreover, the avail­

ability of numerical results gives another too I for theory evaluation. 

Comparisons: gualitative behavior. Figure 4 presents numeri­

cal and experimental results for the flow of the grease in the geo­

metrical configuration shown in Fig. 2. The predictions of eq. (9) 

for this situation are also shown. ln this figure, the open circles 

represent the experimental data obtained with the apparatus shown 

in Figs. 2 and 3, while the black squares pertain to the numerical 

results , obtained as explained before. 

The curve shown in Fig. 4 was obtained by a procedure of least­

squares fitting to the experimental data which assumes the func­

tional relationship determined by the theory, viz., eq. (9) (also shown 

in the insert of Fig. 4). ln this fitting procedure, R and C' are the 

parameters to be determined. 

Ali the other parameters appearing in eq. (9) , and the ones needed 

to obtain the numerical results, were taken to be equal to the ones 

that actually occurred in the experiments. namely: <P = 0.83, 
/-Lp = 110 Pa.s, To = 450 Pa, p = 884 kg/m3

. 

It is observed that the qualitative behavior of the numerical, 

experimental and theoretical predictions is the sarne: 

I. At low pressure gradients there is no flow. 

2. At a certain criticai value of the pressure gradient, the onset 

of motion is observed. 

3. ln the range of pressure gradients just beyond this criticai 

value, the velocity/pressure gradient dependence is clearly 

non-linear. 
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4. For larger pressure gradients there is an asymptotic trend to­

ward a linear behavior. 

The trends described above are interpreted as follows : 

• For low pressure gradients, the stresses that occur are lower 

than the yield stress of the ftuid everywhere in the flow field, 

and hence there is no motion . 

• For pressure gradients above the criticai value, the ftuid 

stresses exceed the yield stress, and motion takes place. 

• ln the range of pressure gradients just beyond the observed 

threshold, the fluid viscosity decreases fast with the deforma­

tion rate (and hence with the pressure gradient), because in 

this range it is highly influenced by the yield stress, To (see 

eq. (3)). Thus, in this range the permeability-which is the 

slope of the curve in Fig. 4--increases. 

• ln the range of higher pressure gradients, the deformation 

rates are also higher, and, consequently, the viscosity asymp­

totically approaches a constant value, namely, /-Lp· Thus, the 

permeability also approaches a constant value asymptotically, 

as seen in Fig. 4. 

Comparisons: guantitative evaluation. ln Fig. 4 's insert, the 

R and C' values are given as determined by the least-squares 

procedure mentioned above, namely, R = 16.5 mm and C' = 
3.76397 X 105 Pa. 

lt is interesting to con>pare the above R value with a charac­

teristic length related to the flow passages found in the rod-bundle 

porous medi um. A possible choice for this characteristic length is 

the rod spacing in the narrowest cross section. lt can be observed 

in Fig. 2 that, if this characteristic length is chosen, for this case it 

would be equal to 10.7 mm . Therefore, the R value obtained via 

least squares is of the sarne order of magnitude as the characteristic 

length of the porous medi um employed in the experiments differing 

by a factor of 1.5. This discrepancy is acceptable if it is recalled that 

the geometry assumed in the theory is completely different from the 

one related to tne data. 

Another interesting comparison consists in employing eq. ( 10) 

for evaluating C', using the values for To and R relative to the 

experiments: 

C' = 2RTo = 2 x 450 = 8.41122 x 104 Pa 
0.0107 (17) 

lf this value is compared with the one obtained via least squares, it 

can be seen that they differ by a factor of 4.5 . Again, the discrepancy 

is large, but the order of magnitude provided by the theory (eq. 10) 

is correct. 

These discrepancies are surely dueto the drama ti c ditTerence be­

tween the morphology assumed in the theory and the one employed 

in the experiments and computation. lt seems reasonable to expect 

that lhe qualitative behavior observed and discussed above be inde­

pendcnt of the morphology, and thus, it should also ~ observed in 

more complex morphologies like the ones found in petroleum reser­

voirs. Quantitatively, however, the results should be a function of 

the porous medium morphology. 

CONCLUSIONS 

The comparisons discussed above suggest that: 



li! 

! ' i 

li' 

• The proposed theory describes correctly the effect of a Bing­

hamian rheology in flows through porous media, in the sarne 

way as Darcy's law describes correctly the flow of Newtonian 

fluids through porous media. 

• The qualitative behavior observed for Bingham liquids should 
not depend on the porous medi um morphology, but, quantita­

tively, the morphological characteristics should matter. 

• ln the sarne way as Darcy's law has its limitations, since it 

groups two many important effects into only one parameter 

(the permeability), the sarne is true for eq. (9). 

• The theory should be use fui in fittings to experimental data, as 

well as in oil reservoir simulations. lt is worth noting that , for 

flows at low rates of Bingham liquids through poro);ls media, 

eq. (I) will not yield good fittings because it is a linear relation. 

Equation (9) h as a corrcct q:Jalitative behavior at ali flow rates. 
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SlJMMARY 

ln this paper we use lhe Conjuga/e Gradienl Melhod with Adjoinl Equation in arder to estima/e lhe 
transient wa/1 heat flux to a Power-[,aw jluid in a parai/e/ plale chanY(el. Simulaled /ransient temperature 
measuremenls of a single sensor are used in lhe inverse analysis. The effects on the solution of sensor 
position. power-law index and random measurement errors are examined. 

INTRODUCTION 

Thc Direct /leal Transfer Problem involving 
hydrodynamically dcveloped forced convcction in a parallcl 
plate channcl , is conccmcd with the determination of the 
tcmperature field of thc Ouid Oowing inside the channel. Thc 
initial, entrance and boundary conditions, as wcll as the Ouid 
physical propertics are rcquired, so that such dircct problcm is 
wcll-posed, lhat is, ils solution sati sfies lhe requirements of 
existcnce, uniqucncss and continuous dcpendencc on givcn 
conditions (stability). On thc other hand, an lnverse Convection 
Heat Transfer Problem is conccmcd with lhe estimation of at 
least onc of lhe quanlities required for thc well posedness of 
the dirccl problem. lnvcrse problems are malhcmatically 
cl assified as ill-poscd. Although the cxislence of a solution of 
an inverse problem can be assurcd by physical reasoning, it 
usually does not satisfy the requircmcnts of uniquencss and 
stability. 

Thc papcrs availablc in the literature on thc solution of 
invcrse convection problcms havc gencrally dealt with the 
intemal forced convection of Ncwtonian Ouids (Huang and 
Ozisik, 1992, Bokar and Osizik, 1995, Machado and Orlande, 
1995 ,19%, Raghnath, 1993). ln lhis paper, we study the 
solution of an inverse problem involving the flow of a non­
Newtonian fluid in a parallcl plate channel. The unknown 
transicnt wall heat flux, which is supposed to be unifonn along 
thc channel, is cstimated by using lhe transient tempcralure 
measurements of a sensor located insidc the channcl. Thc l1uid 
flow is considered to be laminar and hydrodynamically 
developed and thc 11uid is assumed to follow lhe l'owcr Law 
(Ostwald-dc Wacle) modci for the shear stress (Uird ct ai , 
1960). 

for the solution of the present inverse problcm, wc use 
lhe Conjuga/e Gradienl Method with Adjoint Equation. This is 
a powerful and straightfonvard iterative mcthod, which can be 
applied to function and parametcr cstimations, as wcll as to 
linear and non-linear invcrse problems (Jamy et ai, 199 1, 
Alifanov, 1994) . 

W c use simulated measurements m o r der to assess thc 
accuracy of the conjugate gradient method with adj oint 
equation, as applied to lhe solution of thc present invcrse 
problcm. The clTect of lhe position of lhe temperature sensor on 
the solution is cxamincd in order to dcsign optimizcd 
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experiments for fluids with differcnt power-law indexes. Some 
computational aspects of the solution of thc prescnt invcrse 
problcm are also addressed on lhe paper. 

DIRECT PROBLEM 

The physical problcm considered here is lhe laminar 
hydrodinamically developed Oow between parallel pl\ltes of a 
non-ncwtonian fluid with constant properties. T'he inlct 

tcmperature is maintained at a conslant value T~ . The plates 

are subjccted to a transient heat flux, as illustrated in figure I . 

y* q*(t*) 

Figure 1 - Physical Problem 

By taking into accounl the symmctry wilh respect to the 
x-axis and neglccting conduction along the flow direction, the 
malhcmatical formulation of this problcm in dimensionless 
form is given by: 

àT àT à 2T 
in O < y < I, x > O, t > O (!.a) -+ u( y) - =-

àt (fx oy 2 

àT 
( l.b) -= 0 at y = O, X > O, t > o 

ay 

õr 
(1 .c) - = q(t) at y= l,x>O,t>O 

ày 

T=ü at X= 0,0 < y <I, t >o (l.d) 

T=O for t =o , o< y < I, X> o (L e) 



" 
i 

i: 
L ~ 

I' 

where the following dimensionless groups are introduced 

Y =L-. ' w 

a x 
X= -.--.2-; 

umw 

T
. • 

T= -To _q:w· . 
T 

a • 
t=~l 

w 
(2.a-d) 

a· and k • are the fluid thermal diffusivity and conductivity, 
respectively, and w* is the channel half-width. 

The fluid is assumed to follow the Power-Law (Ostwald­
de Waelc) model for the shear stress. Thus, the dimcnsionlcss 
vclocity u(y) is given by (Bird,1960) 

- u·(y•) =(~)[1-(<)"~'] 
u(y)- • 1 + n w 

um 
(2.e) 

wherc u·m is the mean lluid velocity and n is the power-law 
index. The wall heat flux is written as 

q*(t")=q:q(t) (3) 

where q: is a constant with units of heat flux and q(t) is a 

dimensionless function of t. The superscript " *" above denotes 
dimensional variables. 

The direct problem given by equations ( l) is concemed 
with the determination of the temperature field of the fluid 
insidc the channel, when the boundary heat flux q(l) at y = I 
is known. 

INVERSE PROBLEM 

For the inverse problem, the heat flux q(t) at y = I is 
considered to be unknown and is to be estimated by using the 
transient readings of S temperature sensors located inside thc 
channel. The readíngs are taken up to a final time tr and the 
sensors are located wíthín the length of the test section Xr. 

The solutíon of such inverse problem is obtained by 
minimizing the following functional , 

t s . 2 
J[q(t)]= L~oL {Tlxi,Yi,t;q(t)J-Yi(t)} dt ( 4) 

i=l 

where Yi is the measured temperature at the sensor location 
(Xi,y,) inside the channel and T[xi,Yi,t;q(t)] is the estimated 
temperature at thc. ~ame location. Such estimated tcmperature 
is obtained from the solution of the direct problem given by 
equations (I), by using an estimate for the unknown heat flux 
q(t). 

The minimízation of the functional gi ven by equation ( 4) 
is obtained by utilizing the conjugate gradient method, as 
dcscribed next. 

CONJUGA TE GRADIENT METHOD OF MINIMIZATION 

The itcrative algorithrn of the conjugate gradient method, 
as applied to lhe estimation of the unknown heal flux q(l) is 
given by (Jamy et ai, 1991): 

qk+'(t) = qk(t)- Pkdk(l) (S.a) 
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where the superscript "k" denotes de number of iterations. 
The direction of descent dk(t) is obtained as a 

conjugation of thc gradienl direction and of the previous 
direction of descenl as: 

dk(l) = J'[qk(t)]+ykdk-l(t) (S.b) 

whcre the conjugation coeffícient is obtained from the Fletcher­
Reeves exprcssion 

fxf Jtf { J'[qk(t)]}2 dldx 
k x=O t- O 

(S .c) 
y = C:oCo { J'[qk- '(t)Jr dldx 

for k = I ,2,3, ... with l= O 

ln order to implcmcnt the itcratíve algorithrn given by 
equations (5), wc need to develop exprcssions for the search 
step size pk and for the gradient dircction J'[qk(t)] hy makíng 
use of two auxiliary prohlems, known as the sensitivity 
problem and adjoint problem, respectivcly. 

SENSITIVITY PROBLEM AND SEARCH STEP SIZE 

The sensítívíty problem is obtained by assuming lhat the 
heat flux q(t) is perturbed by an amount 11q(t). Such 
perturbation in the heat flux causes a perturbation óT(x,y,t) in 
the temperature T(x,y,t). By suhstituting T(x,y,t) by 
T(x,y,t) + M(x,y,t) and q(t) by q(t) + óq(t) in the direct 
problem given by equations (I), and by subtracting from the 
resulting expressions the original direct problem, we obtain the 
following sensitivity problem for thc determination of thc 
sensitivily funclion Sf(x,y,t): 

aAT 81\T a2 sr 
-+u(y)-=--at ax ay 2 

811T 
-=0 ay 
811T 
-= 11q(t) 

ay 

L'.T=O 

Sf=O 

in O< y < l,x>O,t>O (6.a) 

ai y=Ü, x>O, t>Ü (6.b) 

at y=l , x > O, t>O (6 .c) 

at x=O.O < y<l,t > O (6.d) 

for t =O, in o< y < I, x >o (6.c) 

An cxpression for the search step size pk 1s ohtained by 
minimizing thc functional given hy cquation ( 4) with respect to 
pk, lhat is, 

s . ? 

minJ[qk • l(t)] = min r r ±:[T(x.,yi,l;qk -11ké )- Y,(t)r dt 
flk pk t -0

1 
I . - _ 

(7a) 

13y linearizing lhe cstimalcd tcmperalurc T(xi, y., 1, qk - pkdk) 
and performing lhe minimization above, we obtain the search 
step sizc as: 



(7.b) 

where ~T;(dk) is lhe solution of lhe sensitivity problem at the 
sensor position (x;,y;), obtaincd from equations (6) by setting 
~q (t) = dk (t). 

ADJOINT PROI3LEM AND TJIE GRADIENT EQUATION 

In order to obtain lhe adjoint problem, wc multiply lhe 
di!Ierential cquation (I. a) of the dircct problem by lhe 
Lagrange multiplier À(x,y,t) and inlcgrate over the time anel 
spacc domains. The resulting cxpression is then added to 
equation ( 4) to obtain lhe following extended functional: 

[
à T il T o

2
TJ l + -+u(y)---- À.(x, y, t) dx dy di 

à l Dx al (8) 

where li( •) is the Dirac delta function. 
We assume that the exlended functional given by 

equation (8) is perturbed by an amount Mfq(t)] , when the hcat 
Oux q(t) is perturbed by 1\q(t). An expression for the variation 
L\Jfq(t)] is obtained by substituting J[q(t)] by J[q(t)] + L\J[q(t)] 
and T(x,y,t) by T(x,y,t) + >'\T(x,y,t) in cquation (8), and by 
subtracting lhe original cquation (8) from the resulting 
expression. We obtain , 

AJ[q(t)J = (~aC:~ J;=o {~ J2CT- Y)/\TJiicx- x1 )li(y- y 1 ) 

+ - + u(y )---- À.(x, y, t) dxdydl 
[

DL\T a~T a2sr] l 
il l à x u/ 

(9) 

Thc threc tcrms involving derivatives inside backets 
abovc are integrated by parts with respect to t, x and y, 
respectivcly. Thc boundary and initial conditions of lhe 
scnsitivity problcm, equations (6.b-e), are substitutcd inlo the 
resulling expression, which is then allowed to go to zero. The 
vanishing of the integral tcnns containing ~T(x,y ,t) results in 
the iollowing adjoint problcm for the detennination of the 
Lagrange Multiplier À. (x,y,t): 

à/c 
- =0 
iJy 

i! À. 
- =0 
ày 

À =O 

À. =Ü 

m 

at 

at 

at 

for 

0<y < l,x>0,1>0 

y = O, x > O, I > O 

y = I, x > O, t > O 

X = X f ,O < y < I' t > o 
l=lr ,O< y < I, I > O 

(IO .a) 

(JO.b) 

(lO. c) 

(IO.d) 

( IO.e) 
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Finally, in lhis limiting process, the following integral 
tcnn is lcft: 

By assuming that q(t) bclongs to the space of square 
integrablc functions in O<t<tr, lhat is, 

(12) 

we can write 

(13) 

By comparing equations (I I) and ( 13 ), we obtain the 
following expression for the gradient of the functional 

(14) 

After developing cxpressions for the search step size ~ k 
and for the gradient direction J'[q(t)], we can implement the 
iterative a!gorilhm of the conjugate gradicnt method, until a 
stopping criterion based on the discrepancy principie described 
below is satisfied. 

STOPPING CRITERlON 

We stop the itcrative procedure of the conjugate gradicnt 
method whcn lhe functional given by equalion (4) becomes 
sufficiently small, that is, 

(15) 

If the measurements are assumed to be free of 
experimental' errors, we ean specify E as a relative small 
number. However, actual measured data contain experimental 
errors, which will introduce oscillations in the inverse problem 
solution, as the estimaled temperatures approach those 
measured. Such difficulty can be alleviated by utilizing the 
Discrepancy Principie (Alifanov, 1994) to stop lhe iterative 
process, where we assume lhat the inverse problem solution is 
sufficiently accurate when lhe difference between estimated 
and measured temperatures is Jess than the standard deviation 
(cr) of the measurements. Thus, the va!ue of the tolerance E is 
obtained from equation ( 4) as 

(16) 

COMPUTATIONAL ALGORITHM 

We suppose available an estimate qk(t) for the unknown 
heat flux q(t) at iteration k. Thus: 

STEP 1: Solve the direct problem given by equations (I) to 
obtain lhe estimated temperatures T(x,y,t); 
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STEP 2: Check lhe stopping criterion given by equation ( 15 ). 
Continue if not satisfied; 
STEP 3 Solve the adjoint problem given by equations ( 10) to 
obtain the Lagrange Multiplier J...(x ,y,t); 

STEP 4: Compute the gradient ofthc functional J'[q\t )j from 

cquation ( 14 ); 
STEP 5: Compute the conjugation coeficient l from equation 
(5.c) and then the dircction of descent dk (t) from cquation 
(5. b); 
STEP 6 Solve the sensitivity problem given by equations (6) to 
obtain 1\T(x,y,t) by sctting i\q(t) = dk(t); 
STEP 7: Compute the search step size 0k from equation (7.h): 
STEP R: Compute the new estimate qk · 1(t) from equation (5.a) 
and go to step I . 

RESULTS J\.ND DISCUSSION 

For lhe rcsults presented below we have taken thc 
dimensionless final time and lcngth of test-scction rcspectivcly 
as xr = 8 x I o·4 and lr = O.OR. For the f1ow of a solution of pulp 
of papcr in water at 4% (n = 0.575) (Bird, 1960), at thc mean 
velocity u* m = 0.0 I 05 m/s, through a channel of half-width 
w* =; 0.02 m, such dimensionless va!ues correspond to 
xr* = 0.1 O m and tr* = 200 s. 

The direct, sensitivity and adjoint prohlcms wcre solved 
with finite-differences by using an upwind discretization for thc 
convcction terrn and an implicit discrctization in time. Thc 
domain was discretized with I O I x R 1 points in lhe x and y 
dircctions, respectively, while 41 time steps werc used in thc 
time domain. Such number ofpoints were chosen hy comparing 
the results obtained with the direct problem for a constmt heat 
f1ux, q(t) = I , with benchmark rcsults availablc in thc Jitcraturc 
fo r thc local Nusselt number (Cotta and Ozisik, 1986 ). The 
agreement between the two solutions was better than 1%. 

The linear system resulting from the discretization was 
solved iteratively by using Gauss-Seidel's method with SOR 
and red-black reordering (Ortega, 1988). Such approach 
allowed for the vectorization of the computer code on vector­
supercomputers and resulted in a spcedup of approximatcly 9, 
over a scalar version of the sarne code, on thc CRA Y J90 at 
COPPE. 

By cxamining eqs. (I O.e) and ( 14), wc notice that the 
gradient of the f unctional is nu li for the final time tr. Thus, the 
initial guess used for q(tr) is not changed by lhe iterative 
procedure of the conjugate gradient method. ln arder to avoid 
such difficulty, we have used as initial guess at the final time 
the exact va!ue for q(t), which is assumed to be known a priori . 
A null heat f1ux was used as initial guess for other times. 

Wc use transient simulated measurements of a singlc 
sensor in order to assess the accuracy of the present approach 
of estimating the unknown wall heat f1ux q(t). The simulated 
temperature measurements are obtained from thc solution of 
the dircet problem for a specified function q(t). Thc 
temperatures computed in this manner are considered to the 
errorless, and the simulated measured data is given by: 

y = ycx +a cr ( 17) 

where Ycx is the solution of the direct problem; a. is a random 
variable with nonnal ditribution, zero mean and unitary 
standard deviation; and cr is lhe standard deviation of lhe 
measurcmcnts. 

By examining lhe accuracy of lhe invcrse problcm 
solution, wc can estimate the optimum location for the singlc 
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sensor uscd m the invcrs<! analys1s. Figure 2 shows a 
comparison of thc inversc prob!cm solutions for crrorlcss 
mcasurements (cr =O ) obtaincd with thc sensor locatcd at five 
diiTcrcnt locations and for n = 0.575. The stcp function was 
choscn tor this comparison bccausc discontinuous functions are 
lhe most dif1icult to bc rccovcrcd by an inversc analysis. We 
can notice in figure 2 that accuratc so!utions can bc obtaincd 
wíth the sensor at thc tive dítkrent locations tcstcd . We 
prescnt in tablc I th..: RMS crror tor such solutions . Thc RMS 
crror is computcd as 

I I N 

CRMS = N ~ LllJ cx( t,)- tJ cst ( t, )!2 

t · l 

( I X) 

whcrc N is numb..:r of m..:asurcmcnts uscd m thc inv..:rs..: 
analysís, whíle l]ex(li) and ljes t(l,) ar..: thc exact and estimatcd 
hcat !luxes, rcsp..:ctívcly. Tablc I shows that thc sensor location 
xlxr = O.X and y = 0:95 is th..: bcst among thos..: test..:d. Th..: 
solution deteriorates as lho.: sensor is movcd away from th..: 
boundary y = I or towards lhe channcl ínlct. 
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Figure 2 - EITcct of sensor positíon on thc solution for crrorlcss 
mcasurcmcnts (cr = O) and n=0.575. 

Table I - RMS crror (CRMs) for dillercnt sensor locations 

Sensor Location CRMS 

x /xr 
O.R o 95 0.0114 
0 .5 0.95 O 0!6R 
02 o 95 0 .0276 
O.X 0.90 0 .0221 
O.R O.R5 0 .0469 

Figure 3 shows thc rcsults for di!Tcrcnt powcr-law 
indexes obtaíned with crrorlcss mcasurcmcnts '(cr = O ) for a 
sensor locatcd at xlxr = O.X and y = O. 95. lt can bc noticcd ín 
this fi gure that accuratc results wcrc obtaincd, 1rrespcctive of 
thc powcr-law mdcx of lhe I1Uid insidc thc channcL 

l 
' 

l 
i 
~ 
1 
t 
i 
l­r 
1 

i tr. 



-õ' 
,;: 

" iL ... 
Gl 
J: 

"' "' .!! 
c 
.!! 
"' c 
Gl 

E 
o 

2.50 

2.00 

1.50 

0.50 

0.00 

--- EXACT 

1!11 
+ 

+ 
Q 

+ ~; 
• + 

• n = 1/3 ~ 

[] n=1 + 

+ n=3 

0.02 0.04 0.06 0.08 
Dimensionless time, t 

Figure 3 - El1cct of lhe power-law index on the solution for 
errorless measurements (cr =O). 

Figures 4-6 show the results for a sine, triangular and 
step variation of lhe transient heat f1ux, respeetively, for 
measurements with different leveis of errors, including cr = O, 
cr = 0.0 I T max and a = 0.05 Tmax, where Tmax is the maximum 

temperature measured hy lhe sensor. The sensor was located at 
x/xr = 0.8 and y = O.lJ5 . The power-law index was taken 
as n = 0.575. These figures show that the present approaeh is 
capable of recovering functions wi th sharp comers and 
discontinuities. Also, lhe inverse problem solution appears to 
be stable with respect to measurement errors. Note in these 
figures that the inverse problem solution is reasonably accurate, 
cven for large measurement errors involving a standard 
deviation a = 0.05 Tm:cx-
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Figure 4 - lnverse problem solution for diflcrcnt leveis of 
measurement errar- Sine variation for q(t). 
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Figure 5 - Inverse problem solution for different leveis of 
measurement error- Triangular variation for q(t). 
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Figure 6 - Invcrse problem solution for different leveis of 
measurement error- Step variation for q(t). 

CONCLUSIONS 
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The inverse problcm of estimating the timewise variation 
of thc wall heat flux to a non-Newtonian fluid in a parallel 
plate channel, was solved by using the conjugate gradient 
method with adjoint equation for function estimation. 

We have uscd in thc inverse analysis thc measurements 
of a smglc sensor. Five diffcrent locations for such sensor were 
tested by examining the accuracy of thc inverse problem 
solution, obtained with simulated measuremcnts. Among those 
tested, the location x/xr = 0.8 and y = O. 95 yielded the most 
accurate results and was then used throughout the paper. 
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The inverse problem solution appears to be insensitivc to 
thc power-law index of the fluid flowing in the channel. i\Jso, 
the present function estimation approach is stable with respect 
to random measurement errors, even for functional forrns 
containing shallJ comers and discontinuities, which are the 
most difficult to be recovercd by an inverse analysis. 
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ABSTRACT 
This wo1·k presenls a qeneral procedure, devdoped within th e framework of thermodynumics 
of irreversibl~: processes, to to obtain constitutive relations jo1· jtuids that verify automat­
ically the principie of materio.l objectivity and a local version of the second law of th er­
rnodynarnics. ln this constitulive theory lhe free energy is supos ed to be a differentiable 
funclion of u JinilP set of variables, som e of lh em introduced to 'account f o·r the interfen:nce 
of lh e m.icrostructure with the macrostructure. This phenomenological theory may allow 
a simplifú:d macmscopic des crip tion of th1: rnicrostructural physical rnechanisrns, rdevant 
for cwrtain classes of fiuids. The choice of a particular objective time deriva tive and of 
two therrnodynarnic potentials is sufficient to define a complete set of constitu tive equ a­
tions. Sorne basic f ea tures and possibilities of the theory a1·e presented through examples 
conN:rning viscoelaslic fluids. 

INTRODUCTION 

To set up a general constitutive theory for fluids 
it is necessary to consider aspeets of the second law of 
thermodynamics since dissipative phenomena must be 
taken into account. ln addition, the constitutive equa­
tions must satisfy the principie of material objectiv­
ity. The constitutive theories in which the free energy 
is supposed to be a function of a set of independent 
variables [lj, widely used in solid mechanics ([2J, [3[), 
may provide practical tools for the rnodeling of non­
newtonian fluids especially when it is necessary to ac­
count for the interference of the rnicrostructure with the 
macrostructure. That is the case, for instance, of cer­
tain kinds of polymeric liquids in which the breakdown 
of connections between the structural units that charac­
terize the internal, i.e., the submacroscopic, structure 
rnay induce a decrease in the resistance to ftow ([4], 
[5]). ln these theories, sorne of these variables are in­
troduced to account for dissipative mechanisms. ln a 
phenomenological approach, such additional variables 
are supposed to contain microstructural information, 
relevant for certain classes of materiais. To each of 
these variables is associated one constitutive equation 
in such a way that a local version of the second law of 
thermodynamics must be satisfied. 

This paper is concerned with a systematic proce­
dure to obtain constitutive equations for ftuids within 
this framework Whatever is the choice and interpre­
tation of the aditional variables introduced to account 
for dissipative mechanisms, the resulting constitutive 
equations are objective and satisfy a local version of 
the second law of thermodynamics no matter the ex­
terna! actions and the initial and boundary condi­
tions. The choice of two potentials and of a par­
ticular objective time derivative is sufficient to de-

fine a complete set of constitutive equations. Although 
a large number of alternative objective time derivatives 
found in literat ure can be considered in rate-type con­
stitutive theories (Janmann, Tmesdell, C'otter-llivling, 
etc.), some of them may lead to physically unrealistic 
oscillatory behaviors even if the resnlt ing constitutive 
equations are thermodinamically admissible and satisfy 
the principie of material objectivity. Hence, in order to 
assure material objectivity without undesirable oscil­
lations, special kinds of objective time derivatives for 
tensorial quantities are considered. Since the choice of 
a pàrticular objective time derivative can be interpreted 
as a constitutive assumption, it is presenteei a discus­
sion about the physical interpretation of these deriva­
tives and their possible relation with micromotions. 

The main features and possibilities of the theory 
are presenteei through examples concerning viscoelastic 
fluids. The study of flnids that may store elastic en­
ergy is interesting because some important phenomena, 
such as the the variability of viscosity with rate of shear 
and normal stress effects such as the die - swell and 
centripetal (or rod climbing) motion may be connected 
with the ability of the ftuid to store elastic energy tem­
porarily. To better understand the role of the objective 
time derivative in the theory, a simple shear flow of 
(generalized) Maxwell ftuids is studied. The analysis 
of this particular exaniple allows to verify that, dueto 
the dissipative behavior, in some non-newtonian fluids 
a flow may strongly depend on the initial conditions 
adopted for some of the independent variables. 

THE SECOND LAW OF THERMODYNAMICS 

Under suitable regularity assumptions it is possiblc 
to consider the following local version of the second 
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law of thcrmodynarnics: 

d = T · D- p(e-6ls ) + q · g 2': 0 (1) 

where ( ·) deno tes thc materi al time deriva tive of ( ) ; 
p is the mass density; T tlw Ca uchy stress tensor ; 
D ~ [gr adv + (g r adv) T1 the deformation rate ten­
sor ; c t hc internal encrgy per unit mass ; e th e absolute 
ternperature: s the tota l ent.ropy per uni t mass; q the 
heat flux vector and g = - gr ad (l og O) , logO s t anding for 
the logarithm of the absolute t emperature. d is the rate 
of energy dissipation per unit volume. Thc sccond law 
o[ thermodynamics makes a dis tintíon bctwcen poss i­
hl e processes (d 2': O) and irnpossible processes (d < 0). 
The possible processes may be reversible (th~Ç rate of en­
ergy dissipation d is always equal to zero) or not. The 
C'l ausius-Dühem inequa lity, an alternat ive local vcrsion 
of t he second law of t hermodyn amics , is obtained int ro­
ducing the definition of the Helmhol t?- free cnergy per 
unit ruass IJI (IJ! =- e - 11s ) in equa t ion (I) : 

d " T · D - p(W + sÕ) t- q .g 2': o (2) 

CO NSTlTL1TIVE THE ORY 

A general procedure to obtain a set of thermody­
na rnically admissible constitut ive equa tions for fluids 
tha t veri fy automatically the principie of objecti vity 
can he described by the following steps: 

1. l:<l:ee energy potentia l: To set up a cons ti tutive t he­
ory within the framework of the thermodyna mics of 
irreversíble processes, the present work consider fluids 
for which t he Helmhotz free energy IJ! can b e expressed 
as an isotropic and differenti able function of the ab­
solute t emperature O, o[ t he density p, of a measure 
of strain e (to be defincd in the nex t section) and of 
wathcver may b e relevant independent variables, which 
nmst be objective quan t ities. G enerally, thesc variables 
are used to model t he interference of the microstruc­
ture with the m acrostructure. For instance: a t ensorial 
variable related to t he írreversible par t of the fluid de­
form ation caused by different possible submacroscopic 
rn echanisms in molten metais and poly mers; a ~ensori al 

variable that takes into account the incompatibility be­
tween different slip systems in crystalline fluids; a sca lar 
variable related to the size and volume fr action of par­
ticl es in susp ensions; a scalar vari able rel a ted with t he 
proport ion of broken connections b etwecn structural 
units in a macromolecule; etc. 

A further discussion about the definition, choice 
and interpretation of these variables is perforrned in 
the nex t sec tions . Since, in thís theory, most of t he 
difficulti es with materia l objectivity appear when these 
aclditional variables are t ensorial quantities, only one 
abstract add itional second order symmetric t ensorial 
varia ble A is considered from now on in order to sim­
plify the presentation: 

IJ! = '!f; (p,e , A , O) (3) 
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2. ObjectivP time deríva tives: The concepts undPrlying 
thesP constitutíV<' Pqua tJons eannot lw presenteei with­
out regarei to the qucstion of whether tlwy satisfy t lw 
principie of material objPctívity. Sine<' tlw material 
tillr <' c!Privati ve of a 11 obj ect.i ve tPHsoria l quantity is not 
twcessa rily objective, it. is interc•st in g; to us<' so n1 e sp E>­
cial kind of t ime derivativ<' in ratp ty pP consti t.u ti v<' 
Pqna tions i11 ordPr t o assun• tlH' ohjPetivity (for a fnr­
t her di scnssion sec·, for ins taJH'P, Billington atJd Ta te li>! 
anel Truesdell and !\; oll !GI). 

A large nmuhn of definitio11S of oh ject.ivP time 
derivat ives can lH' found in tlw li teratur(' (J amuann. 
Trnesdcll, Cot ter-Rivling, f'tc. ). Thc• choicP of a parti c­
ul a r derívat iv<' is very import.an t and can i><· int c•rpret ed 
as a constitutive asswnption . ThP JHCS<'nt s tudy ts H'­

s tricted to a a parti cnlar famil y of <Í<'rivatíves: 

T =- 'i' 1 T(W - wR) - (W- wR)T 

À · Á I A(W - WR) - (W - WR )A 

e ~ I e(W - WR) - (W - WRk (·1) 

wlwre T, À , e a re objective time ct eriva t.i ves or tlw ob­
jective quanti t ies T . A , e. W 1 1yr ad v - (yr a dv) '~' ) 
is t he Spill tensor all(J WR ÍS a skeW-S,VIlllll<'trie S('C'Olld 
order t ensor. Tlw objective d('rivatives 'Í'. À and e ar<' 
equa l to the ma teri al derivat ivPs of T. A and e a:; t Iwy 

would appear to an observ (~ r in a frantP of rdN<'lln' 
a tt ached to the pa rticle and rotat.ing with it a t an a li­
guiar velo city equal to tlw instant aneow; vahw of the 
spin (W- WR). The spin wR t'<ill bc a:;soeia tcd t. o 
rm t:ro! .:J tions of the materia l s t rud.ure or subs tntd urc·. 
Neverteless, it is not a simple t as k t o givf' a con1pl(•te in­
terpretation of this additiona l spin based onmicrostntc­
tural consídera tion. Tbe tenn (W - WR) can be a:;­
socia ted to the indep endent move tuent of a unít vec to r 
n a tt ached to the ma teria l poiltt: Íl .. (W - WR) n 
and WR may be interpre ted as rela tive rot.ation of thP 
ma teri al structure or substructure with res p ect t.o t. tw 
eon t itmum. ln t his case, WR coincídl)S with t he con­
ccpt of rcl a tive s pin proposed hy Zbib a nel A ifant is in 
t he context of solid.mechanics !71 w hich is a gerwrali za­
tion of the plas tic spin ut.ilized by Dafa li as !HJ. I!J! . 

The detennination of the addit.iona l spin wR ca ll 

h e based 011 the ana lysis o f tlw int<•rf()J'! 'lJCe of tlw nJi­
cros tructure (micromovcment.s) wit h the macrostruc­
ture or on a phenomenological approach (which is th<' 
way adopted in this paper), presen t ing directly macro­
scopic cons ti tutive relations fo r wR. lf wR O, t.h(' 
derivat ives 'Í' , Á , € coincide, respectively. with ÜJe 
definition of the .Jaumarm derivative of T , A and e . 

From a phenomenoJogicaJ point of view , the spin WR 
should b e introduced in the tbeory to elimina te physi­
cally unrealis tie oscilla tions of t he vari a bles T , A aiJ(l 
e that may appea r if the Jaumann deri va t ive is consid­
ered . ln this phenomenological approach, th c-• rd at.ivc• 
spin is assumed to b e an obj ective fun ction of the dd'or­
mation r a te tensor D , of the cauchy s tress T aml also 
of A such that WR = O if D O. Hence, vn y gen­
eral expressions can be adopted for the ske w-sy mrllPt. ric 
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tensor WR.(T, D , A). ln general, for an adequate phe­
nomenological description of fluid behavior, in order to 
elimmatP the undesirablc oscillations induced by the 
Jaumann d erivatívc, it is sufficient to consider: 

WR. - - rJ(AD- DA) (5) 

with TJ being a constant. For the sake of simplicity, 
this expression for WR. is adopted in the exarnph\'3 pre­
sented in sections ,) and fi. 

The definition of the obj ective derivative e allows 
to propose a definition for the measure of deformation 
ê considcred in this paper- e is thc second order tensor 
such t.hat: 

e ·· D, V I (fi) 

As it is shown in scction fi, such definition of e is very 
useful in the modeling of elastic effects in sorne ftuid 
ftows. 

:1. Fourier Law: The main idea in this theory is to char­
act.enz<' a ftuid behavi01; through the frec energy IV anel 
the rate of energy dissipation d. Conscquently, consti­
tutive informations abont the pareei q- g of the rate 
of energy dissipation d must bc givcn. ln this theory 
these information are obtained through the following 
constit.ntivc relation betwcen q and g: 

q ·c k(O) g (7) 

whcre k is a positive scalar fnnction of O. Frorn the 
definition of g it comes that: 

A:(O) 
q c k(B) grad(logO) ' --

0
- gradO c -K(O) gradO 

(8) 
Equation (8) is a generalizcd version of the Fourier law 
with K being Lhe thermal conductivity. It can be re­
duced to th e usual Fourier law (!< = con stant) if small 
cleviations of temperature from a fixed 00 is assumecl . 

4. Rate of energy dissipation: The choice and interpre­
tation of the auxiliary variablc A may vary from onc 
problem to another. Ncvertheless, in the present the­
ory, such kincl of variable is supposed to be rcl ated with 
irreversible changes on the microstruct.ure and, con­
sequently, with dissipat ive m echanisms. This relation 
with dissipative mechanisms is introduced through the 

constitutive assumption that thc pareci ( T · D- p(~ -1 

sé )) of the rate of energy dissipation d can be expressed 

as a funct.ion dm o[ D and À such that dm(O, O) = O. 

T- D- f1(~ + sé) "' dm(D , À) ; dm(O , O) ' O (9) 

Hence, ( T · D- p(~ + sé)) = ( d- q · g) = dm(D , Á) 
is a pareci of the rate of energy dissipation relatecl only 
to mechaniea l effects since d 111 is supposed to be only a 
function of D and À. This assumption has an impor­
t.ant role in the theory. For instance, in any homoth­
ermal rigid body motion, the rate of cnergy dissipation 
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d may b e positive (d > O) only if À -f O, othcrwise, 
d ""' O. As a consequence, in this kind of rnotion , the 
only possible dissipative mechanisrn would be the rni­
croscopic changes rclated to the variable A. Besides, if 
the potential ·!j; is a function only of p anel ê , ali possible 
processes must be reversible. 

dm is supposed to have the following form for the 
fluids considered in this theory: 

8cp Ócp .. 
dm = - -D + -~ -A ao aA 

(10) 

where cp is a differentiable function of D and À such 
that cp (O , O) = O. Equation ( 10) irnplies that thc par­
eei of the rate of cnergy dissipation due to mechanic:al 

effects is the sum ,of two parts, the . first one ( -1#5 -D) 
related to the rate of energy dissipâtion due to viscous 

phenomena and the second one (H -À) rela ted to thc 

dissipation due to internal changes of the material. 
To understand the implications of thc choice of ex­

pression (lO), it is interesting to use the followin g local 
form for the rate of energy dissipation, obtained from 
equations (2) and (3) : 

d = T -D-p -p+- ·e + --A+-B+sB + q-g (
8'1/! . a'lj; . 8'1/J . f]'I/J • •) 

ap éJg aA ao 
(II) 

Using the sy mmetry of ê and A it is possible to verify 
that: 

à'ljJ . 8·1/J .. ' 
--A c= --A (12) 
aA àA 

lntroducing the balance of mass equation and equations 
(12) in (ll) , it then comes that: 

d = T- p- -+- p -1 - D ( 
8'1/! 2a'lj; ) 

8e 8p 

8·1/J .. 
P--A 

DA 

aw ­
-p-0 

ao psO + q · g 

Since drn is given by (10), then: 

d (D A) = d- q- g coe T- p- + p - 1 - D+ c ( 8'1/! 2 a'l/.1 ) 
m ' ae a·p 

And, consequ~ntly: 

( 

2 8'1/! 8'1/! 8 cp ) ( 01/J acp ) .. T + p -1-p--- -D- p-.---.. -A+ 
ap ae ao DA aA 

(
a · ) 

- p a~+ ps é= o ( 15) 

Equation ( 15) must hold in any possible process. Thus, 
it is possible to conclude that the following relat.ions 
must always hold: 

s = --
ao 

( 16.1) 
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B1/J Bc/J 
p-- - v= O 

BA BA 
( 16.2) 

2B1jJ B'ljJ Bc/J . 
T =- -p -l+p-+- 1ft1·D =j O 

Bp BE BD 
(!6.3)a 

B'ljJ Brp 
T = -P 1 + p- +- if trD = O 

BE BD 
(16.3)b 

Equations (16) are constitutive relations that result 
from the hypothesis adopted for the free energy III and 
the rate of energy dissipation d. The choice of the ex­
pression for the relative spin WR and aiso for the po­
tentials 1/J and <P characterize completely a given fluid in 
this theory. Equations (16) together with the Fourier 
law (8) , thcn form a complete set of objective constitu­
tive equations. 

( 16.1) is a classical expression found in many 
works, which is very good, at least, in the case of small 
variations of temperature frorn a fixed 00 . 

Equation (16.2) relates the objective time deriva­
tive of A with thc other independent variablcs. Similar 
exprcssions appear in sorne works concerned with solid 
rnechanics 121 anel are generally calleel complernentary 
equations. Nevertheless, these complementary cqua­
tions are directly postulateel and they are not obtaineel, 
like in thc present work, as consequences of hypothesis 
concerning the free energy and the rate of energy dissi­
pation. 

The stress tensor T and the others variables are 
related through equation (!6.3)a (compressible fluids) 
or equation (16.3)b (incornpresible fluíeis). The term 

(p ~~) is the elastic o r reversible part of T and ( lt5) 
the irreversible part of T which is relateel to viscous 

phenpmena. The term (p2 ~) is the thermodynamic 

pressure. P is a multiplier of the incompressibility con­
straint tr D = O. P is an unknown quantity to be deter­
mined from the prohlem formed by the balance equa­
tions, the constitutive equations and a suitable set of 
houndary and initial conditions. 

Equation ( 14) shows that , in order to have d 2: O, 
the following condition is necessary: 

Brp Brp v 

- · D + - v • A > -q · g 
BD BA -

Since the Fourier law is assumed to be valid for 
this dass of materiais, the pareei of the.dissipation rate 
due to thcrmal effects is always non-negative ( q · g = 

f(g · g 2: 0). This fact leads to the classical heat con­
duction inequality ( -q · gradO 2: O) since the absolutc 
t.emperature O is a positive quantity. Hence, the pareei 
of the dissipation rate due to mechanical effects is not 
necessarily non-negativc, exept for homothermal pro­
cesses (gradO = 0). However, in the present theory, the 
following constitutive assumption for the potential rp is 
takcn into account: 

Bc/J âc/J v v 

- · D + - v ·A > O V (D A) (17) 
BD BA - ' 

For any particular set of constitutive equations ob­
tained wi thin this context, if condition ( 17) is verified, 
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the second law incquality is autornatically satisfied in 
any process, regardless the externa) aetions, the bound­
ary conditions and also the initial conditions. lt is irn­
portant to remark that the potentials 1}1 and c/J do not 
need to be a convex fuctions. The convexity of c/J is only 
a sufficient condition in prder to verify (17) . 

VISCOELASTIC FLUIDS 

ln this theory, the so-called viscoelastic fluids have 
the following basic features: 

(i) 1}J is, at least, a function of p, s , O and the free 
energy potential has the following particular form : 

1/J(p, E, A, 8) = 'lj! ,.,.(p, E, A) I l/1r,(B) 

1 ' 
1/Jm(P, E, A) = -1/1rn(E, A) ( 18) 

p 

where 1f;m is a differcntiable function of (s, A). 

(ii) The potencial 1> is a differentiable iso tropic full<:­

tion of D and Á; This potential cannot be ideuti­
cally equal to zero: rp ~ O. 

From equation (16) it comes that: 

T =- , -Pl + 8'1/Jm + Bq, 
BE /JD 

/J ·~'rn_D~ , o (19) 
DA aA 

( 1t) is the elastic or reversible pareei of the 

stress tensor T . (fi!) is thc viscous part of T . This 

general class of constitutive cquations may be used to 
modcl the m acroscopic behavior of macromolecular ftn­
ids (molten plastics, some lubricating oil and paints. 
etc. ). 

An example of a viscoclastic ftuids is 'the so-called 
Generalized Maxwell's fluid which is dcfined as follows: 

Generalized Maxwell Huid: 

BesidPB the variable E, th e potential 1/•m for such 
kind of ftuid kind is a function of a symrnetric second 
order internal variable A called thc anelastic or irre­
versible strain tensor. 

, 1 -- I v 

1/Jm(E, A) cc= ;z>-(E-A)·(E-A) ; c/J( A) ~ 2~>:Á A (.? 0) 

with K > O and >. > O. 
Frorn (19) and (20) it follows that: 

T = -Plt->.(E-A) ; >.(E-A) ;;A ('21) 

And, defining TP = T + Pl, it is posible to conclude 
that: 

p p " 
T = >.(E- A) ~ T '• ~>:A (22) 

Hence, deriving the first identity i11 (22) and combining 
with the second one it is possiblc to obtain the following 
rclation: 

D = € = ), I fP -+ 1>: - I Tp (2:n 



Equation (23) is one possible generalized version of the 
classical Maxwell viscoelastic model in small strains. 
The importance of the choice of the objective deriva­
tive, the role of the initial conditions for the variable A 
and other features of this model can be seen through 
a very simple example - a shear flow - which is usually 
defined by: 

(24) 

with v 1 , v2 , v:l being the cartesian coordinates of the 
velocity v and 1 the shear strain. 

ln this case, taking WR given by (5), it can be 

shown that relations TR '= KA, and e = D are equiva­
lent to: 

( l) ,p 
- 712 
K 

Étt -21[l-2r/A11]EJ2 0 

Ét2121[l-2r/An]sn 1 

and ( 42) is equivalent to: 

(25.1) 

(25.2) 

(25.3) 

(26.1) 

(26.2) 

\26 .3) 

(27.1) 

(27.2) 

(27.3) 

If 1) ~c 0 then WR = 0 (the Jaumann derivative). ln 
this case the components of T, A and E: can be com­
puted analytically. For instance, taking the initial con­
ditions A(t = O) = E:(t O) TU ~ O) = O the 
following expressions are obtained: 

l 1 
s12(t) = 2sen(21t); sn(t) = 

2
(1- cos(21t)) 

TJ2(t) ~C le-(~)t((-~)cos(21t) t21sin(21t)) + (~)] 

1>.. c CC -,---'---c--~ 
4"1 2 I (>../ K )

2 

Similarly as in the case of a rigid-viscoplastic fluid, the 
choice of the Jaumann derivative can lead to undesir­
able oscillations. The use of positive values for TJ can 
atermat(~ and even eliminate such kind of oscillations. 
To illustrate the implications of the use of the relative 
spin (ri i 0), the system of non-linear ordinary differ­
ential equations formed by (25 ), (26) and (27) is solved 
numerically for T) = L The initial value problem can 
be put into a dimcnsionless form. ln thc process, only 
one dimensionless parameter n- [>../(1k)] accounts for 
the material properties. Figure l shows the evolution of 
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the stress components T{;_ = T12 and Tt{ taking TJ 

and a= L lt can be verified that >.. is a lirnit value for 
the shear comp onent '1'12- A fter t = 1 1r, the normal 
stress difference (T11 - T22) = 2T[; is zero because the 
elastic part of strain (sn- An) is zero. The evolution 
of the components of A and E: is depicted in Figures 
2 and 3. lt is important to remark that even in this 
simple problem, dueto the dissipative behavior of such 
kind of fluid, the study of the flow depends strongly on 
the initial conditions adopted for A. 

CONCLUDING REMARKS 

The procedure to obtain constitutive relations that 
verify automatically the principie of material objectiv­
ity and the second law of thermodynamics proposed i11 
this paper can be an useful too! in the modeling of non­
newtonian fluids. lt allows a gcneralization of dassi­
cal rheological models (Jeffreys, Maxwell, Oldroyd, etc. 
[4], [12], [131) by including microstructural effects. The 
interference of the microstructure with the macrostruc­
ture can be achieved not only by the choice of tJw po­
tentials 1j;, rjJ and its arguments but also by the choin· 
of the re]ative spin WR_ 

lt is important to enfasize the phenomenological 
approach of the present work. lt is not its goal to give 
an interpretation completely based on rnicrostructnral 
consideration of the auxiliary variable A· and of Uw 
relative spin tensor. Su.ch kind of definition is a very 
complex task not yet fully developed even in solid rne­
chanics, where such kind of approach has b(~en used for 
many years. 

Additional couplings between non-linear physical 
mechanisms (such as between the strain-hardening or 
the strain-softening and the anelastic strain rate), can 
be described through the introduction of other auxil­
iary variables in the problem. Such kind of procedun· 
has been used in solid mechanics and mixture theories 
with very good 'results ([14], [15]). 

Temperature plays an important role in complex 
flows of non-newtonian fluids in many industrial appli­
cations, such as injection molding of polymers. Tlw 
proposed theory allows an adequate rnodding anel a 
simple interpretation of thermomechanical couplings 
when dissipative mechanisms related to changes on the 
material structure or substructure must also be taken 
into account. lnteresting works can be made by an­
alyzing the dependence of the potentials 1}; and q, on 
the temperature and the resulting thermomechanical 
couplings simmilarly as it was done in [16] for solid ma­
teriais. 
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SUMMARY 

1!trbulent annular ftow is impor·tant in lhe rotary drilling process whe1·e th e non-Newtonian 
drilling ftuid (mud} passes between the dr·ill shaft and the well casing to 1·emove cuttings and fr iction­
generated heat and assist.s th e dr·i/l to penetmte. Th e present inves tigation considers th e problem of 
p1·edicting fully-d eveloped turbulent flow.s in pipes and annuli of inelastic shear-thinning fluids. The 
power-law model is adopted as the co11stitutivc equation foi · the jluids of intaest. A low-Reynolds 
number form of the k -e turbulence model is used for the non-Newtonian fluid co mputations and 
produces good agr·eement with the (IVailable expe,·im ental data. 

INTRODUCTION 

Historically, engineers have had consirlcrablc difficulty 
estimating frictional pressure gradients for turbulent flow 
of drilling fluids. Although severa! calculation procerlures 
havc been presented in the literat.ure, most of thesc have 
been obtained in laboratory apparatus in which lengths and 
diameters are much smaller than the well systems of practical 
interest. Furthermore, the knowledge of local f!ow patterns 
and turbulence quantities a re only available for Newtonian 
flows. Thus the idea of using computational fluid dynamics 
( CFD) methodology for the prediction of the f!ow field as a 
whole appears an attractive option. 

Although many of the drilling fluid s ex hibit both elastic 
and viscous behaviours , attention will he confined to those 
fluids for which elasticity is negligibly sma ll, namely, 'purely 
viscous fluids' . 

The study of full y-developed turbulent flow in circu­
lar pipes of these fluids dates back to 1950's . lnitially, the 
work was concerned only with pressure drop rneasurcments 
and correlations of the data obtained (sce, for instance, Mct­
zner and Reed, 1955, and Dodge and Metzne1·, 1959) . Sub­
sequently, Bague and Metzner ( 1963) obtained Pitot tube 
rneasurements of fully-develop ed mean velocity profilcs for 
the turbulent flow of Carbopol solutions of diffen~nt. concen­
trations. 

ln addition to the experimental investigations, there are 
the predictions of flow field s using computational fluid dy­
nami cs (CFD) techniques dueto Politis (1989), and Collins 
( 1990), who lookecl at the problems of predicting turbulent 
flows of inelas tic shear-thinning fluids in pipes. ln thcir 
work, the wall-function approach used in the study of Newto­
nian flows were modified to account for the wall-approximate 
effect in the near-Wé\ll region, while t.he mean value of the 
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shear stress was related with the mean value of thc rate 
of dissipation of turlmlent kinetic energy. However, their 
method requires adjustment of a model coefficient whenever 
n is changed. 

Thc problem of describing fully developed turbulent 
flows through concentric annuli has been the subj ect of many 
investigations. Nevertheless, it is quite surprising that there 
is no general agreernent on the precise dependence of basic 
qua ntities such as the pressure drop coefficient and the mean 
velocity profiles on radius ratio ( = R1 I R2), R1 and R2 being 
t.he inner and outer radius, respectively. 

The friction factor results of Brighton and Jones (1964) 
are about. 1 to 10 percent higher than pipe flow values, hav­
ing no detectable dependence on the radius ratio . 

Lawn and Elliott (1972) presented results in annuli of 
three different radius ratio. For the smallest radius ratio 
R!/ R2 = 0.088, their values are about 8.5 percent above that 
of pipe flows, and for the radius ratios of both R1 I R2 = 0.176 
and R1 I R2 = 0.396 , their experimental results are about 5 
percent above the pipe flow values, indicating a decrease in 
the pressure drop coeffici ent with increasing radius ratio. 

Rehme (1974) contradicts Lawn and Elliott 's conclu­
sions by introducing very detailed and precise measurements 
in annuli of radius ratios R1 I R2 = 0.02, 0.04 and 0.1 , re­
spectively. For a Reynolds number Re ~ 105 and a raclius 
ratio R1 I R2 = 0.02, the experimental data of Rehme coin­
cide wi th pipe flow values; for Rt I R2 = 0.04 they are about 
1.1 percent higher and for Rt I R2 = 0.1 about 4 percent 
higher than thc pipe flow values. Rehme's results indicate 
an increase on the pressure drop coefficients with increasing 
radius ratio. 

lt should be noticed, however, that the previous discus­
sion on fully developed turbulent f!ow s through concentric 
annuli concerns Newtonian fluíeis . Experimental data for 
inclastic non-Newtonian fluids are not yet available. 
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THEORETICAL BACKGROUND 

First, for the ftuids of interest , it is assumed that the 
viscosity is a scalar which depends only on the ra te of shear 
tensor (eg. Bird et ai., 1987), and the shear stress tensor , in 
Cartesian tensor notation, reads: 

Tij = 1-1( 1r1, rrz , 1r3 )'Yi1 (1) 

Here Ti1 is the shear stress tensor, 'Yij stands for the the rate 

of shear (=: ~ + ~'"1 ), and 11 is the viscosity, which may vx1 vX 1 

vary in space and time. 1r1 , 1r2 and 1r3 are t.he first, second 
and third invariants of 'Yi1 and are defined as: 

{ 

rr 1 = tr 'Yi1 = 'Yi• 
1r2 = tr .Y[1 = 'Yi j'Y1 i 

1r3 = tr 171 = .Y;1 'Y1 k'Yki 

(2) 

For an incompressible ftuid 1r1 = ~u, =0. For viscometric 
ftows, ie. unidirectional shear flows f~r which the shear rate 
is independent of time for a given particle, 1r3 turns out also 
to be zero. Slattery and Bird (1961), and Bird et al. (1987) , 
argue that omitting 1r3 for non-viscometric flows is not a 
serious restriction . Accordingly Eq. (1) reduces to: 

Ti1 = tJ(rrz)'Yi1 (3) 

lt can be readily seen that when J.L is a constant , 
the above equation describes a Newtonian fluid. For non­
Newtonian shear-thinning fluids 11 is a decreasing hmction 
of the second invariant 1r2, and for shear-thickening fluids it 
is an increasing function of 1r2 (Bird et ai., 1987). 

A number of proposals for the forms of p(rr2) or ~J('Y) 
have appeared in the literat ure, varying in complexity de­
pending on the range of the molecular viscosity-shear rate 
curve that they reproduce and the accuracy with which they 
do so. Among these suggested models, the mos t well-known 
and widely adopted empiricism in many engineering flow 
problems, and commonly used in the petroleum industry is 
a simple two-parameter expression, proposed independently 
by Ost wald (1925) and de Waele (1923) , which is known 
also as the ' power-law ' model: 

J.L=K.Yn-1 (4) 

here .Y (=: J~'YiJ= .Y;1 ) is the magnitude of the rate of shear 
tensor 1;1 , the dimensional parameter J( [N snm - z] is called 
the ftuid consistency, and the dimensionless quantity n is the 
power-law index. 

An important experimental-based analysis of the tur­
bulent flow of non-Newtonian fluids was made by Metzner 
and Reed (1955)~ ·who introduced a generalised Reynolds 
number for power~law ftuids , Re1 which is so defined that the 
analytical solution for the laminar friction factor f equals to 
16/ Re1 

- in agreement with the Newtonian flow result . The 
definition is: 

U2-nDn 
Rei = P b . ___ 1 

J( 8n-1 et~n )n 
(5) 

where Ub is the average mean velocity and D t.he pipe elia­
meter . 

Later , Dodge anel Metzner (1959) proeluced a turbulent 
friction factor correlation for power-law fluids: 

{f - 4.0 I (R I!~) 0.4 --- og e 2 ·--
no~s n1 .2 

(6) 
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Governing Equations. The instantaneous equations for 
mass anel momentum conservation can be derived using the 
methods of continuum rnechanics or from kinetic theory. Un­
fortunately, the instantaneous equations are not tractable 
analytically for the turbulent flow conditions , anel the direct 
numerical simulation procedures anel computing resources 
are well beyond the needs of applicability in engineering 
problems . The most common approach is to use the statist­
ical averaging devised by Reynolds ( 1895) anel decompose 
an instantaneous quantity f as the sum of the mean f anel 
the fluctuation J' from the mcan , see, for instance, Hinze 
(1975). 

ln the prescnt theoretical study we consider steady­
state flow of a homogeneous fluid of constant density. Using 
Cartesian tensor notat ion anel applying the decomposition 
into the equations which express conservation of mass anel 
momentum , anel time ave1·aging yields: 

anel, 

au; = 0 
ax , 

_au; ap a 
pu J -- = - -- (-+ ::-:1:'7\ axJ axi - axJ T,J pU,Uj) 

(7) 

(8) 

The above equation sct determines the mean velocity 
anel pressure fields, but the appearance of r; 1 anel u; u; leaves 
the system of equations tmclosed. Representations of r,1 anel 
u;u; as functions of mean veloci ty values or their spatial 
gradients must therefore be supplied. 

Modelling of Ti). The decomposition of the instantan­
eous deviatoric stress tensor, Eq . (3), and time averaging 
g1ves: 

TiJ = -(j] 'YiJ + !J 1 .Y:1 ) (9) 

Clearly, to model the mean viscous shear str ess r,1 is to 
mo ele! j] anel iJ1 ..Y;,. Since viscous effects are expected to 
prevail only in the near-wall vi scosity-influenced sublayer, 
in which turbulent fluctu a tions are negligible , it can be as­
sumed that J.L 1..Y;, is much smaller than 'ihi1 and may hence 
be neglected . ln the tmbulent core region, the modelling of 
Ti 1 is irrelevant (at least insofa r as the mean velocity fielel is 
concerneel) , because turbulent effects dominate there . Ac­
cordingly, Eq . (9 ) reduces to : 

r, , = -p .y,J { 1 O) 

ln analogy to Poli tis' ( 1989) linearisation of Ti; , the 
m olecular viscosity is rewritten as: 

( ) (- I) -) I a,j I o 12) 
iJ I = J.L I+ I = IJ(/ + I a, 'Y + (I + .. · (11) 

After t ime averaging Eq. ( 11 ), neglecting high ordr: 
terms and using the power-law constitutive Eq . (4), we ob-
tain: 

li= g 'f'•-1 (1 2) 

anel accordingly, 

- } -~-1 
T, J =- \I / i] (13) 

The above equation indica tes that the mea n value of 
molecul ar viscosity is obta ined from the power-law Eq. ( 4) 
by replacing instantaneous shear ra tes with t.heir mean val­
ues. 

~ 
-I: 



The above effort of modelling the mean molecular stress 
T,1 has been directed only at the near-wall region. The jus­
tification for this, as stated by others (Bague and Metzner, 
1963; and Edwards and Smith, 1980) is that the only region 
of the ftow in which viscous forces dominate is near the wall. 

Modelling of u;u~. For the purposes of the present 

study, ie. turbulence modelling of inelastic non-Newtonian 
ftuids, it is expected that in the inertial core region, where the 
Reynolds stress rather than the viscous stress determines t.he 
ftow, the rheological properties of the ftuid will not affect the 
turbulence, as confirmed by the experimental data. Further, 
the fact that the measured velocity profiles in 'law of t.he 
wall' coordinates run parallel with that of Newtonian flow 
suggests t.hat the turbulent length scales are not changed 
due to rheological effects. Therefore, t.he sarne approach in 
modelling u;u~ in this region as that employ~d in the case 
of Newtonian ftuid ftow can be adopted. 

ln the near-wall viscosity-inftuenced region, however, 
the non-Newtonian features of the ftuid will determine the 
viscous forces and hence the way in which t.urbule11ce is 
damped out. Accordingly, it is necessary to assemble a low­
Rey-nolds number form of turbulence model which is cap­
able of accotmting for the turbulence processes in the fully­
turbulent region as well as the int.eraction bet.ween turb~­
lence a11d no11-Newto11ia11 effect i11 the viscous sublayer. We 
do this 011 the basis of available models established for New­
tonian ftows, to which modificat.ions due to non-Newto11ian 
effects are made which are effective only in the near-wall 
layer. Moreover, it is e11sured that t.he model still applies in 
the limiting case of Newtonia11 ftuid ftow ( n = 1 ). 

Prelimi11ary numerical calculatio11s for the turbulent 
pipe ftows of i11elastic non-Newtonian ftuids, performed us­
ing the low-Rey11olds number k- E models versions of Jones 
and La1mder ( 1972), and Yang and Shih ( 1993); and the 
k- w model of Wilcox ( 1992), indicated that while the res­
ults are qualitatively in line with experimental data, the k -E 

variant of Jo11es and Launder (1972) produces best overall 
predictio11s. lt was therefore adopted in the present study. 

The k- E model of Jones and Launder {1972) is based 
011 the eddy viscosity hypothesis, where the Reynolds stress 
tensor takes t.he following form: 

-:77 -;-- 2 k < - u u = llti•J - - ·u,1 
' J 3 

(14) 

Here 8,1 is the Kronecker delta and k is the turbulence kinetic 
e11ergy per unit mass. The proportionality parameter u, is 
the eddy or turbulent kinematic viscosity, whieh is not a 
property of the ftuid but a characteristic of the ftow. lt is 
obtai11ed from: 

(15) 

Here the quantity 'i(:= E- 2v(a,fkjax1 )2
), takes the value 

zero at the wall while it differs negligibly from the rate of 
dissipation of t.he turbulence kinetic energy E, in the fully 
turbulent region. Exact transport equations can be derived 
for both k and 'i but they require clos~re by replacing un­
known correlations by approximate modelling. 

Jones and Law1der provide t.he followi11g modelled 
forms of the transport equations for k and €': 

ak 
u)-a 

XJ 

-,--au; a [ ( u, ) ak ] 
lltliJ -a. + -a . v+ - -a . . 

X 1 XJ ak X 1 
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- E+2v --[- _ (ak112) 2] 
ax1 

(16) 

[( v,) az J v+--
a, ax) 

(17) 

ln the above the quantities fi', !J and h are functions of the 
local turbulent Reynolds number Re, (:= k2 jivw), which 
equals zero at the wall and is progressively larger as one 
moves away from the wall: 

fi' exp [ (1 + -~~~/SO)] 
fi 1.0 

h 1
- 1.0- 0.3exp( -Re:) 

(18) 

(19) 

(20) 

The quantities C~', C1, C2, ak, anda, are empirical coeffi­
cients, whose values are tabulated below: 

PIPE FLOW RESUL1'S 

The above equations were solved numerically by the 
fi11ite volume method using the self-filtered central differen­
cing scheme of Ziman ( 1990). Ali results were tested for 
mesh independence ( with a recommended v alue of at least 
120 points). 

ln Figure 1, the frictio11 factor f is plotted against the 
generalised Reynolds number Re', where the solid !ines and 
dashed !ines indicate the numerical predictions and the mean 
curves through the experimental data of Dodge and Metzner 
(1959) respectively. Evidently the current model succeeds in 
capturing the variations of f with Re' for both Newtonian 
and non-Newtonian ftuid ftows. The maximum departure 
of the predicted values from the measured o11es occurs at 
high values of Re' for n = 0.6 and n = 0.8 and is about 
6%. Considering the fact that the scatter of the data is typ­
ically around this levei, the predictions can be regarded as 
generally satisfactory. 

lt is clear that, when plotted i11 these coordinates the f 
values for the non-Newtonian ftuids are progressively lower 
than those for the Newtonian carrier ftuid at the sarne Re' , r 
as the value of the power-law index n is reduced. ln prac-
tice, such a f - Re' correlation would serve convenie11tly as a 
design chart: for it shows that for a certain value of n, the 
dependence of f on Re' is unique, irrespective of the dia­
meter, as required by scali11g theory and also as confirmed 
here by the present 11umerical predictions. 

It should be appreciated that it is not easy to draw any 
direct conclusions from Figure 1 as to whether greater or 
smaller pressure drop is required to maintain the sarne mass 
ftow rate for a non-Newtonia11 solution as that for its pure 
solvent in the same pipe. This is so because Re' depeneis on 
the viscosity, which changes with n. The effect is more read­
ily perceived by recasti11g the f-Re' correlations of Figure 
1 i11to f-Ub variatio11s for a fixed pipe diameter. This has 
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Figure 1: Variation of fri ction factor with Reynolds 
number for turbulent pipe flows. 

been clone in Figme 2, which relates to a 1-inch pipe and 
both highly and mildly non-Newtonian solutions, as well as 
those for the pure solvcnt, water. 
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Figure 2: Variations of friction factor with bulk velocity 
for turbulent pipe flows. 

From this figure it is clear that for the range of flows 
investigated the Carbopol solutions do not demonstrate drag 
reduction, confirming previous experimental results (Kostic, 
1994). 

ANNULAR FLOW RESULTS 

To reveal the dependence of the friction factor on n 
and Re' for the turbulent concentric annular flows , a new 
definition for the generalised Reynolds number must be in­
troduced : 

u2-n Dn 1 
1 p b h · -----

Re = I< sn-i ( .ill..!!. )n 
4n 

(21) 

Here Dh is the hydraulic diameter ( =: D2- Di) , with D1 and 
D2 the inside and outside diameter of annulus, respectively. 

Figure 3 shows the predicted dependence of the friction 
factor f on Re' , n and RI/ R2. The solid !ines and the sym­
bols represent the numerical predictions for fully developed 
turbulent pipe and concentric annular flows , respectively. lt 
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Figure 3: Variation of friction factor with Reynolds 
number for turbulent annular flows . 

is clear that for the annula r cases the f values for Newtonian 
fluids are higher than those for pipe flows. For a Reynolds 
number Re' = 3, 000 and for both radius ratios, the fri ction 
factor is 5.5 percent higher than the pipe flow value. For 
Re' = 105 and Ri/ R2 = 0.5 , f is 3.4 percent higher and 
when Ri/ R2 = 0. 1 is 2.0 percent higher than the pipe flow 
value. The present numerical calculations therefore confirm 
the experimental results of Rehme ( 197 4) and the idea that 
an increase in the radius ratio increases the pressure drop 
coefficient. For the non-Newtonian fluids , the predicted val­
ues show the sarne dependence of f on R 1/ R2 . However , 
while the annular-geometry pressure drop coefficients are 
higher than the pipe flow values for n = 0.8, they are lower 
for n = 0.6 and 0.4. 

CONCLUSIONS 

A computational study of the fully-developed turbu­
lent pipe flow of time-independent non-Newtonian ftuids has 
been conducted using CFD methodology. The low-Reynolds 
number k- E turbulence model of Jones and Launder ( 1972) 
previously derived for Newtonian fluid ftows has been adap­
ted to a generalised form that can also be applied in pre­
dicting purely-viscous non-Newtonian fluid ftows . On the 
basis of calculations performed with this model and analysis 
of experimental data , it is concluded that : 

• The modifica tions to the model introduced in the pre­
sent study satisfactorily capture the fri ction factor vari­
ations obtained experimentally for non-Newtonian fluid 
in pipes. The good agreement between the predicted 
values and the corresponding data suggests that one 
may use CFD methodology to predict for the first time 
such features of the flow. 

• The superiority of the present analytical approach over 
the previous ones lies in the fac t that no .additional 
model constants are required to account specifically the 
non-Newtonian behaviour of the ftuid. Furthermore, no 
geometry-related parameters are involved in the model. 

• Fina lly, it is pointed out that although the present 
procedure has been established on the basi s of test­
ing simple one-dimensional pipe and concentric annu­
lar flows, the tensor form in which it is presented is a 



generalised one that does not hold any mathematical 
problem in applying it to predict other complex multi­
dimensional ftows. The experimental data of such ftows, 
however, are not yct available. Thc acquiring of such 
data seems necessary in the future in arder that the 
physical validity of the present model can be tested. 

• ln general the pressure drop of a shear-thinning ftuid 
will, at a given ftow rate, tend to be higher than that 
of the pure solvent. There is no 'drag reduction' effect, 
as is somet.imes erroneously interpreted. 
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RESUMO 

É simulada numericamente a operação de um coletor solar com acumulação de calor. São resolvidos em 
forma acoplada os problemas hidrodinâmico e térmico nos seus canais e o problema térmico em sua massa 
armazenadora de calor. Aplica-se o método dos volumes finitos, com uma metodologia para escoamentos a 
qualquer velocidade na simulação do escoamento nos canais. A complexidade geométrica do problema é 
tratada empregando um sistema de coordenadas generalizadas e a técnica de multiblocos. São resolvidos e 
analisados 2 casos onde o coletor-acumulador opera calefacionando o ambiente interno do prédio. 

INTRODUCÃO 

O prédio do Laboratório de Energia Solar da UFRGS, ao 
mesmo tempo em que abriga as atividades de seus 
pesquisadores, também constitui-se ele mesmo num protótipo de 
testes e desenvolvimento de soluções visando o conforto térmico 
de ambientes. Porto Alegre localiza-se a 30° de latitude sul, com 
invernos rigorosos para os padrões brasileiros e verões quentes e 
úmidos. Sendo assim, este prédio é alongado no sentido leste­
oeste, expondo uma grande fachada ao norte onde recebe 
radiação solar de modo direto e indireto. Sua fachada sul não 
possui janelas e, da mesma forma que as fachadas leste e oeste, 
possui paredes duplas. As áreas relativamente pequenas das 
fachadas leste e oeste minimizam o ganho de radiação solar nas 
manhãs e tardes de verão. A cobertura possui isolamento 
térmico, ventilação e cor clara. 

O coletor solar acumulador, objeto deste trabalho, está 
colocado na fachada norte do prédio, conforme mostrado na 
figura 1. Este coletor emprega o ar como fluido de trabalho, que 
é aquecido e canalizado para o interior do prédio durante o 
inverno. No verão o ar quente é dirigido ao seu exterior por uma 
chaminé, causando um ingresso de ar proveniente de um 
ambiente externo sombreado, através de túneis sob a fachada sul 
do prédio. A massa armazenadora de calor é construída em 
concreto ciclópico com a forma aproximada de um triângulo, 
como mostra a figura I (Vielmo, 1981). Também nesta figura 
pode-se observar os canais formados entre a massa 
armazenadora e a cobertura de vidro do coletor, contrapiso e 
painel traseiro. Neste painel, isolado termicamente, encontram-se 
os "dampers" de entrada e saída do ar no coletor. 

MODELO FÍSICO 

No presente trabalho a condição simulada é a de calefação 
ao longo do inverno. Desta forma o ar a ser aquecido é insuflado 
com uma ,velocidade de 0,03 m/s, temperatura de 18 °C, de 
forma permanente, por baixo com um ângulo de 20° em relação à 
horizontal, dividindo-se entre os canais que circundam a massa 
armazenadora. Nesta primeira abordagem é resolvido portanto o 
regime permanente deste sistema, embora a massa armazenadora 
somente cumpra a sua função quando o regime é transiente. É 
prescrito um escoamento forçado na entrada dos canais, mas 
mesmo assim os termos de empuxo estão presentes nas equações 
governantes, possibilitando simulações futuras de casos onde 
somente existe convecção natural. 
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Considerando que a altura máxima do coletor é 1, 7 m 
enquanto seu comprimento é de 15,3 m, com extremidades 
isoladas, e que o escoamento não possui nenhuma componente 
perpendicular ao plano do corte mostrado na figura 1, tanto o 
problema térmico como o de escoamento são tratados em forma 
bidimensional. O ganho de radiação solar pelo coletor é 
aproximado a partir da observação direta do coletor em 
operação, prescrevendo-se as temperaturas na superflcie 
absorvedora e na cobertura. 

As propriedades tlsicas, com exceção da densidade do ar nos 
canais, são consideradas constantes. 

Figura I -Fachada norte do prédio com o coletor solar 
acumulador de calor 
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EQUAÇÕES GOVERNANTES 

As equações governantes para os problemas térmico e de 
escoamento nos canais, e térmico no sólido, podem ser escritas 
de forma genérica, para uma variável escalar ~ como 

a a a , 
-(p;) +-(pu;)+-( ,ov;) = p + 
à a: ry 

r' ;(:)+r' ;[:J+s' 
(I) 

Para a equação da conservação da massa (J = I; r' =O e 

S; =O . Para a equação da conservação da .quantidade de 

movimento , = u, v ; r' = J.l ; p; abriga o termo de pressão e 

S; representa o empuxo e demais termos viscosos. Para a 

equação da energia ql = T ; r; = k I c P e s' abriga os termos 

de dissipação viscosa e demais termos fontes. 

MEJODOLOGlA NUMÉRICA 

Os métodos de solução das equações governantes são voltados 
para escoamentos compressíveis (Anderson et ai., 1984) e 
incompressíveis. Considere-se wn escoamento onde devem ser 
resolvidas as equações da conservação da massa, da quantidade de 
movimento e da energia. As incógnitas são pressão, temperatura, 
massa especifica e as componentes do vetor velocidade. Se for 
empregada wna metodologia segregada do processo de solução é 
necessário que cada incógnita tenha a sua equação evolutiva. 

Se a massa especifica não varia significativamente com a 
pressão, o desafio é determinar wn campo de pressões que, quando 
inserido nas equações do movimento, origine wn campo de 
velocidades que satisfaça a equação de conservação da massa. A 
equação da energia é utilizada para o cálculo da temperatura e as 
equações da quantidade de movimento para o cálculo das 
componentes do vetor velocidade. 

Torna-se necessário tratar o acoplamento pressão-velocidades 
uma vez que o sistema é resolvido segregadamente. Então substitui­
se as velocidades como wna função da pressão na equação da 
conservação da massa, obtendo a eq~Ulção para a pressão. Esta 
formulação é denominada de formulação inCO(Tipressível (Patankar, 
1981 ). A classe de problemas mais frequente que usa esta 
formulação é a dos problemas de transferência de calor com 
escoamentos a baixa velocidade. 

A Eq. (l) é transformada para o sistema generalizado de 
coordenadas a fim de conferir maior flexibilidade e genéralidade ao 
modelo nwnérico (Maliska, 1995). A transformação é feita do plano 
tisico (x,y,t) para o plano transfonnado (Ç.Tl,t). A equação 
transformada obtida pode ser escrita como (Maliska e ~:lva, 1989) 

1 ô a a P; s' 
--(M)+-(pU;)+-(pV(J)+-=-
Jâ ~ ~ J J 

+.!_{r' f a ôrP - p ôrP )} (2) a~ J~ ô~ ~ 

+ ~ {r' ~r : - P Z)} 
onde (a. P . r ) são as métricas da transformação de coordenadas. 

As componentes contravariantes do vetor velocidade U, V são 
escritas, como por exemplo (veja a figura 2) 
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U = uy, -vx, 

V= vx; - uy; 
(3) 

Na Eq. (2) u e v são as componentes cartesianas do vetor 
velocidade. Mais detalhes sobre a transformação de coordenadas são 
encontrados em De Bortoli ( 1990). 

Integra-se a Eq. (2) no volwne e no tempo baseado no arranjo 
co-localizado com variáveis {u, v} armazenadas nos centros do 
volwne de controle, conforme mostra a figura 2. 

onde 

Mpqíp -M~tP~+M.;. -M.;. +M.;. -M.;. = 
eY'e w'Yw n'Yn s'f's !!.t 

(Dt o; +I>]. o;) -(Dt o; +I>]. o;) + 
a.; ar, e a.; ar, w 

( l>]: + D4: )n -( l>J ~ + D4 z ), -
!!.V [ ]!!.V L[r;]-:~+ L s; 7 

Mp =(pL\;)P 

Me =(pU6'1)e 

Dt = r;a/Õ'7 

l>J = r'rJ!!.Ç 

\ 

I 

"-...."'-, , \ 
....... : 

'h , 
\ 

I 
·..._ 

'\ 

11 

Figura 2 - Arranjo co-localizado das variáveis na malha 

e {e, w, n, s} representam as faces do volwne de controle. Os outros 

coeficientes são escritos de forma semelhante. O termo L[ p; ] é a 

aproximação de p; , e o superescrito "0
" indica que as variáveis são 

; 

l 
t 
~ 



avaliadas no instante t, enquanto que as outras variáveis são 
avaliadas no instante (t + ót) caracterizando uma fonnulação 
impllcita. 

Os valores de ~ nas fàces do volume de controle podem ser 
obtidos através do esquema "WUDS" (Raithby and Torrence, 1974), 
como por exemplo para a face leste do volume de controle 

(4) 

Nesta expressão observa-se que o primeiro tenno contém a 
infonnação da propriedade do ponto imediatamente anterior a fàce e 
o segundo tenno para o ponto imediatamente posterior a face do 
volume de controle. 

Como trabalha-se com as equações de Navier-Stokes, os valores 
assumidos para a e ~são dados por (Raithby and Torrence, 1974) 

I e Pe/2 - I Pe2 

a = 2 ePe - I I O+ Pe2 ' 

Pe /2 2 
e 1+0,005Pe 

f3 = Pe---= 
ePe-l 1+0,05Pe2 

onde Pe é o número de Peclet. 
A substituição da Eq. (4) e similares na Eq. (2) resulta na fonna 

discretizada usada para resolver as velocidades e a temperatura 

(5) 

onde 

Mp 
ap =--+ae +aw +an +as 

ôJ 

a .. = (112+a .. )M .. +( D1 4~Ç ) .. +( D4 4~Ç )n 

{n4 4~;) s 

; ~v ( ; ] ~v [ , } M~;; b =--Lp +-LS +---
J J ôJ 

e de fonna semelhante para as outros coeficientes. 

O tenno fonte b; pode ser escrito como 

.. [ "'] óV [ .. 
1 
~v MJ,;<p 

b~=-Lp~~+LS~~+~ (6) 

O tenno fonte p; , como por exemplo na direção x, 

é aproximado numericamente por 
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(7) 

O cálculo das componentes do vetor velocidade nas faces do 
volume de controle se constitui numa particularidade importante 
para o procedimento em volumes finitos, baseado na formulação 
incompressível com o arranjo co-localizado de variáveis na malha. 
Deve-se avaliar os fluxos nas fàces do volume de controle para 
executar o balanço de massa. No entanto, as velocidades encontram­
se armazenadas nos centros do volume de controle. Uma 
aproximação simples para as velocidades nas fàces do volume de 
controle, como a diferença central, causa oscilações do campo de 
pressões e/ou o procedimento não converge para regime permanente 
(Patankar, 1981) (Peric et ai., 1988) (Marchi et ai., 1989). Para 
resolver este problema usa-se o procedimento indicado a seguir. 

Considere, por exemplo, o cálculo da componente cartesiana e 
contravariante do vetor velocidade na fàce leste do volume de 
controle. Inicia-se pelo cálculo da componente cartesiana para o 
ponto P, dada por 

Determina-se a componente cartesiana do vetor velocidade na 
face do volume de controle adicionando-se a Eq. (8) e similar para o 
ponto E, com exceção do tenno de pressão, onde é aplicado o 
gradiente de pressões mais próximo ou fisicamente consistente, 
conforme Eq. (9). 

M~uf, M~u~ +---+---
!li !li 

(9) 

onde 

Para obter uma fonnulação que seja adequada tanto para 
escoamentos a alta velocidade como para escoamentos a baixa 
velocidade faz-se necessário que tanto a massa especifica como as 
velocidades sejam mantidas ativas no processo de linearização da 
equação de conservação da massa (Van Doormaal, 1985) (Maliska e 
Silva, 1989). A estratégia usada nestes trabalhos é continuar usando 
a equação de conservação da massa para determinar a pressão, 
introduzindo também a variação da massa especifica com a pressão 
nesta equação. Desta forma parte-se da equação de conservação da 
massa na forma discretizada 

onde 

M -M
0 

P P +M - M +M - M =0 e w n s 
ôJ 

Mn =(pVóÇ)n 

Ms = (pV~~t 

e de fonna semelhante para os outros coeficientes. 

(lO) 

A linearização do fluxo de massa que aparece na equação de 
conservação da massa é feita de forma a manter a massa específica e 
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as velocidades ativas (Van Doonnaal, 1985), obtendo-se, por 
exemplo, para a face leste do volwne de controle (figura 2) 

Me =(p*U+pU*-p*U*) (11) 

Para avaliar as variáveis escrevem-se as mesmas em função de 
uma correção sobre o valor estimado como 

; = ;•+;' 

onde os escalares com asterisco são valores conhecidos e obtidos 
com o campo de pres.<ões estimado. 

A massa especifica é aproximada na fàce leste do volwne de 
controle usando a seguinte função de interpolação (Maliska e Silva, 
1989) 

Pe =(112+re)Pp +(112-re)PE (12) 

Para obter a equação para a pressão, as componentes do vetor 
velocidade e a massa especifica devem ser escritas em função da 
pressão. Partindo-se da equação da quantidade de movimento pode­
se escrever 

~ [ 11 ]óV 11 
apup = .i..JanbuN8 -L p -+b 

J 
(13) 

que, para o valor estimado, asswne a forma 

• ~ • [ 11*1 õV 11 
apup = .i..JanbuP -L p -+b 

J 
(14) 

Subtraindo-se a Eq. (l4)da Eq. (13), obtém-se 

Up = Up *-d;L(p'
11

] pÓ~ (15) 

Na obtenção da Eq. (IS) o método de acoplamento pressão­
velocidade SIMPLEC (Van Doormaal and Raithby, 1984) foi 
empregado. Este método, proveniente do SIMPLE e do SIMPLER 
(Patankar, 1981 ), é necessário para que haja o acoplamento das 
equações governantes do problema do escoamento na forma 
discretizBda. As equações de Navier-Stokes silo acopladas e o 
acoplamento aqui mencionado refere-se à solução numérica das 
equações, já que o procedimento de cálculo não é feito de forma 
direta. Como extensão do que foi exposto, pode-se escrever a 
componente da velocidade corrigida para a face leste do volwne de 
controle como 

• 11 [ 111 ue=ue-deLp' eõ~ (16) 

' 
A equação de; estado, utilizada plll'3 o cálculo da massa 

especifica, é escrita como 

p= pRT (17) 

onde R é a constante dos gases. A massa especifica é colocada em 
função de wna correção do campo de pressão pela equação 

P::= p*+Cfp' (18) 

Partindo-se da definição da velocidade contravariante, Eq. (3), 
pode-se escrever a componente da velocidade contravariante 
corrigida, por exemplo, para a fàce leste do volwne de controle, 
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Ue = u; -d:[ L[p'
11 )y11 - L[p'v)x 11 J õ~ (19) 

e 

Substituindo-se as Eqs. (18) e (19) na Eq. (10), e as formas 
semelhantes para as outras fàces do volume de controle, obtém-se a 
equação para a pressão 

app'p =aePE +awPw +anPN +asP's +aneP
1
NE 

+anwP'Nw + aseP'sE + aswP'sw + bp' 

onde 

ap =mfCÇ +m:d:ae -~d~aw +m~d~an 

-m;d;a. 

t).q 
11d 11 vdvpv __ 

ae =mf'Cf-me eae+mn n 4t1~ 

vdvpv t).q 
+m. s 41).~ 

u 11 11 ti~ v v v ÔT'/ 
ane =mede fle --+mndnfln --

4Õ77 4õ~ 

( 
t1V) • • P • bP = P

0 
JM -mÇ PP -mf PE -m;, Pw 

p 
p • p • 

-mn PN -m. Ps 

e de forma semelhante para os outros coeficientes (De Bortoli, 
1990). 

CONDICÕES DE CONTORNO 

A maneira mais consistente sob o ponto de vista flsico no 
equacionamento das interfaces entre os blocos é a realização de 
balanços de energia. No entanto, volwnes fictícios são utilizados 
com o objetivo de facilitar a aplicação das condições de contorno 
e estabelecer apenas uma equação para representar todos os 
volwnes do domínio. 

Um balanço de calor na interface entre o sólido que compõe 
a massa armazenadora de calor e os canais que o circundam 
pode ser escrito da seguinte forma •. 

!!J ~ 
-ksa;-j; + raG1 = -k1~; 

onde, por exemplo 

~ J õf cõf 
=--fJ-+J...;r-

" JY éJÇ o, 

(20) 

e raG1 é a radiação solar líquida ganha pela superflcie 
absorvedora do coletor solar (Duffie e Beckman, 1980). Esta 
equação fornece as temperaturas interfaciais sólido-canais. 
Naturalmente quando não se tratar da superflcie absorvedora o 
ganho de radiação solar é nulo. 

A aplicação desta condição de contorno entre o canal e o 
sólido tem apresentado dificuldades de convergência. Por este 
motivo a transferência do valor das variáveis nestas interfaces é 
realizada de forma aproximada. Considera-se que a temperatura 
do volume fictício do sólido equivale a temperatura do volume 
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correspondente do fluido e vice-versa. Desta fonna. pequenas 
imprecisões aparecem na interface entre o canal e o sólido, e 
esforços estão sendo realizados no sentido de eliminar estas 
dificuldades. 

As condições de contorno empregadas são basicamente as 
seguintes: 

Problema ténnico: 
-Temperatura prescrita na entrada dos canais 
- Derivada nula da temperatura na saída dos canais 
-Temperatura prescrita na superflcie da massa annaze-

nadora e na cobertura do coletor 
- Troca de calor via volume fictício nas outras superflcies 
da massa armazenadora 
-Canais isolados tenni~amente junto ao piso, fronteira 

com o interior do ambiente e balcão superior 

Problema hidrodinâmico: 
- Pressão e velocidade prescritas na entrada e na saída dos 
canais 
- Não deslizamento em todas as paredes 
A interação entre os blocos é feita de maneira usual, com 

volumes fictícios. 

METODOLOGIA DE SOLUÇÃO 

O algoritmo de solução é o seguinte, entendendo-se como 
sólido a massa armazenadora de calor: 

I. Estima as temperaturas T no sólido. 
2. Estima as variáveis u, v, p, p e T nos canais, mantendo 

nas interfaces sólido-canal as temperaturas já estimadas no 
passo I. 

3. Resolve a equação da energia no sólido. 
4. Calcula os coeficientes e aproxima os termos fonte das 

equações da energia e do movimento nos canais. 
5. Calcula as velocidades u· e v· (MSI). 
6. Calcula as velocidades contravariantes U e V. 
7. Calcula as pressões p (MSI, Schneider and Zedam, 1981 ). 
8. Corrige as velocidades u· e v· (acoplamento). 
9. Corrige as velocidades contravariantes (acoplamento). 
10. Corrige as densidades p (acoplamento). 
II. Resolve a equação da energia ainda nos canais. (MSO 
12. Retoma ao passo 3 até obter a convergência. 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

No que segue apresenta-se alguns resultados numéricos 
obtidos. A malha para este problema é constituída de três partes; 
um bloco sólido, um canal externo e um canal interno, confonne 
mostra a figura 3. As malhas foram obtidas por um processo de 
geração elíptica e contém 24x48, 14Ix10 e 2Ix4 células, 
respectivamente. 

Na figura 4 o campo de vetores velocidade calculado para 
condições de entrada do ar de 0,03 m/s e ângulo de ataque de 20° 
. A temperatura de entrada é de 18 °C e a superflcie do sólido 
voltada para o sol é admitida ser aquecida atingindo 
temperaturas máximas da ordem de 28 °C na sua parte superior. 
Note-se que o isolamento ténnico da extremidade superior dos 
canais, mostrado na figura I, não está presente nesta simulação, 
confonne pode ser visto no detalhe da figura 4, porque ainda não 
foi implantado no protótipo. Neste detalhe também observa-se a 
presença de uma recirculação no escoamento, junto à mudança 
de ângulo superior. 

A figura 5 mostra as linhas de temperatura constante no 
bloco sólido para o caso em estudo. Como esperado, as 
isotennas mostram o fluxo de calor partindo da superflcie 
absorvedora e atravessando a massa acumuladora em direção aos 
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trechos internos dos canais. 

0.5 1.0 1.5 2.0 

Figura 3 - Malha empregada. com dimensões em metros 

-0.0 0.5 1.0 1.5 

Figura 4- Vetores velocidade nos canais 

Observe-se c,:ue as baixas velocidades do canal vertical 
interno (figura 4) causam o pequeno fluxo de calor na sua 
interface (figura. 5). 

Para finalizar, a figura 6 mostra as isotermas para o caso de 
aquecimento da parte do bloco voltada para o sol até 23 °C. 
Verifica-se que as isotennas possuem comportamento 
semelhante ao apresentado para aquecimento até 28 °C da 
superflcie da massa armazenadora. 
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Figura 5 - lsotennas com a temperatura máxima da superflcie 
absorvedora de 28 o C 
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Figura 6 - Isotennas com a temperatura máxima da superflcie 
absorvedora de 23 ° C 

CONCLUSÕES 

Dada a complexidade do problema em questão, seja na sua 
geometria ou na existência dos problemas térmico e 
hidrodinâmico acoplados, fica claro que a metodologia em 
volumes finitos, coordenadas generalizadas, variáveis co­
localizadas e multiblocos empregada neste trabalho mostrou-se 
adequada para simular o comportamento do coletor solar 
acumulador em estudo. A solução numérica obtida é 
encorajadora, especialmente pelos campos de velocidade e 
isotennas obtidas. 

No seguimento deste trabalho pretende-se resolver o sistema 
em sua operação transiente, implementar balanços mais precisos 
nas interfaces e comparar com os dados experimentais que já 
estão sendo providenciados, etapa esta importante, já que não se 
dispõe outro meio para a validação das soluções obtidas. 
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ABSTRACT 

This work presents a numerical simulation of the thennal 
behavior of a solar collector-storage system. The coupled 
hydrodynamics and thennal problem in the collector channels 
and the thennal problem in its storage mass were solved. The 
finite volume method using the ali speed methodology was 
applied to the flow. The geometric complexity of the problem 
was treated by means of a generalized coordinate system and the 
multiblock technique. Two cases of heating operation of the 
collector-storage are solved and analyzed. 
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CONCENTRADORES TIPO-V DE MÚLTIPLOS ESTÁGIOS 

Danilo Lazzeri Pena 
R. Estoril, 424- 31255-190- Belo Horizonte- MG- Brasil 

RESUMO 

É' apresentado um método de cálculo dos parâmetros óticos do concentrador tipo-V de múltiplos 
estágios, a partir do modelo matemático desenvolvido por Fraidenraich ( 1992) para os 
concentradores tipo- V de único estágio e posterior análise destes concentradores, visando 
estabelecer condições ótimas de operação. 

INTRODUÇÃO 

Na literatura existem modelos matemáticos 
desenvolvidos para geometria de concentradores tipo-V de 
dois estágios (tipo-V2) (Mannan et ai ., 1978) ou de 
múltiplos estágios (tipo-Vn) (Mullick et ai., 1988), mas são 
poucos os trabalhos que apresentaram um procedimento 
para calcular parâmetros óticos destes concentradores 
(função de transmissão, número médio de reflexões e 
eficiência ótica). 

O artigo demonstra um processo de cálculo dos 
parâmetros óticos dos concentradores tipo-Vn, a partir do 
modelo matemático desenvolvido por Fraidenraich ( 1992), 
além de apresentar uma análise dos parâmetros óticos dos 
concentradores tipo-V2, que poderá ser aplicada a qualquer 
concentrador solar tipo-Vn. 

MODELO MATEMÁTICO 

A detenninação dos parâmetros óticos é importante para 
a avaliação da viabilidade técnica e econômica dos 
concentradores. O modelo matemático demonstrado a 
seguir foi desenvolvido para os concentradores tipo-V de 
único estágio (tipo-V 1) (Fraidenraich, 1992) e possibilitará 
determinação analítica dos parâmetros óticos dos 
concentradores tipo-Vn. 

Parâmetros Óticos do Concentrador Solar Tipo-V 1. Os 
concentradores apresentam dois ângulos de aceite: o 
geométrico e o ótico. A Eq. ( 1) detennina o ângulo de 
aceite ótico do concentrador tipo-V 1: 

80 = arcsen (~R)+ « 1 (I) 

Os ângulos característicos são importantes na 
determinação dos parâmetros óticos: 
~ ~ âi1gulo mínimo de incidência no qual os raios 

solares são aceitos e alcançam o absorvedor em número k 
de reflexões; 

13, ~ ângulo máximo de incidência no qual os raios 
solares são aceitos e alcançam o absorvedor em número k 
de reflexões; 

y, ~ ângulo mínimo de incidência no qual os raios 
solares são rejeitados pela cavidade em número k de 
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reflexões. 
Para uma melhor compreensão da relação entre os 

ângulos de incidência e os estados de iluminação do 
absorvedor, serão definidas as condições de iluminação no 
absorvedor: 

- Ascendente ~ absorvedor parte da condição não 
iluminado até atingir a total iluminação para número k de 
reflexões; 

-Total~ absorvedor permanecerá totalmente iluminado 
para número k de reflexões; 

-Decrescente ~ absorvedor inicia totalmente iluminado 
até atingir o estado de iluminação zero para número k de 
reflexões. 

A função de probabilidade Pk (8;) é definida para cada 
ângulo de incidência dos raios solares, na qual a abertura 
do concentrador é dividida em regiões A, (8;) onde os 
raios solares incidentes vão alcançar o absorvedor em um 
número k de reflexões (Fraidenraich, 1992) 

p (8) = Ak(8t) (2) 
k t A 

Com as equações analíticas de Pk (8;) é possível calcular 
F(8;), <n>(8;) e 11(8;) com as seguintes expressões 
(Fraidenraich, 1992): 

M 

F(81) _EPi81) 
(3) 

K=O 

M 

<n>(8) _Lk Pi81) 
(4) 

k=l 

M 

TJ /8t) _LPi6t)Pk (5) 

k=O 

As três equações acima fornecem valores para radiação 
direta. Integrando as equações obtém-se valores para 
radiação difusa . 

Parâmetros Óticos do Concentrador Solar Tipo-Vn. O 
processo de cálculos dos parâmetros óticos concentrador 
inicia-se com o desmembramento do concentrador tipo- Vn 
em n concentradores do tipo-V 1 e deles calcula-se a razão 
de concentração e o ângulo de aceite ótico. 



Ir ! 
I' !I 
!i ' , . 

. ii. 
ILJ !,• :. 
\li: 
1! ;1' q ; 

i'!, 
i ' 
q ~: . 

i!\': 
i! .: 

I
ii 

1: 

\I· 
l;!i! 

li· 
lt:i 
I ~ 

\]): 
:i 

,I 

Com os ângulos de inclinação das paredes refletoras dos 
concentradores desmembrados obtém-se os ângulos 
característicos, número máximo de reflexões e as condições 
de iluminação, possibilitando o cálculo da função de 
probabilidade e por fim os valores da função de 
transmissão, do número médio de reflexões e da eficiência 
ótica para cada concentrador desmembrado. 

Os valores da função de transmissão do concentrador 
tipo-Vn são obtidos pelo produto das funções de 
transmissão de cada estágio do concentrador em função do 
ângulo de incidêr•cia. O número médio de reflexões é 
obtido pelo somatório de cada estágio e da eficiência ótica 
pelo produto de cada estágio (Pena, 1995). 

O método descrito acima fomeárá valores dos 
parâmetros óticos maiOres que a realidade , pois neste 
procedimento de cálculo considera-se que toda a radiação 
solar admitida na abertura do estágio anterior também é 
admitida no estágio seguinte. Na prática, porém parte da 
radiação admitida e rejeitada no estágio seguinte. 

A Figura I demonstra esta afirmação, pois o raio solar 
que passa pelo estágio anterior e sofre reflexões no interior 
deste estágio apresenta um ângulo de incidência alterado 
para o próximo estágio. 

Figura I -Traçado do raio incidente sobre a superfície 
refletora. 

A análise da figura mostra que para cada reflexão no 
estágio anterior desloca-se o ângulo da radiação solar em 
2 a. A determinação do ângulo de incidência do raio para 
qualquer estágio é: 

ai.n = ai.n + I + K (2 an + 1) (6) 

O concentrador tipo-V l apresenta' um ângulo mínimo de 
incidência para rejeitar os raios em número k de reflexões. 
O concentrador tipo-Vn apresenta um segundo ângulo de 
rejeição dos raios para número k de reflexões devido às 
alterações do ângulo ue incidência dos raios solares. A 
equação a seguir determina este novo ângulo de rejeição 
dos raios no interior do concentrador: 

iln, K = ao, n - I - 2Kan (7) 

A partir destas considerações, a utilização do 
procedimento descrito neste tópico obtém-se uma maior 
precisão nos cálculos dos parâmetros óticos dos 
concentradores tipo-Vn, como será visto a seguir. 
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ANÁLISE DO CONCENTRADOR TIPO-V2 

A partir dos resultados numéricos do concentrador tipo­
V2 pode-se concluir que: 

- Não existem fórmulas gerais e precisas para 
determinação do ângulo de incidência para o número médio 
de reflexões máximo e número máximo de reflexões, do 
ângulo de aceite ótico e dos intervalos angulares da função 
de transmissão para todos os ângulos de aceite dos 
concentradores tipo-V2~ 

- Os valores aproximados da função de transmissão para 
concentrador tipo-V2 é dado pela Eq. (8), quando e r. > 
JOO: 

1 F(01) 

F(01) < 1 

F(01) > 1 

oo < o. < e 
- I - 8 

o <01~0 8 o 
(8) 

01 > 00 

- O ângulo limite entre a região de transmissão total e 
parcial da radiação é definido pelo ângulo de aceite 
geométrico. de acordo com Eq. (9)~ 

A [ 2 cos a 1 sen (2a2 + 08) 

CR = B = sen (a
1 

+ 0
8

) sen (a
2 

+ 0
8

) 
+ 

(9) 

(2a 1 - a2 + 08) ] 
+ - 1 

sen (a 1 + 0
8

) sen (a2 + 0
8

) 

- Os valores aproximados do ângulo de aceite ótico dos 
concentradores tipo-V2 é dado pela Eq. (I 0), quando 8~ > 
JOO; 

ao"' 68 + 2a 1 "'arcsen (~R)+ a 1 + a2 (10) 

As Figura 2, 3 e 4 representam os parâmetros óticos 
destes concentradores para quatro ângulos de aceite 
geométrico diferentes. Da análise das figuras, conclui-se 
que: 

Radiação Direta. O comportamento dos concentradores 
tipo-V2 frente a radiação di reta está representada na Figura 
l, 2 e 3, donde conclui-se que: 

- Existe um aumento da região de transmissão total e a 
redução da parcial com incremento do ângulo de aceite: 

- As curvas de eficiência e função de transmissão para 
a região parcial não apresenta a característica linear como 
nos concentradores tipo-V I, pois os concentradores tipo-Vn 
estão mais próximo dos concentradores de componente 
hiperbólica (CHC), da qual se origina as cavidades tipo-V~ 

- A redução do ângulo de aceite provoca o aumento do 
número médio de reflexões, sendo tendência indesejável , 
pois a região de transmissão total e de eficiência ótica 
constante são menores~ 

- As curvas de número médio de reflexões apresentam 
um ponto máximo bem definido para pequenos ângulos de 
aceite, sendo que para os demais ângulos ponto não existe: 



- O número médio de reflexões para ângulo de 
incidência igual a zero ( ei = 0° ) decresce com a redução 
do ângulo de aceite, contribuindo para uma maior região de 
transmissão total e eficiência ótica constante; 

o ... 
Ul 

L2 

rl.l 1 .0 

E 
Ul 
c 0 .7 .. ... 

0 .5 

Ângulo aceite 

C) 

"C 

1 ::1 
o 10 20 3 0 40 50 60 70 80 

Ângulo de incidência (graus) 

Figura 2 - Curvas da função de transmissão para radiação 
direta. 

- O ponto máximo das curvas de número médio de 
reflexões representa o ângulo de incidência no qual o raio 
incidente sofre no interior da cavidade o maior de número 
de reflexões; 
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Figura 3 - Curvas do número médio de reflexões para 
radiação direta. 

- As curvas de número médio de reflexões apresentam 
uma queda acentuada e atingem o valor zero rapidamente 
devido ao segundo ângulo de rejeição dos raios solares; 

1 .2 

.. 
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<li) 0.5 
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o 10 
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Figura 4 - Curvas de eficiência ótica para radiação direta. 

- Quando <n> = O os raios solares alcançam o 
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absorvedor sem atingir as superfícies refletoras; 
- As curvas de eficiência ótica e função de transmissão 

são semelhantes, diferenciando na inclinação da curva na 
região de transmissão total ; 

- A eficiência ótica do concentrador para ei = 0° 
decresce com a redução do ângulo de aceite; 

- A eficiência ótica é aproximadamente constante na 
região de transmissão total, tendo uma ligeira queda com 
o aumento dos ângulos de incidência. 

Radiação Difusa. O comportamento da radiação difusa no 
interior do concentrador está representada na Figura 5, na 
qual foram representados os valores de <n> e llo em 
função do ângulo de aceite geométrico. Conclui-se que : 

- O número médio de reflexões no interior do 
concentrador é baixo em comparação ao da radiação direta. 
Para radiação direta o valor máximo do número médio de 
reflexões é de 1,8, no caso da radiação difusa o número de 
reflexões atinge 0,65. A explicação para este 
comportamento está na rejeição da maior parte da radiação 
difusa pela cavidade; 

- O número médio de reflexões decresce e a eficiência 
ótica aumenta com o ângulo de aceite, sendo uma 
tendência esperada, pois ângulos de aceite elevados 
permitem que uma maior quantidade de radiação alcance 
o absorvedor; 
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Figura 5 -Curvas de número médio de reflexões, eficiência 
ótica e razão de concentração para radiação difusa. 

- Para os ângulos de aceite entre 5° a 40° tem-se <n> d 

"' 0,5, mostrando que o número médio de reflexões 
mantem-se aproximadamente constante para uma larga 
faixa de ângulos de aceite; 

- Para mesma faixa do ângulo de aceite a eficiência 
varia de 0,2 a 0,9. A grande variação é devido a rejeição 
da radiação difusa para pequenos valores do ângulo de 
aceite e o mesmo não ocorrendo para ângulos de aceite 
matores. 

Comparativo dos Métodos. As figuras 6 e 7 ~ão gráficos 
comparativos dos valores do número médio de reflexões e 
da eficiência ótica em função do ângulo de incidência para 
o processo de desmembramento do concentrador tipo-V2 
(método 1 ), sendo que o segundo processo associa o 
desmembramento do concentrador ao segundo ângulo de 
rejeição da radiação (método 2). A análise das figuras 
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mostra que: 
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Figura 6 - Curvas comparativas dos métodos de cálculo da 
eficiência ótica para concentrador tipo-V2 com eg = 18° 

- Os raios incidentes com ângulo superior ao segundo 
ângulo de rejeição ( ó ) apresentam uma queda drástica do 
número médio de reflexões e se esperava um aumento da 
eficiência, mas isto não ocorre porque a queda no número 
de r~flexões é devido a rejeição da radiação no interior da 
cavidade~ 
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Figura 7 - Curvas comparativas dos métodos de cálculo 
da número médio de reflexões para concentrador tipo-V2 
com eg = 18°. 

CONCLUSÃO 

Os resultados apresentados para concentrada r tipo-V2, 
mostra a viabilidade do processo de cálculo dos parâmetros 
óticos dos concentradores tipo-Vn. 

Para os concentradores analisados, a faixa de 14° a 30° 
atende as exigências dos módulos fotovoltaicos, quanto aos 
valores da eficiência ótica e da razão de concentração 
geométrico (2,3::::: CR::::: 1,5) recomendados pela literatura. 

A utilização de concentradores com CR = 2 possibilita 
coletar a radiação solar com eficiência em tomo de um 
(TJ c :::: 1) por duas horas de coleta, com eficiência apenas 
de 0,7 consegue-se até quatro de coleta, sendo o mesmo 
tempo de coleta de um coletor sem concentrador. 

Os resultados obtidos por Pena, 1995 para um 
concentrador tip-V2 com CR = 2, mostra que o protótipo 
alcançou uma razão de concentração efetiva em tomo de 
um (CR :::: 1), em tais condições não justificaria a 
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utilização deste protótipo em sistemas fotovoltaico. 
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ABSTRACT 

This article presents a method for calculations of optical 
parameters of multielement concentrator, through a 
mathematical model developed by Fraidenraich ( 1992) for 
V-trough concentrators. The article also presents the 
analysis of these concentrators from obtained data , aiming 
at eSldOiishing optimal operational conditions. 

NOMENCLATURA 

A - Área de abertura total do concentrador solar 
Ak( e;) - Área de abertura do concentrador solar 
8 - Área do absorvedor do concentrador solar 
CR - Razão de concentração 
F( 6;) " Função de transmissão 
k - Número de reflexões 
K - Número de reflexões do estágio anterior 
M - Número máximo de reflexões 
n - Número do estágio 
<n>( 6;) - Número médio de reflexões 
Pk( 6;) - Função de probabilidade 
a 1 - Ângulo de inclinação do I o estágio 
a 2 - Ângulo de inclinação do 2° estágio 
a" - Ângulo de inclinação do enésimo estágio 
ón.k - Segundo ângulo de rejeição 
TJJ 6;) - Eficiência ótica do concentrador 
6g - Ângulo de aceite geométrico 
60 - Ângulo de aceite ótico 
6; - Ângulo de incidência 
p - Índice de refletividade 



VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November. 1996) 

Aacrn EFFICIENCY ANALYSIS OF A BOILING COLLECTOR lN THER:'\IAL 

SIPHON OPERATION. 

Maria Eugí'nia Vidra and Rafada Frota Rl'inaldo 
Applicd Snl<tr Encrgy Labonttory. T cchnology Ccmcr. Federal Uni,·crsity of Ceara 

60455-7(>()- Fort<t kza- Cc- Braz il 
cugcniarn utc. br 

l'his 11'!!1-k prcsetl/s Cllt atwll'si., o/ the lhemwl e// ic·icnn· of a solar collec lor in Jlwmwl .11jilwn 
Oflcmtion. ln tt'l'l! clcsignccl .ITSI<'tll. lhe colleclor hcat l·cmol·a/ fúctor wul its cf/icietl< )' /áctor lwn· 
af1f11'oxinwt c ,·alues sílln ' thc 11 ·odíng .fluicl tc'lllflc'nllun· a t the col/ec/or inlc:t is clo.1·c· to it.1 saturation 
1<'11111<'1'111111 '<'. F..\painwntal anel cmafl·tical l'<'.lllits for a \l'ilf/led platc collec/or dc.lignccl for mller use are 
Jll'csctl/nl. Thc ah.wrha jllalc · tetllj)('/'(/11/n' in th c clircc tion of thc Jlow slw11 ·ed tlw loclllicm wherc hoiling 
started Tlw cf/icicnc:r Cli!Tc·s for sing lc anel l \\'0 fdwsc /!oH · OfWI'atiO!I are Jlrcsented. 

Hnttcl and Whillicr ( I95X) prcscn!i:d a nwdcl bascd on thc 
work of Huttcl and Wocrtz ( 1942) l<l calculatc the thermal 
cflicicncy of snl<tr collector. Eq. (I). oper<tting in singlc-phase 
forccd convcction. 

_ ~ . llt (T; Ta )I 
q - Fr [ (w. )ll- -- ~-----

tl J 

(I) 

ln this cqu<trion. I) represcnts the thcnmtl ctliciency. Fr thc 

hcat remova! ÜH.: tor. ( tu)o thc transmittancc-absortance product. 
Ut thc collcctor ov.:rall loss codtici.:nt. Tí th.: tluid inkt 

t.:mperaturc. Ta thc ambient temp.:r<ttur.:. and lo th.: incidcnt solar 

r<tdiation on the colkctor plan.: . Thc heat remov<tl factor relates 
the actual useLll enerl:.'Y gain of the collector 10 the useful gain if 
thc wholc collector surtàc;; werc at the tluid inlet tempcrnture. 

Solar colkctors op.:rating in singk phasc thcrmal siphon 
loops. using eithcr watcr or oi Is as the working tluid. hav.: found 
various applications in water heating. water d.:salination. cookers. 
etc. Thesc systems prcscnt the advantages of sclf-pumping and 
sclt~controlling and thc associat.:d costs with instruments. 
maintenancc. and operation. As disadv<tntag.:s. a lowcr natural 
convection hcat transter coct1icient in the tlow ch<~nncls is f<,und 
in comparison with th.: forced convcction coefticient, which 
implics in lowcr cftlcicncy. 

Boiling collcctors in closed thermal siphon loops prcscnt thc 
advantages of singlc phase natural convection systems and. Whl'll 
wdl d.:signcd . can opcrate Ht a lowcr absorbcr platc tcmperature 
due to thc high.:r boiling hc<tt transfcr codlicient. As 
disadvantagcs. thcsc systems rcquirc high.:r installntion cost nnd 
tighter constmction since the system opcrates at low pressure. 
Also. it needs to use a working tluid with cc:rt<tin thcrmal -physical 
prope11ies for boiling. 

Existing modcls trcat thc boiling colkctor as a ' black box ·. 
where cither sub-coolcd or satumted liquid entcrs thc channcls of 
thc absorber platc. <tnd either saturated or superheated vapor 
cxits. This is not a corrcct <tssumption sim:c only a small part of 
the mass llow mtc boils and therç is a two-phase tlow <tt the 
collector exit. 

Two-phase !low with boiling is complicatcd both in thc 
physical processes and m<tthcmatic<tl modds. This work pr.:sents 
a theorctic<tl analysis of the thermal etliciency of a boi i ing 
collector in thermal siphon operation and the experimental r.:sults 
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which suppnrt thc analysi s to aid th.: dcsign nf more ctlic ient 
unit,; . Ir is slwwn that thc hcat remova! factor and the cfticiency 
tàctllr havc approximate valu.:s and that to bettcr determine the 
hcat remova I tàctor a modd bas.:d on thc void fracti on of the two 
phase tlow is nccdcd. 

Thc thermal siphon opcration of a boiling sol<tr collector is 
dcscribcd with thc help of Figure I. Liquid-phasc refrigerant is 

st.:·rage : 
__ ,1 

l 

l i 
a c n1mulat o r 

J tcmk 

T 

tanl:_ 

pumr.~ 

Figure I - Schcmatic vicw ofthe thcrmal siphon loop. 

gr<tvity fcd ti-lHn an accumuiHtor t<tn k to thc collector. As thc 
liquid contact s thc inside tube walls. which are heated by radi<tnt 
solar energy, bubblcs ar.: fonncd on small c<tvities. Thcs.: bubblcs 
grow until thcy ddach from the w<tll and risc because of thc 
di!Terence in density bctwe;;n th.: liquid and vapor phascs. As thc 
bubblcs risc. thcy drag the liquid bcginning thc two-phase tlow. 
which is enhanccd by thc already startcd sing lc-ph<tse tlow. Th.: 
tcmpcr<ttur.: of thç tluid remains approximatel y constant. Whcn 
the tlmv rcad1cs thc top of the tollector. it moves through a tcc­
typc connection whcr.: t~c liquid drains to thc collcctor inlct whik 
thc vapor moves upward to th.: hcat cxchangcr whcrc it condenses 
giving up its latent heat to thc storage toolant. 

For high.:r cfticicncics. boiling colkctors should operatc at a 
liquid lcngth fraction of O. 7 to I. O (So in .:t ai. . 1979). The liquid 
length fraction is defined as thc kngth ofthc collcctor thHt is filkd 
with thc working tluid dividcd by thc total kngth of the collector. 

During operation. most of the mass tlow rate of liquid 
reti'igcrant that cntcrs the collcctor is rc-circul<ttcd and a small 
part. as compar.:d with thc mass that stays in th.: liquid phase. 
boiL; and bccomcs vapor. Thc two-phasc tlow that k<tves thc 
collector is saturatcd and thc rc-circulated liquid has some heat 



losses in the piping as it rctums to the colkctor. The vapor has 
also some sub-cooling in thc condenscr <tnd piping such that, thc 
working tluid is slightly sub-coolcd <tt thc collcctor inkt. 

Figure 2 shows tlu: heat transfcr processes inside the tlow 
channcl of a solar collector. Part of the solar encrgy incidcnt on 
the collector is capturcd by thc <tbsorbcr plate <tnd part is lost to 
thc ambicnt. The absorhed cncrgy is conducted to thc inside walls 
of thc channcl and transfc!Ted to the working tluid in the hoiling 
proccss. Thc walls rcach a tempcrmure grcatcr than thc saturation 
tempcmturc of thc liquid <tnd buhblcs nuclcatc from spccitic sitcs. 
Thc bubblcs grow whilc in contact with thc walls until thcy depart 
and ncw liquid come~ in to takc placc of thc dcpartcd bubhlcs. 
Thcsc vapor bubblcs will rclcasc their latcnt hcat to thc 
circulating water in thc sccond loop during condcnsation . 
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enere;:v ·-., 
·-...... 

opticallosses r::.. 

_,., ... -

f1o 1.:v direction 

g)azing 

tube 

·-. 

Figure 2 - Schematic of thc h.::at transter processes in a tlow tube. 

Llf:.(ll_ATURE REVIEW 

ln this section. a general rcvi.::w of prcvious work about thc 
operation of boi ling coll.::ctors in a th.::rmal siphon loop is 
prcscntcd . 

Davis <tnd Boi ( 197K) t.::stcd a systcm using n-butanc as the 
working tluid and concludcd that two-phasc thcrmal siphon 
systcms are compatiblc in cost to singk-phase oncs and yct 
op.::ratcd at dlici.::ncics above forc.::d convcction watcr solar 
hcating systcms. 

Soin d <JI. ( 1979) conducted expcrimcnts on a system ustng 
ac.::tonc <tnd petrokum cthcr as thc working tluid to study the 
cftcct of the initial liquid levei. They concludcd that .::fticicncy 
incrcascd with liquid lcvd and that d.::tailcd analysis of the two­
phase m<Jss and hcat trans!Cr wcrc ncedcd. 

AI-Ta mi mi ( 1 9X2) and AI-Tamimi and Clark ( 19K3) dividcd 
the collcctor into two sub-rcgions: on.:: sub-coolcd <llld onc 
boiling. Thcy pr.::scntcd a gcncralizcd h.::at r.::moval factor that 
dcp.::ndcd on the tofal mass tlow rat.:: through thc channcls, 
thcrmodynamic conijitions of opcration. physical ammg.::ment. 
and thc dcgrcc of sub-cooling. ' 

Kaushika ct ai. ( 19X2) conductcd a numcrical study in which 
thc collcctor was dividcd into two rcgions: liquid and vapor. 
Efticicncy was .::xpr.::sscd in t.::rms of corrcction tàctors in Eq . (I) . 
Thcse tàctors dcpcndcd 01~ th.:: mass tlow rate per unit collcctor 
arca, liquid levei. and othcr thcrmal propcrtics . 

EI-Assy (I 9X6) and EI-Assy and Clark (I 9XK. 19X9) 
.::xtcndcd thc work of AI-Tamimi and Clark by including a supcr­
hcat..:d n.:gion in the colkctor. 

Abram7J<.lll .::t a i. ( 19K3) suggcst.::d that a direct utili7.at i<>n of 
thc classical modds of a tlat plate colkctor is not applicablc to a 
collcctor with internal boi ling becausc the ci<Jssical modcls 
considcr kngth-avcragc v<Jiues of th.:: platc t.::mpcrmure. hcat loss 
cocfticient, <tnd the transfcr cocftici.::nt in thc tubes . This 
avcraging proccss did not pcrmit an accuratc dctcrmination of tiH.: 
local wall tempcratur.::s nor the location wh.::rc boi ling starts . 
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Abramzun and co-workcrs di, ·idcd thc absorber plate into small 
scctions and pct1'orrncd an cnergy balance for cach onc. Thcir 
results indicatcd that the colh::ctor operatcd in thc l<tnlim1r r<tngc, 
thc v<tpor contcnt was <l linear function of thc ch<Jnncl lcngth, and 
high ctlicicncics existcd also wlu.:n the lluid was sub-coolcd by 
than 5 to I O "C at the wlkctor inlet . 

Kishorc d <JI. ( 19K2) uscd a pump to circui<Jtc thc working 
through thc boiling collcctor. ln the analytical study. thc collcctor 
was dividcd into thrcc hc<ll transfcr rcgions: scnsibh::. hoiling. and 
supcr-h.::ated. Etlici.::ncy was .::xprcsscd as dependent (>11 thc heat 
transfcr cod1icicnt. mass llow rate through the channds. and thc 
h::ngth of lhe sub-coolcd rcgion. 

Kamal ( 19K.:I) used four .::ncrgy balance equations in si:-.; 
unkmnvns to modd the collcctor. The two speciticd parameters 
wer.:: the liquid lcvd and the quality of th.:: working tluid a t 
colkctor c:-.;it. Using th.:: data ti·onl St>in d a i ( 1979) and 
assuming quality to v<Jry from O. 7 to I O. th.:: fractional lcngth of 
the boiling section was found to bc 0 .2 1 and that of supcr-heating 
of0.65. 

Ncep.::r ( 19X5) pres.::nkd an cxprcssion for ctlici..:ncy l>f thc 
boiling colkctor with no supcr-hcating which includcd two 
I~Ktors: one for the boiling portion and the other rdated cfticicncy 
to sub-cooling. lt was concludcd t hat for convcntional tlat pi<Jt.:: 
collectors. tcsting at multipk valu.::s of insolation and sub­
cooling. as required by thc ASHRAE standard I 09, was not 
ncc.::ss<Jry. 

Pticc ( 19K.:I) dcvelopcd two modcls for use with TRNSYS 
(Klein ct ai , 19K3 ). and considcrcd the collcctor and condcnser 
togcthcr as a singk component. The ideal modd assumed that 
saturatcd liquid cnh.:rcd thc colkctor. saturated vapor e:-.;itcd. and 
ncglccted pr.::ssure losses in thc connecting !ines. ln the mm-ideal 
modd. thcsc assumptions wcre rcmoved. Using thc homogcncous 
two-phas.:: tlow mo dei and assuming that th.:: mass tlow rate of th.:: 
working tluid through th.:: collcctor is the samc as through thc 
cond.::nscr. a mass balanc.:: calculation showcd that thc initial 
liquid lcngth fraction is thc colkctor should havc been 0 .05 ln 
practicc. this varies ti·om O. 7 to 1.0 and therefore. th.:: actual 
quality at th.:: exit ofthc collcctor is much lcss than 1.0 . 

Mathur ( 19K9) simulatcd thc thcrmal siphon loop, for use 
with R-li and R-113. and found low h.::at transfcr processes in 
the moming hours. Etlíciency increased with increasing solar 
radiation. 

Vieira ( 1992) prcscnted an analytical and exp.::rimental study 
of a solar th.::rmal siphon hot water system installcd in the Solar 
Encrgy Applications L.aboratory at Color<Jdo Statc llni,wsity. 
Thc syst.::m was similar to that in Figur..: I and two ditf..:rent 
collcctors wcn: tcstcd. They W<.,'C designed for water as the 
working tluid and singlc phasc operation. ln the lirst collcctor. thc 
absorbcr plate had a convcntional tube ammgement with s.::lcctivc 
coating and doublc g la7.ing. lhe second had a waftled platc 
gcomctry and was r.::built at the laboratory with singlc g lazing. but 
no sd.::ctiv.:: coating. Two glycol-watcr solutions were uscd in thc 
storag..: sidc of the condenscr. The analytical study pres.::nted a 
hoiling h.::at transtcr modd bas.::d on the activ.:: numb.::r of 
nuclcation sites , but th.:: actual void fraction of the two-phasc tlow 
could not bc csti mated duc to th.:: lack of more appropriatc 
instrumcntation . Thc n.:sults indicatcd that thc sclf-pumping two 
pl1as1.' system was more cost-ctfc..:tive than conventional 
operation. 

To support thc analysis in thc prescnt work, thc cxperi mental 
data ga thcred by Vieira ( 1992) werc used. The 111struments <JIHI 

thc analysis are dcscribed in thc ne:-,:t scctic>ns. 

E-_1\E(R_lf'!1J~t-l.l AL-_M_E:A ~ l,I_R_r:M WJ'~ 

Experimental measurcmcnts wcn.: performcd to det.::nninc thc 
im:id..:nt sol<tr radiation on hotimntal and tiltcd plan.::s. thc 



temperature of the absorber plate and of the outside walls of the 
connecting I ines. the temperature of the ambient ai r. the working 
tluid pn:ssure and temperature at collector inlct and pressure at 
outlet. On thc storage si de, the volumetric tlow rate of the glycol­
watcr solution through the condenser and thc temperature 
diffen:nce bctween inlct and outlct wcre mcasurcd. 

lncident radiation measurements wcre made with two 
precision pyranomcters. tempcrature transducers (±(0.5 oc or 4.0 
pcrcent, whichevcr was greatcr)) wen; coppcr-constantan, special 
limit typc-T thermocouplcs, mounted on 44 positions along the 
tlow on the back of the absorber plate and others at various 
positions along thc loop piping. A tive junction thermopile (±(I 
percent of reading + 0.05 °(')) was uscd to mcasure thc 
tempcrature difference acfoss the condenser. whilc a turbine type 
meter measured the volumcttic tlow of the water solution. Two 
diaphragm pressure transducers with a coil on either sidc and 
alternating current as output wcre used. A 1.22 111 long sight glass 
was installed to indicate the liquid levei in the collector when 
charging thc systcm. 

A data acquisition system collectcd thc raw data and was 
programmed with a scan intcrval of twcnty seconds and pseudo 
channcls werc dctíned to give average values. A p.rogram 
managed the data logger and processed the data received. 
Experimental system etliciency was calculatcd as the sensiblc 
hcat gained by the storage solution in the condcnscr dividcd by the 
incidcnt solar radiation tlux times thc collector arca. 

ANALYILC.i\l_AND EXPERIMENTAL WORK 

lf the working tluid were to enter the collcctor as saturated 
liquid and !cave, like it actually does, as a two-phasc tlow 
mixturc. its temperaturc would rcmain at the saturation value. ln 
this case, thc etlícicncy factor. F·. which n:presents the ratio of 
the actual useful cnergy gain to the useful gain that would result if 
the collector absorbing surtàcc had becn at the local tluid 
temperaturc, and the hcat remova! tàctor, F,, would have the same 
value. ln practice. it was found that F' approached F,. 

The levei of sub-cooling in the collector was experimentally 
csti matcd by measuring the absorber plate temperantre. The 
working tluid entered the collector as sub-coolcd liquid, and 
inneased its temperature as it was heatcd up until it reached its 
saturation temperature, which rcmained essentially constant. The 
location where boiling began was impm1ant since it divided thc 
collector in the regions of singlc phase natural convcction <md 
boiling. As shown in Figure 3, boiling started at approximatdy 
0.6gm from the collector inlet. 

Because of thc higher coeftícient in two-phase heat transfcr as 
compared to singlc-phase. the boiling heat transfer accounts for 
most of the cnerb'Y transfcr in thc collector even though the sub­
cooling fraction may exits. However. were the same collcctor to 
opcrate at full boiling, its etlícicncy would bc higher than if it 
wcre to opcrate with pat1 of its lcngth in sub-cooling. for instance. 
That is. in both cases. thc scnsiblc heat in sub-cooling either non­
existed or was small compared to the boiling heat transfcr; 
howcver. in the tírst case. the arca for boiling and consequcntly 
the rate of hcat transfcr would be bigger. 

ln ordcr to estimate the tluid saturation temperature. a widely 
used cxpression for the wall superheat rcquired for thc onset of 
nuclcatc boiling, (Davis and Anderson. 1966). was uscd. ln this 
cxprcssion. 2. ToNB rcprcscnts thc differencc bctween the hcated 

wall tcmpcrantre and the tluid saturation temperature. G the 
surtiJCe tension. k1 the liquid thermal conductivity, pv the vapor 

dcnsity. htg the latent heat of vapotization, and q the heat tlux. ln 
the experimental mcasurements. thc rate of heat transfcr in the 
condenser was estimated as the sensiblc heat gained by the 
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storage tluid. The boiling rate was then the sum of this sensible 
gain and the estimated conduction losses on the piping. Using thc 
avcragc valucs of thc absorbcr plate temperaturc and the boiling 
heat tlux, the tluid saturation temperature was numerically 
determined using Eq. (2), which is an implicit expression, and thc 
Bisection Method. The tluid saturation tempcraturc was uscd in 
the calculation of the thermal cftíciency. 

Other boiling hcat transfcr paramcters were dctermined and 
used in thc correlations to estimate the hcat transfer coefticient. 
Thc average bubble dcparture diamctcr, lid, was calculated using 

the expre~osion presented by Fritz ( 1935 ), Eq. (3 ), where 13 is thc 
contact anglc and g the acccleration of gravity. Thc average value 
found was O. 74mm. The bubblc frequency of emission, f. wa~ 

dd = 0.020X 13 (3) 

cstimated using the expression presented by Jacob ( 1949), Eq. 
(4), where p1 is thc liquid density. The averagc valuc was 79.2s· 1

• 

Tolubinsky and Ostrovsky ( 1966) rcported experimentally 
mcasured v alues for refrigerant R-12 of O. 7mm for bubble 
departure diameter and of 91 s- 1 for its frequency. 

(4) 

As expected, diftículty was encountered to theoretically 
determine a heat transfer coeftícient that would represcnt the 
natural convection processes in the tlow channcl of the absorbcr 
plate. The coJTelation used was presented by !mura et ai. ( 1979) 
for a thermal siphon heat pipe. The heat remova! tàctor, F r. which 
was assumed to have approximatdy the same value as the 
eftíciency tàctor, (, was cstimated using Eq. (5). ln the equation, 
W is the distance betwcen the tubcs. D thc tube diametcr, F the 
standard rectangular tín eftíciency, Di thc inside tube diameter. 
and h the hcat transfer coeftícicnt. 

(5) 

The collcctor ovcrall loss cocftícicnt, Ut.. was cstimatcd 
considering thc losses from the top, edges, and back. Thc waftled 
platc collector was rebuilt with thrcc layers of insulation on the 
back and one on the edgcs and thc absorbcr platc was sprayed 
with black dull paint. 
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RESULTS 

Experimental collector efticiency was calculated as the rate 
of boiling divided by the total radiation on the tilted collector. 
Figure 4 shows the efficiency plot for the collector operating in 
the two-phase flow thennal siphon. 
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Figure 4. Efficiency ofthe collector in them1al siphon 
operation. 

Using the experimental measurements, a linear regression 
model was applied to curve fit efficiency. The experimental values 

ofthe Fr (ta) product and the FrUL found were 0. 76 and 6.75, 

respectively. Considering the value of the eftective (ta) as 0.88, 

Fr was estimated as 0.86 and UL as 7.85 W/(m2 K). The 

theoretically calculated values for Fr, Eq. (5). and UL were 0.98 
and 8.39 W/(m2 K). The difference between the experimental and 

calculated values for Fr can be explained as follows. ln the two­
phase flow with boiling collector, ditferent heat modes are present 
in the absorber plate channels. ln practice, thcre is always some 
sub-cooling in the condenser and when the fluid enters the 
collector there is a region of sensible heating preceding the onset 
ofboiling. This region decreases the heat transfer area for boiling, 
thus efficiency. ln the boiling region, nucleate boiling is expected 
to occur because of the low solar heat fluxes. As already stated, a 
heat transfer coefficient to represent these processes to be used in 
Eq. (S) is diffieult to find. 

Figure S shows the effi ciency curves for single and two-phase 
tlow operations. ln single phase operation, a pump is used to 
force the fluid through the system. The manutàcture curve for the 
single glazed, black paint collector reported O. 79 and 6.S9 Wl(m2 

K) for the Fr (ta) product and the FrUJ.. Since in the single-phase 

curve the abscissa v alues are (T; -Ta) I lo and in the two-phase 
curve these values are ( T sa: -Ta) I la, a direct comparison between 
the heights ofthe two !ines should not be made. 

Just as an cxample betwecn the modes of operation of the 
collector, consider the experimental data where the fluid entered 
the collector at a temperature of 3S.6 °C, and the saturation 
temperature, ambient temperature, and insolation were 44 "C, 
14 °C, and 874 Wlm2

, respectively. The energy collectcd in single 
phasc operation was I ,282W and in two-phase operation I ,084W. 
Nevertheless, there are two observations to be madc. ln singlc 
phase opcration, an additional I 00 W pump is used to circulate 
the working fluid and the cost of elcctrical powcr is highcr (hy a 
factor of 2 or 3 times) than that of thcrmal powcr. Thc sccond 
observation is that thcre are two fluid loops in single-phase 
operation, and a heat exchangcr in counterflow opcration is 
nccded to transfcr cnergy from the collector loop working fluid to 
the storage water. ln the two-phase flow loop, a condcnser is uscd 
and the systcm performance is hettcr bccause in system analysis. 
the collcctor-hcat cxchanger transfer processes are link and need 
to be seen as one unit. 
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CONCLUSlON 

F rom the analysis presented, the boi ling collector in thcrmal 
siphon operation can present better ovcrall system ctliciency than 
in singlc-phasc opcration. When well designed, boiling collectors 
can take advantage of the high coefticient in two-phasc cnergy 
transfer and operate at constant saturation temperaturc. reducing 
losses to thc ambicnt. Thc collector testcd was designed for 
singlc-phase operation and yet presented good results in two­
phasc operation. 

To bctter design these collcctors a detailed study of thc two­
phasc flow with boiling process is ncecssary. lt involves 
determining the tlow regime, levei of sub-cooling, thc rate of 
vapor production in thc tlow channel, that is the void fraction of 
the flow. and the mass tlow ra~e through the channcls. At present, 
a drift tlux modcl for the void fraction in the tlow ehanncls has 
been adjustcd for thi s application. A new system has been 
dcsigncd to test new absorber plate geometries and system 
dcsign. lt is to be installed at the Applicd Solar Energy 
Laboratory at the Federal University of Ceara. 
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SUMÁRIO 

O modelo de duas bandas para a radiação é aplicado para a análise de um coletor com absorvedor 
aletado. A formulação matemática do problema conduz a um sistema pão linear íntegro-diferencial de 
equações que é resolvido numericamente. Os resultados obtidos mostram que a presença das aletas 
provoca o chamado "efeito cavidade", tendendo a diminuir as perdas por radiação, resultando, portanto, 
numa melhoria na eficiência do aparato. 

INTRODU CÃO 

A idéia de utilizar-se coletores solares com absorvedores 
construídos de tal forma que as perdas por convecção e radiação 
sejam diminuídas tem sido bastante estudada. Um dos 
dispositivos mais comuns é o que usa as chamadas "colméias" 
("honeycombs" ). Buchberg e Edwards (1976) e Hollands (1965) 
dão uma revisão global das aplicações desse tipo de aparato, 
enquanto Buchberg et ai. ( 1971) apresentam a teoria desses 
coletores. Outros trabalhos como os de Sparrow et ai. (1971 ), 
Edwards et ai. (1971), Tien e Yuen (1975), Hollands et ai. 
( 1978), Sparrow et ai. ( 1962) estudam aspectos de projeto e as 
características radiativas desses aparatos. Entretanto, esses 
estudos, principalmente os que atacam o problema por métodos 
matemáticos, adotam um grau maior ou menor de simplificação 
na formulação do modelo teórico utilizado. Isto é devido às 
dificuldades inerentes aos problemas que envolvem radiação, 
que são não lineares. Franca (1983), num relevante trabalho, 
empreendeu uma análise bastante completa dos mecanismos de 
transferência de calor que têm importância no desempenho deste 
tipo de sistema. 

O objetivo do presente artigo é analisar o coletor 
esquematizado na figura I. O absorvedor desse coletor é 
constituído de placas (aletas) montadas longitudinalmente sobre 
uma base. Estas aletas visam desempenhar um papel similar às 
células em forma de colméia. As aletas, dificultando a 
movimentação do ar ambiente, diminuem as perdas por 
conveccão ao mesmo tempo que provocam o chamado "efeito 
cavidade" , isto é, a radiação que tenderia a deixar o coletor 
eventualmente seria refletida nas aletas, e, retornado à base, 
seria absorvida pelo sistema. Espera-se, com esse tipo de 
geometria, ter-se um sistema de mais fàcil construção e de 
menor custo do que o coletor de colméia sem que isso se reflita 
negativamente na eficiência. 

MODELAMENTO MATEMÁTICO 

No modelamento matemático do problema de transferência 
de calor no coletor serão feitas as seguintes hipóteses: 

a) o material do qual é feito o aparato é opaco e emite e 
reflete radiação difusamente; 
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b) a temperatura da base na qual são montadas as aletas é 
constante e o aparato será considerado de dimensão infinita no 
sentido longitudinal; 

c) a radiação solar incidente é direta e paralela as aletas 
atingindo, portanto, somente a base; 

d) nas aletas será considerada condução unidimensional de 
calor; 

e) será considerada a convecção entre as supelificies do 
coletor e o ambiente e o correspondente coeficiente de 
transferência de calor será considerado conhecido; 

f) será utilizado o modelo de duas bandas para a radiação 
(espectros solar e infravermelho); 

g) o meio será considerado não participante; 
h) será considerado regime permanente. 

Radioçõo Solar 

Figura I - Coletor com absorvedor aletado 

O modelo de duas bandas consiste em considerar que a 
radiação nas superficies do coletor está contida em duas faixas 
de comprimentos de onda: a primeira é o espectro solar (O a 



3Jllll) e a segunda o infravermelho (3Jllll em diante). Desta 
forma a potência emissiva total de uma superficie é: 

3J.U1! 00 

e( r)= I &seb (r)dÃ + I &;eb (r)dÃ (I) 

o 3J.U1! 

onde: E, e E; são as emissividades das superficies 
respectivamente nos espectros solar e infravermelho; t:b é a 
potência emissiva do corpo negro e T é a temperatura da 
absoluta da superficie. Além disto o modelo considera que as 
emissividades e as absortividades são iguais e constantes em 
cada uma das bandas consideradas, isto é: 

Es = as = ( const) s (2) 

E; =a; =(const); (3) 

Sabe-se, entretanto, que o Sol, considerado como um. corpo 
negro na temperatura de 6000 K, emite 98% de sua energia na 
faixa de O a 3Jllll e que um corpo negro na faixa de temperaturas 
de operação do coletor emitirá 99,8% de energia radiante na 
faixa acima de 3j.J.m. Vê-se, dessa forma, que a primeira integral 
da Eq. (I) é praticamente nula nas temperaturas típicas de 
operação dos coletores, pois a potência emissiva de um corpo 
negro nessas circunstâncias será muito pequena. O emprego 
deste modelo permite um tratamento mais realista dos 
problemas de radiação térmica, pois evita as hipóteses muito 
simplificadoras de superficies negras ou cinzas, revelando-se 
adequado no tratamento de superficies seletivas bastante usadas 
em coletores. Além disto as características da radiação, as quais 
foram discutidas acima, permitem o desacoplamento entre os 
espectros solar e infravermelho, facilitando a solução do 
problema, como será visto a seguir. 

A radiosidade de uma superficie é definida como o fluxo de 
energia radiante que deixa a superficie, ou seja, a soma da 
energia emitida com a refletida. Aplicado-se esta definição às 
diversas superficies do coletor (figura 2) pode-se mostrar que 
(Saboya, 1987) para o espectro solar tem-se: 

JL/D I l 
p,, "(1-c,,t f P,2dF.,, 4 .,, + f p,,dF.,,_,.,, (4) 

JL/D 

f3s2 = ( 1- Es2l I Psi dF dA 2 -> dA1 + 

f p,, dF .u,4 .u, + H l (5) 

Para o espectro infravermelho resulta: 

[

L/D 

/J;I = E;]~4(Y)+(l-G;I) I /J;2dFdA,->dAz + 

I P,,dF.,,4.,, l (6) 
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[

L/D 

/J;2 = &;2 +(1- &;2) ! /J;ldFdA 2 --.dA1 + 

f fJ,,dF.,, _,.,, l (7) 

Nas Eqs. (4), (5), (6) e (7) tem-se: 

fJ = Bj ar:= radiosidade adimensional , sendo: 

B = radiosidade, T.., =temperatura na base do coletor 
u = constante de Stcfan-Boltzmann 

H = H sol I cr r: = radiação solar adimensional 

() = Tíf.., =temperatura adimensional 
Y = y!D = coordenada adimensional na aleta 

dFdA.---> dAj =fatores de forma elementares 

O entendimento dessa simbologia é facilitado pelo exame da 
figura 2. Os índices s e i referem-se aos espectros solar e 
infravermelho, respectivamente, enquanto os índices k e j nos 
fatores de forma podem ser I, 2 ou 3 de acordo com a superficie 
em questão. 

L 

X 

A3 

D 

y 

dY 

z 
2E 

Ar=: 

LU 

I 

qR1 

qç, 

Figura 2- Nomenclatura e balanço de energia na aleta 

al 

Para o cálculo dos fatores de forma considerou-se que as 
superficies fossem alongadas, isto é, infinitas na direção 
longitudinal do aparato. As expressões para esses fatores podem 
ser encontradas cm Sparrow e Cess ( 1978) ou em Siegel e 
Howell ( 1972). 

As Eqs. ( 4 ), ( 5 ), ( 6) e (7) apresentam como incógnitas as 4 
radiosidades mais a distribuição de temperaturas, ()1(Y) na aleta. 
Para determinar o sistema, o balanço de energia no t:Jemento da 
aleta, mostrado na figura 2, fornece a equação diferencial para as 
temperaturas. Nessa figura qkl, qRI, e qc1 representam os fluxos 
locais de calor transferidos por condução, radiação e convecção, 
respectivamente. O referido balanço fornece, em termos 
adimensionais, a seguinte equação diferencial (Saboya, 1987): 



d20J(Y) = N{~(o 4(Y)-fJ )-~fJ ]+ 
dY 2 I - Iii! I zl I - li sI s I 

Mc[01(Y)-o oo ] (8) 

Na Eq. (8 ) tem-se: 

onde: k = condutividade da alcta 

hD 2 

Mc=-­
kE 

(9) 

(I O) 

onde: h é coeficiente de transferência de calor ao ambiente 
por convecção 

(II) 

onde: T"" é a temperatura do meio ambiente. 
As condições de contorno da Eq. (8) são: isolamento na 

ponta da aleta e temperatura constante e igual a Tw na sua raiz. 
Em termos matemáticos tem-se: 

Y(o) =>dO = O 
dY 

12) 

(13) 

O resultado de interesse para a análise do desempenho do 
coletor, resultante da solução do sistema mostrado acima, é a 
eficiência definida por: 

(14) 

onde QR e Qc são, respcctívamente, as taxas adimensionais de 
transferência de calor por radiação c convecção nas supcrficies 
do aparato 

MÉTODO NUMÉRICO DE SOLUÇÃQ 

O sistema íntegro-diferencial formado pelas 4 equações 
integrais e pela equação diferencial e respectivas condições de 
contorno é composto por duas partes: a primeira, formada pelas 
Eqs. ( 4) e ( 5 ), é linear e desacoplada da segunda, formada pelas 
Eqs. (6), (7) e (8). As Eqs. (4) e (5), podiam, portanto ser 
resolvidas independentemente das demais. Elas foram resolvidas 
pelo método das substituições sucessivas (Carnahan et ai. , 
1969), usando-se como método de inh:gração a regra de 
Simpson. 

A segunda parte do sistema é não linear e as equações 
integrais têm que se resolvidas juntamente com a equação 
diferencial, a qual necessita também da solução da primeira 
parte. A principal dificuldade na solução é a não linearidade no 
termo 0 4 O procedimento utilizado foi um método iterativo no 
qual se combinou as substituições sucessivas nas equações 
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integrais com uma solução por diferenças finitas na equação 
diferencial. O termo das temperaturas era linearizado por um 
desenvolvimento em série de Taylor em torno de uma estimativa 
Oc da distribuição de temperaturas. Essa estimativa era corrigida 
ao final de cada iteração até obter-se Oc = Odentro de uma certa 
tolerância especificada. Os detalhes do método numérico 
encontram-se em Saboya ( 1987). 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

A seguir serão discutidos os resultados obtidos pela solução 
numérica descrita. A figura 3 mostra a eficiência do em função 
do comprimento adimensional da aleta, U D, para diversos 
valores de Nc e os demais parâmetros especificados. O 
parâmetro Mc =O significa ausência de convecção ou, em outras 
palavras, um coletor usado no espaço, em satélites anificiais, 
por exemplo. O primeiro fato a ser notado é a influência de Nc 
na eficiência: as eficiências crescem com Nc. Isto pode ser 
explicado examinando-se o significado fisico desse parâmetro, 
que é a reíação entre as condutâncias de. radiação e as de 
condução. Valores menores de Nc indicam uma predominância 
da condução sobre a radiação nas aletas. As aletas com Nc 
menores têm, portanto, maior facilidade de conduzir calor que 
aletas com Nc maiores, mantidos os demais parâmetros do 
problema fixados, evidentemente. Maior facilidade de conduzir 
calor implica em menores variações de temperaturas ao longo 
das aletas e, consequentemente, maiores temperaturas médias do 
sistema o que resulta em maiores perdas por radiação para 
coletores com Nc menores e, portanto, menores eficiências. A 
figura 4 comprova estas conclusões. 
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--e- Nc = 0,5 

Nc = 1,0 
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UD 

Figura 3 - Eficiência do coletor em função de UD 
H=0,50; Eis!= Bs2 =0,8; &i!= &i2 = 0,2; Mc =O 
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O segundo fato a ser destacado é o comportamento da 
eficiência com U D :mm um valor constante de Nc: à medida que 



UD cresce 17 diminui até um valor mínimo. Isto se deve ao fato 
de que a temperatura média não é o único fator que determina as 
perdas por radiação do sistema. Um aumento de UD também 
ocasiona um incremento nas perdas em conseqüência do 
aumento da superficie do coletor. Por outro lado, para um 
mesmo Nc um aumento de LID resulta numa maior variação de 
temperaturas ao longo das aletas e em menores temperaturas 
médias (figura 4).Tem-se, então, dois efeitos concorrentes: 
simultaneamente um aumento de UD tende a aumentar as 
perdas em conseqüência do aumento da superficie do aparato, 
mas tende também a diminuí-las, pois leva a menores 
temperaturas médias. Para coletores com aletas "curtas" ( UD 
menores ) predomina o primeiro efeito. A figura 3 mostra que 
esse efeito predomina até o valor mínimo da eficiência, a partir 
do qual a diminuição da temperatura média toma-se cada vez 
mais importante 
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Figura 4- Temperatura média do coletor 
H =0,50; êsJ = lis2 =0,8; &i/= li;] = 0,2; Mc=O 
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Não se deve, entretanto, generalizar o efeito de Nc descrito 
anteriormente para todos os valores de H. As figuras 5 e 6 
mostram as eficiências de coletores para um valor H maior, 2,50, 
mantidos os demais parâmetros do caso da figura 3. A figura 5 
apresenta os resultados para valores de Nc mais baixos e a 
eficiência comporta-se de maneira similar à situação com 
H =0,50. Porém no caso Nc maiores ( figura 6 ) a situação 
inverte-se, aparecendo uma tendência de queda da eficiência a 
medida que Nc cresce, tendência esta acentuada com o aumento 
de U D Isto é conseqüência da incapacidade das aletas de 
distribuir mais uniformemente a energia solar incidente e a 
refletida pelas outras superficies. Esta incapacidade é causada 
pela menor condutância de condução comparada com a de 
radiação. Para níveis de H mais elevados esta incapacidade faz 
com que as distribuições de temperaturas com Nc maiores sejam 
mais elevadas do as de Nc menores. Este efeito é exemplificado 
na figura 7 na qual são mostradas as distribuições num coletor 
com UD = 4,0 para Nc = 10 e Nc = 40 com H= 2.50. Observa­
se que em praticamente toda a extensão da aleta as temperaturas 
para Nc = 40 são maiores do que para Nc =I O e que próximo à 
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raiz da aleta a diferença se acentua. A referida incapacidade da 
aleta em distribuir a energia provoca um brusco aumento das 
temperaturas para Nc = 40 próximo da base do coletor. Isto 
provoca um aumento da temperatura média do coletor e, 
consequentemente, das perdas. 
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Figura 5 - Eficiência do coletor em função de U D 
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Figura 6 Eficiência do coletor em função de UD 
H =2,50; &si ~ &,]=0,8; eu ~ li;} = 0,2; Mc =O 
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A figura 8 apresenta as eficiências em função de U D nos 
casos dos parâmetros especificados na presença de convecção 
para o ambiente. Esta figura mostra a influência do parâmetro 
Me no desempenho dos coletores. Nota-se que, apesar dos 
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efeitos desfavoráveis da convecção, o "efeito cavidade" 
(aumento de '1 com UD) ainda pode ocorrer, justificando-se 
dessa forma a utilização de coletores aletados. 

Finalmente, a tabela I apresenta uma comparação entre o 
coletor com absorvedor aletado e o coletor de colméias, 
analisado por Franca (1983). O exame da tabela mostra que não 
há uma grande queda na eficiência do sistema se for utilizado o 
coletor com aletas. Pode ser, pois, compensador do ponto vista 
econômico o emprego de aletas em substituição ás colméias, 
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tendo em vista a maior facilidade de construção do absorvedor 
aletado. 

i 
IH 

Tabela 1 -comparação entre os co1etores de absorvedores 
aletados e os de colméias 

Nc =20; &si = &,2=0,8; &;1 = &;2 = 0,2; Me = O 

Eficiência do coletor com absorvedor I Eficiência do coletor de colméias 
aletado (Franca, 1983) 

LID r LID 
1,00 ! 2,50 r 5,00 r H 1,00 2,50 i 5,00 

' 
! 

I o.60 0,426 i 0,496 r 0,553 I 0,60 0,412 0,559 ; 0,699 ' 
1 1,80 0,713 i 0,745 i 0,783 I 1,80 0,735 0,801 i 0,863 ' 

L_2,60 -- o 753 i O 783 r 0,807 r 2.60 
~?-------t-_..!__-~.-. .J-------'-- ---·-- o,784 _ _t~_L9,.,s!l~J 

CONCLUSÕES 

A aplicação do modelo de duas bandas revelou-se proveitosa 
na análise do desempt:nho de coletores com absorvedores 
aletados, pois permitiu um estudo mais realista do problema, 
possibilitando o tratamento de superficies seletivas. Os 
resultados obtidos permitiram a interpretação dos mecanismos 
que determinam as variações do desempenho do coletor em 
função dos parâmetros fisicos e geométricos dos sistemas. Deve­
se ressaltar o importante papel desempenhado pelo acoplamento 
da radiação e da condução nas aletas. Mostrou-se, ainda, que 
pode ser vantajosa a utilização de coletores com absorvedores 
aletados em substituição aos de colméia. 
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ABSTRACT 

The two band model is applied to thermal analysis of a 
finned absorber solar collector. The mathematical fommlation 
of the problem leads to a non-linear integro-differential system 
of equations which is numerically solved. The results obtained 
show that the finned ab,sorber increases lhe collector efficiency 
as consequence of the so-called "cavity effect ". · 
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RESUMEN 

Se plantea e/ diseFío, la construcción y e/ ji111cionamiento de un sistema compuesto por colectores 
solares de aire, y un túnel de bajo costa, por cuyo interior circulem carros, a contracorriente, provistos de 
bandejas que transportan e/ producto. Se plantec1 1111 balance global energético teniendo en cuenta las 
características dei producto antes y después de/ secado, la radiación solar y las co11diciones dei aire 
correspondi entes. 

OBJETIVOS 

El objetivo general de este proyecto fue obtcner una unidad 
de secado de la mayor capacidad posible rcspccto a una 
superficie dada de colectores solares, obteniendo un producto de 
gran calidad ai menor casto. 

INTRODUCCIÓN 

La conservación de los alimentos cn lresco y la 
infraestructura necesaria para grandes cantidadcs cs complcja y 
onerosa. Una altemativa válida es cl secado solar por su bajo 
casto y baja demanda de energia y por lo tanto apta para zonas 
rura!es ya que no requiere equipos de alta tecnologia. 

Con una inversión relativamente baja, este sistema posee 
varias altemativas interesantcs y mcjora notabkmcnte la calidad 
dei producto respecto ai secado ai airc libre. Existen varios 
sistemas desarrollados aptos para pequcfios productorcs y 
cooperativas que han dado excelentes resultados. En base a estas 
premisas se ha desarrollado un sistema de estas características. 

Una de las problemáticas de las instalaciones puede ser su 
casto y la poca utilización anual. Por ello cs necesario prever su 
utilización durante todo cl mio, para que económica y 
energéticamente el sistema sca adecuadamcntc amortizado. 

Para realizar esta expcriencia se eligió un terreno dei lNT/\ 
(Instituto Nacional de Tecnologia Agropecuaria) ya que alli se 
encuentra una uniüad de investigación de la producción de 
diversos productos' frutihortícolas y su~ variedades aptas para la 
deshidratación; se intcnsilica actualmente cl estudio de las 
especies aromáticas. En la tabla I se mucstran los productos 
típicos de la región y cl período cn que se cosechan. 

Ya que la distancia de San Juan ai gran centro consumidor 
que es Buenos Aires es elevada (1200 Km), el traslado en trcsco 
solo es posible en unidades rc!rigcradas de alto costo. De allí 
que e! secado es una opción más ai alcaw:c de los pequeíios 
productores, que de esta manera incrcmentan cl valor agregado 
de su producción y put:den jugar con los tiempos de la demanda. 

Este proyecto se llcvó a cabo en virtud de un trabajo 
conjunto entre c! Instituto de Mcdmica Aplicada de la 
Universidad Nacional de San Juan, cl Institui für Thenno und 
Fluid Dynamik de la Ruhr Univcrsitaet Bochum, Alemania y la 
Estación Experimental dei lNT/\ que aparta los productos y su 
experiencia ai respecto. 
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Tabla l · Tabla de posiblcs productos a dt:shidratar y sus tiempos 
de cosechas. 

Período Prouuctos 
Encro - Marw Acelga, pimientos, cspinacas. 
Febrero -Abril Uvas, manzanas. 
Abril - Mayo Puerros, aromáticas. 

Abril -Agosto Arvejas, papas, champignon. 
Julio - Agosto Acelga, espinaca. 

/\gosto - Octubre Ccbolla, puerros. 
Novicmbre - Damascos, ciruelas, duraznos, ajo, 

Diciembre judias verdes. 

El sistema se instaló cn nuestra región, cuyos parámetros 
meteorológicos se muestran en la tabla 2. 

Tabla 2: Datos de emplazamiento 

Em pia- lntcrpolación 
zamiento 

Latitud: 31,30 o Sur 
Longitud: 68,30 o Oeste 

Condi- Cont. de Región X a ire s 
ClOnes agua en cl Árida 0,008 kg/kg 

a ire 
C limá- Tempera- Vcrano Taire med. :2: 30°C 

ticas tura dei 
A ire ln viemo -5°C s Th s l5°C 

DlSENO 

Se dctenninó de acuerdo a los resultados de un anúlisis de 
expectativas de los medios locales que la capacidad diaria fuera 
de l 00 kg de producto ti·esco por dia, en un sistema modular 
posiblc de ser incrementado. 

En base a esta premisa se dimensioná la cámara de secado, 
la superlicic colectora y cl ventilador. 

El discfio de la instalación, representada en la figura l, 
consta de: a) Cúmara de secado, b) Colectores solares de aire, 



c) Carros con sus bandejas, d) Inst:daciones 1\u,ilian.:s. 

OJ 2 
CAMARA OE SECADO - I 

INS I ALACIONI S AUX ILIA~ 6 
3 COLE CT OR[\ ~ 

U SOLARES --
5 

- ---

Figura I: Esquema de la instalación 

Referencias gráficas: 

I - Colectores Solares 
2- Túnel o cámara de secado 
3 - Entrada a la cámara 
4 - YentilaJor 
5 - Entrada dei aire a los colcctorcs 
6 - Filtros dc aire 
7 - Sisrema de adquisición de datos 
8 - Computadora 
9- Carros 

1 ~ \,8 

I 
L__ -

El sistema trabaja con llujo de aire a contracmTiente 
ingresando e1 aire calicnle a la cámara Jesdc los col.:dor..:s 
impulsado por e! ventilador. 

Está prevista su recirculación total o parcial sún las 
condiciones de tcmperatura y conteniJo de agua a la saliJa de la 
cámara. 

CONSTRUCCIÓN DEL SISTEMA 

El secaJero fuc construiJo en terrcnos dei INTA (San Juan) 
y su diseilo definitivo se adaptó a las dimensioncs comerciales 
de los materialcs y de sus costas, de modo tal de racionalizar sus 
usos y economizar los recursos naturalcs. 

CÁMARA DE SECADO 

La cámara dc secado fue construída en aJohc por las 
excelentes condiciones de in.:rcia ténnica, precio y lttcilidaJ 
tecnológica. La base fue realizada cn ladrillos acentados sobre 
un lecho de arena con dos canaldas confonnadas con un perlil 
de chapa para el desplazamicnto Je los carros. 

La cara superior se resolvió con doble tccho de caiias con 
una cámara rellcna de vegetal se.:o como aislante ténnico. 

Las dos puertas de madera ubicadas en los cxtremos son d.: 
doble contacto. 

COLECTORES 

Sc utilizan colectores planos de aire, de alta elicicnci<t. Son 
construidos de chapa galvanizada y la placa absorhentc pintada 
con pintura negra selectiva. El vidrio superiores tamhién d..: alta 
calidad con bajo contenido en hieno. 

CARROS Y BANDEJAS 
Se detenninó que los carTos dehían cumplir las siguientes 
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condiciom:s d..: disei'ío: 
• Aj Llstars.: a las dimension..:s de la cúmara y a la capacidad 

producti v a planteada. 
• Ser econúmiws, s.:ncillos y livianos. 
• lkhian s..:r aptos para unirs.: unos con otros conlànnando una 

cspeci..: d..: "trcn" para t:tcilitar su dcsplazamiento conjunto. 
• Dehian ser desannables y d.: l~cil limpieza. 

Sus dimensiones son d.: (I ' I ' I ,20) m, divididos en dos 
part.:s para portar 8 band.:jas de cada lado, alt.:madas para 
pennitir .:1 paso dd air.: . 

Se .:onstruyeron I O .:arras con 16 bandejas constituídas 

.:stas últimas por un marco d.: ( 100 ' 50) cm de hicrro ~6 con 
tela mosquitera plústica qu.: p.:nnite .:I paso dei aire. 

!NSTAI .ACI< lNES A UXU.!ARES 

Tien.:n por obj.:to vincular las distintas partes y aportar los 
dem.:ntos n.:•:esarios para .:I funcionamiento: 

a) Ventilador: Es 1111 ventilador mtativo, c.:ntrífugo de I ,5 Hp 
qu.: puede trabapr en 5 vclociJaJes Jistintas. Este rue calculado 
.:n funciún dei caudalneccsario. 
b) ConJudos: Los conductos que uncn la dnnara con los 
wlcctores son d.: dwpas galvanizadas aisladas por su parte 
.:'terior de JO .:m d.: diúmetro . 
.:) Caja Je filtros: Se wnsiderú que la indusión d.: la caja de 
liltros era indispcnsablc para prever un bucn funcionamiento de 
la instalación y la no contaminación dei producto por polvo, 
p.:los de roedor.:s y otras parlículas que se puJieran encontrar en 
suspensiún en e! aire. Se trata de una caja de (50' 50 x 70) cm, 
también Je chapa galvanizaJa con una tapa de acceso para e! 
wntrol y limpieza Je los liltros. Consta de 2 sistemas de filtros: 
.:I prin"-'o de tipo anwso .:on una chapa vertical que actúa como 
Jelkctor y una hand.:ja d.: m:eit.: (para rdcner las partículas 
p.:sadas). El segundo tiltro consta d.: una supcrlici.: de tieltro 
dispu.:sta en zigzag çalculada para d caudal d..: l1ujo cuya 
función .:s la J-~ Jd.:n..:r las partículas mús tinas y livianas. 
J) C..:ntro d.: toma de datos: Se dispuso cn una casilla rodante, 
aislada t..:nni.:ament.:, Llll sistema de adquisición de datas y una 
computaJora conectada almismo que p..:nnite procesar los datas 
r..:cibidos de los sensores. Los sensores se ubicaron en diversos 
puntos estratl:giws dei sistema y en un carro testigo que se 
desplaza cn el interior de la dunara. Se tomaron mcdiciones de 
temperatura y humedad~ con un solarímdro extemo se midió la 
radiaciún y se tmnaron medicion.:s dei peso dei proJucto antes y 
después dei proc.:so. También se midió la velocidaJ dei aire en 
Jistintos puntos en fonna manual y .:n distintas condiciones de 
trabajo. En este nwmento se instrumenta una cclda de carga en 
d cano kstigo para meJiciones dc peso instantánea "on lo que 
se obtendrún las cun·as características dd proceso de secado de 
los distintos productos para proc..:Jer ai control automático de la 
instalaciún . 

l·lJNCI<lNAMIENTO 

a) Funcionamiento dd sistcma con e! túnel sin carga: Durante 2 
m..:ses sc ensayó el sist.:ma sin producto alguno, c! objetivo fue 
obs.:rvar d comportamicnto general dei aire dctenninando las 
pérdiJas producidas y cl rendimiento ténnico dei sistema. 
b) Fuw.:ionamiento dd sistema con carga, con recirculación 
parcial, total o renovaciún complda: Se ensayaron Jiversos 
prodlll:tos en las vari.:dades óptimas para ser deshidratadas, por 
ej.:mplo: pimientos, ajos, orégano, hongos, zanahorias, verduras 



de hajas verdes, aceittmas, dwnascos, manzanas, uvas, semillas 
y otros. Se ensayaron di!Cn.:ntes tipos dç exposición y 
distribución dei producto en las bwtdl!jas, como así también 
diferentes tipos de cortes y pretratamiçntos (lavado, dipping oíl, 
anhídrido sulfuroso, etc.), obteniéndose productos de muy buena 
calidad en las características organolépticas o sça en los aromas, 
colores, saborçs y texturas. 

BALANCE GLOBAL 

Careciendo en el momento de la cinética de! proceso en 
nuestras condiciones de trabajo, se comenzó realizando un 
balance global como procedimiento de cálculo para obtçnçr un 
dimensionamiento adecuado. 

Las experiencias realizadas pçnnitl!n, posteriomtcntç, 
verificar las prçmisas de disd'lo. 

Si tenemos en cuenta que un parra! de una hectárca dt: 
rendimiento media bajo pucdc producir 15.000 kg de uvas por 
alio, secándolo en e! período anterionncntc mencionado, cs 
posible deshidratar una producción diaria de I 00 kg/día. 

El módulo construído fuç calculado çntonccs en base a la 
producción de una hectárca dd producto típico sanjuanino; d 
resto de! ru1o se puede usar la instalación para oiros productos. 

De la capacidad seleccionada de I 00 kg de produclo fresco 
por día surge que la cantidad de agua típica a evaporar (Mag), 
teniendo eu cuçnta las condiciones iniciales y !inales dd 
prod ucto sçrá: 

Mag = Cantidad de agua a çvaporar. 
Mp = Masa dei producto en base húmcda. 
Xe = Cru1tidad de agua inicial [fracción molar] . 
Xs = Cruttidad de agua tina! [frucción molar] . 

Y elllujo músico instantánço de agua çvaporada será: 

= 
Mp (Xe- XEi 

(1 - ~ o 9 o 3600 

(I) 

(2) 

Con una cantidad dç masa seca Xp de alrçdçdor dd 15 % 
de! producto fresco, da un contenido de agua inicial [basç 
húmeda Xe = (I - Xp )] alrcJçdor de 0 ,!!5 kg/kg= 85 kg de agua 
contenida en los 100 kg de producto fn.:sco; de estos 85 kg no se 
retinm todos, sino que se deja un rçsto de agua cn d producto 
dcshidratado lin~l de alredcdor dei 14 %, cn 9 horas de 
radiación solar útil. 

n1ag = 0,0026 kg IS 

Se tuvo cn cuenta que la temperatura múxima de salida de 
los colectores no debe nunca superar los 70 oc para evitar 
deterioras organolépticos cn los productos. l{ecordemos lambi..:n 
que la ecuación general de rendimieuto es: 

= 
ma o Cr:a (~T) 

I o A 

llc = Rendimiento dei colector. 

(3) 
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rn a = Flujo músico de aire. 

Cpa = Calor especílico dei aire. 

sr = lncrt:mento de temperatura entre la temperatura media dei 
colector y temperatura ambiente. 

I = Radiación media. 
A = Area colectora. 

La temperatura de salida dei aire de los colectores estará 
en función de la temperatura ambiente, de la radiación solar y 
dei rendimiento de los colectores seleccionados por la ccuación : 

llc o I o A 
Te:: + o 

rns::a o Cr:a 

Tsc = Temperatura a la salida dei colector. 
Toe = Temperatura a la entrada dei colector. 
m,c, = Flujo músico a la salida dei colector. 

CONSUMO ENERGÉTICO Y OPTIMIZACIÓN 

(4) 

Los coeticientes de transporte de calor y matçria no son 
conocidos para el proceso de secado solar por lo que 
consideramos un producto ideal, signiticando que el transporte 
de calor y materia en su interior es constante ya que cl objetivo 
es ah:anzar el estado de funcionamiçnto energético óptimo de la 
instalación. 

Dados estos condicionamientos para e! desarrollo dei 
trabajo, se tomaron las siguientes premisas: 

o La temperatura inicial dei producto es igual a la dei ambiente 
(Th). 

(5) 

o La capacidad calorílica de la cámara es dcspreciable. 
o El secado sucede adiabáticamente o sea sin pérdida de calor en 

elmcdio ambi ente. 
• La potencia mecúniw dei funcionamicnto es haja . 
o El producto no es higroscópica. 
o LI calor ..:n el intercambio de matcria se considera ideal. 

En el esquema de la figura 2 se utilizan los siguientes 
parúmctros: 

- Enln.&da: (e) 
- Recirculación: (r) 
- Entrada a colector: ( ec) 
- Colector: (c) 
- Salida de colector: (se) 
-Entrada a s..:cadero: (es) 
- Sccad..:ro: ( s) 
- Salida de secadero: (ss) 
-Sal ida dei sistema: (ssy) 

Bajo estas premisas se calcula d consumo energético con 
los siguientes t..:nninos: 

El contenido de Entalpía dd vapor de agua es: 
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El calor sensible dei vapor de agua para elevarlo desde la 
temperatura ambiente a Ia temperatura de sal ida dei secadero es: 

Ma:J · Cp.r (Te:; - Th) 

r 

, - - -----1 
se~ t~ 

,- . 
I 

I 
I (- c ­
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Figura 2: Funcionamiento de! sistema 

E! calor sensible dei aire par;1 ekvarlo Je tcmpemtltra ambiente 
a temperatura de sa l ida de colectores: 

Ma· Cr:a(Tss- Ta) 

Con la cantidad de aire necesaria para secado_ 

(6) Ma 
Ma:J 

= 
(Xe:; - Xes) 

Con M, se puede obtener cl consumo energético (JepenJiente de 
Ia cantidad de agua). 

(7) q 
Ma 

~ Hv + (-- Cp:1 + Cpv) (Te:;- Th) 
Ma:J 

q 
c 

~ Hv + ( IB + Cpv) {Ts_, - Th) (8) 
(Xs_,- Xd 

= 

Así se puede calcular "q" cn fun ción de: la tempc:ratura de 
salida de la câmara y la humedaJ rcbtiva de la dunara _ 

PARÁMETROS DEL SISTEMA 

Temperatura Múxima Je Funcionamiento _ Nivel Je 
Temperatura cn e! Colector. a) Temperatura: La tc:mpcratura dei 
producto seco no pucde superar los 65°C pucs la materia se ve 
afectada en sus características organolépticas; por encima Je 
esas temperaturas disminuye su calidaJ. Por ello la superlicie 
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total dei colector debe ser tal que a su salida e! aire no supere 
los 70 oc_ 
b) Flujo músico de aire: Se debe considerar el tlujo másico de 
aire en los coledores para una temperatura ambiente máxima de 
35 oc = JOX K bajo las siguientes suposiciones: 

Tec = Th = 30X K Sin recin;ulación_ 
I = \100 w/m2 

T]cl = 63% 

T]c2 ha sido seleccionado por medio de un esttidio comparativo 
con otros tipos de colectores y en función de Ia temperatura, 
humedad relativa, radiación solar y coeliciente de transmitancia­
absortancia, según la gráfica de figura 3, donde Iam es la 
temperatura media de! colector y Th es la temperatura ambiente_ 

;? l i ll' 
l• 
- \ j , -; '-... 

' ' - -
C"• ' 

j- I ) t 'Í\ "-, 
li 4t \ 

i 
iJc 1 

l 
j 

' -. 

C c l 
I J J JL-t ~ -+ ~ ++ +-t- -t+t-·H+t-+ t--t-1- -1--t+-t-+-H-t-++-++-t-+~ 

ii IIII il l l -1 il l ] f -: (1[ 2 0. [6 
· : ' "' ' Ti , •! i [ '' f~ r~2/'WJ 

Figura 3: RenJimiento de colectores 

BALANCE ENERGt:'riCO 

Se p11eJe cah.:ular e! consumo energético dt: una instalación 
de secado en función de la cantidad de vapor de agua, la 
h:mperatura de funcionamiento apropiada y la humeJad relativa 
en la ~:[unara. 

l'RECISIONES DEL MODELO 

- Temperatura de entrada -h = 298 K 
- Temperatura de salida de! secad.:ro, 

de! aire l ssa = 307 K 
- Contenido ini~:ial Je agua en el aire Xec, = 0,008 kg/kg 
- llumeJad relativa a la saliJa 

Jel secadero <l>ssa = 65 % 
- Cont. de agua dei aire a la salida x,.. = 0,02229 kg/kg 

- 1-' lujo músiw Je agua m ãJ = 0,0026 kg/s 

- l'roducto sew m f6 = 14 kg/día 

- Capacidad t.:aloríliça dei producto seco Cps = I ,2 kJ/kg K 
- Nivd de Temperatura T,,l'- Tep = 35 K 

Flujo músiw de <ure ma=O,I&2kg/s 



ma = 
(Xs:a- Xe.:a) (9) 

ma = O, 182Kg I seg 

q q aire + q vap:r + q rrasa EH:: a+ q cg..a (lO) 

q 

Xe:;(Ó H\e + Cp 0 · Te::a)) + 

+ ffip> M~ · CpfE(Tg:p- Th)+ 

+ mE!;E" Cpp(Xg:p · Tg:p- Xe:p · Th) (II) 

Se considera un régimen estacionario por lo tanto el llujo de 
calor extraído será: 

qaire = 1,65 kw 

q vap:r = 6,69 kw 

qrrasaEB::a = 0,023 kw 

q =-O 18 kw cg..a ' 

q =8,18kw 

y el consumo de calor diario 

Q 9·q ( 12) 

Q = 73,62 kwh/día 

Este valor de Q es usado en el predlculo de los cokl;tores. 

COLECTORES 

Un cálculo exacto de la superlicie colectora necesaria 
requiere de una simulación más exacta de la instalación que 
depende en su demanda energ~tica de una descripción fi sica · 
matemática de! consumo y dei producto. Esta <kscripción, debe 
partir de la base dei balance energético y dei posible estado de 
humedad dei aire por lo que es ncccsario hacer un precálculo de 

la supcrticie colectora necesaria. 
El sistema de secado es considerado un sistema abierto. 

Esto significa que cl aire ambiente es calentado cn los ~olectores 
que t'um;ionarún con una temperatura de sal ida constante a pesar 
de que depende de la radiación y de las características dei 

colc~:tor wn un grado de rendimiento de 47% < llc < 67 %. 
El n.:ndimiento es obtenido wmo función de la radiación 

dependientc dei tiempo diario (la fecha). Para la detenninación 
dei n:ndimiento de utilización diaria se llevó a cabo mm 
integwción sobre d día promedio. Como expresión dei día solar 
aparece Llll dia signifícativo con el valor máximo de radiación de 
900 w/m2

, la orientación dei colector (45 o N) dará la máxima 
diciem.:ia. Con el programa TRANSYS se detenninó w1a 
superticie colectora de 20 m2 

ÇSTUDIOS Y EXPEJ{IENCIAS REALI/ADAS 
Se estudiaron en el laboratorio de Bochum los coeficientes 

de transporte de calor y materia para cl secado de frutos, 
realizando una simulación dei proceso . En San Juan se construyó 
d prototipo ensayando diversos productos con óptimos 
resultados. 

El secado de la uva, para la claboración de pasas, es 
importante y mereció llll tratamiento especial. 

Debido a una capa de cera llamada pruina que contiene la 
uva en su supertic1e extema, cl proceso de secado es bastante 
lento en comparación con otros productos frutihortícolas. 

Se '.!xperimentó con un prctratamiento denominado 
"dipping oil", que consiste en sumergir la uva en una solución de 
oleato de ..:tilo y carbonato de potasio , a 40 °C, no más de tre~ 
minutos. Con este prm.:edimiento la velocidad de secado se 
uH..:rementa aproximadamente ll!l 40 %. Esta opción queda a 
t.:riterio dei productor ya que se incrementan los costos de 
producción y la mano de obra. · 
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Con rcspecto ai método tradicional , extendiendo la uva 
sobre grava ai aire libre, aparte de la p~rdida de calidad, se 
obtuvo un 40 % de disminución en el tiempo de secado. 

Para mejorar la productividad se coloca un ventilador 
adi~:ional en la cámara de secado para aumentar la velocidad dei 
aire y llegar ai menos ai valor mínimo de I m/s, ya que con la 
cúmara cm·gada la velocidad se reducía a 0,4 m/s. 

La duraçión dei proceso de secado depende también en este 
caso de la ~poca dei afio en que se n:alice (función directa de la 
radiación solar). La vendimia comúnmcnte comienza en el mes 
de kbn:ro y tennina cn abril. Las cxperiencias n:alizadas en 
abril (o sea el mcs mús desfavorablc) sin pretratamiento, 
dt:moraron un total de 20 días para cl proceso completo. 

l'osterionnentc se r<.:alizaron cxperiencias con otros 
productos manzanas, ciruelas, pimientos, etc. con excelentes 
resul lados. 

1\dualmente y dcbido a su gran demanda, realizamos 
ensayos con aromúticas obtcniendo cn 2 o 3 días productos 
Jese~;ados de gran calidad, ya que las temperaturas dei aire no 
pasaron nunca, en esta ~poca ÍllVemal, ]OS 6() °C. 

CONSII )ERJ\CIUNES ECONOMICAS 

El custo de la instalación de este prototi~o (colectores e 
instalacion..:s auxiliures: ventiladores, conductos, cables, etc.) es 
de aproximadamente de U$S 500 por m2 de colectores, con una 
vida útil de 20 afios. 

EI costo de la cúmara, canos y bandejas no es muy elevado 
ya que para su construcción no se necesita mano de obra 
especializada y los matcriales puedcn variar sún la zona. 

La amortiza..:ión de los mi smos se disminuye con oiros usos 
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como lo son depósito, transporte y estivaje de productos. 
El costo operativo por unidad de producto deshidratado es 

bajo y similar ai dei secado tradicional al sol. El costa de energía 
eléctrica se reduce al consumo dei ventilador ck..:trico. 

CONCLUSIONES 

El sistema respondió perfectamente a las expectativas de 
diseiio en cuanto a la calidad de! producto (textura y calor muy 
aceptables) y casto de funcionamiento . 

El funcionamiento de! equipo es muy scncillo: las 
regulacioncs para recircular c! aire, los cambias de vclocidad dd 
ventilador y e! movimicnto de los cmTos se comprcnden y 
aplican muy fácilmente. 

Por su tamaiio y costo se adapta a un productor mediano o 
a varios pequefíos productor.:s nuckados, por ej.:mpfo, en una 
cooperativa. A parte de uva, se deshidrultn actualm..:ntc utros 
productos como plantas aromúticas d<.: gran auge en .:sta zona . 

Diversos productorcs de la zona se accrcan a la Eslación 
Experimental de! INTA a cutnprobar c! funcionamiento dd 
sistema. La Univcrsidad transli.:re continuamente estos 
proyectos a la comunidad. Esta acttvidad, conjunt<Hnenlc con un 
adecuadq s.::guimicnlo, es fundamental para el .:xito tina! de un 
proyecto. Se pudo también comprobar que la participación <.:n 
esta etapa de personal especializado (extensionistas dd INT/\ y 
sociólogos) fue de gran imporlancia. 
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ABSTR/\CT 

This project prcsents the dcsign, construction and operation 
of a system consisting of 20 m2 of air solar collectors and a 
ttumel, through which carriagcs containing the product, move 
against the tlow of air. Therc is an ovcrall energy balm1ce 
bdwc..:n thc proJuct, solar radiation and air conditions. 
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RESUMO 

Este trabalho descreve uma metodologia desenvolvida para tratamento ~statístico dos dados solarimétricos 
através de processos que detenninam, cm um período mínimo de dez anos, meses padrões c seqüências de 
radiação diária. Estão incluídos também, métodos de estimativa da radiação global, direta e difusa nos planos 
horizontal e inclinado, introduzindo mudanças na base temporal. A metodologia pode ser utilizada em 
qualquer região do país, necessitando apenas da infonnação do número de horas de insolação diário em 
média mensal da localidade cm questão. Uma aplicação do modelo é desenvolvida para o dimensionamento 
de uma instalação solar fotovoltaica isolada com annazenamento de energia. 

INTRODUÇÃO 

O aproveitamento racional da energia solar no sentido 
de produzir instalações bem dimensionadas só é possível a partir 
do conhecimento da distribuição espacial e temporal do recurso 
solar, isto é, da radiação que incide sobre a superficie da Terra 
na região de interesse. 

Historicamente, no campo da meteorologia, pouca 
importância é dada à precisão e detenninação de tal distribuição, 
pois durante toda a década de 60 e grande parte de 70 a 
principal finalidade das estações meteorológicas era o 
fornecimento de infonnações para o setor agrícola e ainda a 
monitoração das condições ambientais em zonas urbanas.No que 
diz respeito à solarirnetria apenas eram feitas medidas de horas 
de brilho solar através dos equipamentos denominados 
heliógrafos e em algumas poucas estações eram feitas medidas 
da radiação global através dos actinógralos, que possuem erros 
sistemáticos da ordem de 15 a 20o/o- [Lyra et ai - 1993]. No 
fmal dos anos 70 e meados de 80, com o surgimento de grupos 
de estudos meteorológicos, pesquisas e projetos em energia solar 
e, sobretudo, o interesse por parte do setor elétrico, como 
CEMIG, CHESF e CESP, tornou-se possível a implantação do 
projeto da Rede Soalrimétrica Nacional juntamente com o 
Centro Nacional de Radiação, desenvolvidos pelo Instituto 
Nacional de Meteorologia (INEMET). 

Atualmente, existem no Brasil cerca de 162 estações, 
no entanto, apenas 20 fazem medidas da radiação solar global, 
sendo que o único dado solarimétrico disponível em todas elas é 
o número de horas de insolação. 

Apesar de todo o esforço realizado nesses últimos 20 
anos no âmbito da solarimetria o cenário aluai ainda é bastante 
precário. Os dados não são suficientes para as atividades que 
visam aproveitar a energia solar, não são processados e 
publicados e, principalmente, não são dados consolidados. Isto 
se deve ao custo elevado dos instmmentos instalados, aos 
problemas operacionais e, especialmente à ausência de uma 
política sistemática 1que possa dar continuidade ao programa e 

1 Atual : CEPEU COPPE 
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manter o Centro Nacional de Radiação cm funcionamento 
adequado. 

Diante de tais làtores, a metodologia proposta 
estabelece uma contribuição significativa dentro do contexto da 
utilização da energia solar no Brasil, no sentido de melhorar a 
qualidade dos dados medidos e ainda estimar aqukles não 
disponíveis e necessários para o dimensionamento das 
instalações solares. 

METODOLOGIA 

O período pesquisado compreende dez anos de 
medição ininterrupta ( 1984 a 1993) do número de horas de 
in'solação e radiação global diária no plano horizontal em Belo 
Horizonte, MG. Estes dados foram fornecidos pelo INEMET 

É importante ressaltar que os dados experimentais 
utilizados neste trabalho foram fundamentais para o 
desenvolvimento e validação da metodologia, devendo ficar 
sempre claro que para a implementação do modelo apresentado, 
é suficiente o prévio conhecimento do número de horas de 
insolação em média mensal da localidade, como està descrito a 
partir do tópico sobre Estimativa da Radiação Global. 

Devido ao procedimento repetitivo de toda a 
metodologia para cada mês do ano, escolhemos a título de 
exemplo, o mês de dezembro por ser considerado crítico em 
Belo Horizonte, já que possui o menor número de horas de 
insolação em média durante o ano. 

Consolidação dos Dados Solarirnétricos 

Como as estações meteorológicas nem sempre contam 
com equipamentos precisos e calibrados, há necessidade da 
consolidação dos dados medidos, ou seja, da eliminação 
daqueles considerados duvidosos ou não consistentes. Dessa 
tonna, para os dez anos em questão, estuda-se cada mês 
separadamente a fim de analisar o comportamento das curvas de 
radiação solar comparativamente ao número de horas de 
insolação. 
Para tal, a consolidação dos dados é obtida utilizando a 
combinação das curvas de radiação global e número de horas de 

' I i · 

!. I 



f! ; i 

n. 

i\ I! 
·\' · li ·, 

ii< L, ,, 
'ii 
! 
i< • 

I 
i• . 

i 

ii:1 

insolação, desde que estas devem apresentar comportamentos 
similares, ao longo do período de medição. 
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Figura I -Número de horas de insolação e radiação global em 
média mensal medidos em dezembro no periodo 1984/93 em 

Belo Horizonte, MG. 

Uma análise da figura 1 mostra que nos últimos três 
anos a radiação global em Belo Horizonte diminuiu 
consideravelmente Este comportamento não poderia ser 
explicado quando confrontado com dados referentes ao número 
de horas de insolação do mesmo periodo. Após wna visita à 
estação meteorológica, onde pudemos comprovar o estado critico 
de conservação do piranômetro, que não é calibrado há 4 anos, 
decidimos pela eliminação dos dados de radiação global dos 
anos 1991 a 1993 do periodo em estudo. Enquanto que as 
medidas do número de horas de insolação se apresentaram 
consistentes, não sendo necessário a eliminação de nenhwn 
periodo. Este comportamento apresentou-se semelhante para 
todos os meses do ano. 

Estimativa da Radiação Global Diária Média Mensal no Plano 
Horizontal 

Antes de inicializar a análise estatística dos dados 
solarimétricos é importante que se conheça a radiação global 
diária média mensal que juntamente com as medidas 
experimentais do número de horas de insolação, se tomam 
fundamentais para o desenvolvimento dos itens seguiltes da 
metodologia. 

Existem modelos clássicos que vem sendo 
tradicionalmente utilizados com bastante freqüência para 
estimar a radiação global diária média mensal no plano 
horizontal a partir da fórmula modificada de Àngstrom : 

H n 
==a+ b = (I) 
H 0 N 

onde, H é a radiação global diária média mensal, H o a 

radiação extraterrestre diária média mensal, n o número de 

horas de insolação diário média mensal, N o número teórico de 
horas de insolação em média mensal e a e b constantes 
empíricas que dependem da localidade e da estação do ano. 

Após estudo comparativo entre os diversos modelos 
clássicos, optamos pela formulação proposta por Samuel ll 991] 
que determinou, para as condições climatológicas de Sri Lanka, 
as constantes empíricas apresentadas nas equações (2) e (3): 
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a o -0,14 + uo( ~) -0,82 (~r (2) 

b o 1,32 _ 2 .•• ( ~J + 2,24( ~r (3) 

A figura 2 mostra o gráfico de comparação entre 
métodos de estimativa da radiação global calculados para Belo 
Horizonte, destacando Samuel, cujo modelo apresentou erro 
relativo de 2,9%, enquanto Frerc[Samuel, 19911 e Bennett 
[1965] apresentaram erros cerca de 4,0% c 6,5% 
respeclivan1ente. Justificando, assim, a utilização do modelo no 
desenvolvimento do trabalho. 
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Figura 2- Comparação entre modelos de estimativa da radiação 
global diária média mensal no plano horizontal em Belo 

Horizonte, MG. 

Tratamento Estatístico dos Dados Solarimétricos 

Este tópico apresenta os procedimentos estatísticos 
que definem, em um período cronológico mínimo de dez anos, 
meses padrÕes e scqüências sintéticas de radiação diária, 
estabelecendo, assim, o ano típico para a localidade em estudo. 

Os meses padrões, basicamente, são definidos em 
função da maior freqüência c menor desvio percentual em 
relação à média do periodo em análise. A seqüência sintética de 
radiação diária é obtida baseada em fundamentos de processos 
estocásticos através da utilização de wna biblioteca das matrizes 
de transição de Markov, proposta por Aguiar et a/[1988). 

Meses Padrões. O procedin1ento está baseado no 
modelo desenvolvido por Tavares [1976], que utiliza a 
concepção de ano padrão e estabelece critérios para sua escolha, 
tendo como dados de estudo as precipitações ocorridas em 
Campinas SP, durante wn periodo de dez anos. 

De acordo com o modelo, os dados mensais de 
precipitação são agrupados em periodos trimestrais que 
correspondem às estações do ano. No pre~nte trabalho, 
tratamos os dados solarimétricos onde verificamos a necessidade 
do periodo de análise ser em wna base temporal menor, já que 
existem grandes variações em relação aos meses do ano, 
justicando, assim, sua adaptação para mês padrão. 

Entende-se que o mês padrão é aquele em que a 
distribuição do número de horas de insolação mensal e radiação 
global mensal de wn determinado lugar é semelhante à 



distribuição do número de horas de insolação média e radiação 
global média, obtidos através de vários anos para esse local, 
sobretudo, levando cm consideração a maior freqüência em que 
ocorreram durante o período. 

Para exemplificar o desenvolvimento da metodologia, 
após o agrupamento dos dados, calcula-se a média fmal referente 
ao período e desvio percentual de cada ano em relação ao dado 
médio final obtido, como apresentado na tabela I. 

A tendência inicial seria, de acordo com a tabela I, 
considerar como padrão o período cujo desvio mais se aproxima 
de zero. Entretanto, devido ao próprio conceito de mês padrão, é 
ainda fundamental calcularmos a freqüência na qual os anos 
ocorrem para aquele detenninado período. Diant~ deste fato, 
utilizamos o processo estatístico denominado Análise 
Hierárquica por Pares Recíprocos o qual, através da construção 
de matrizes de distância, estabelece a junção de dois 
agrupamentos do período numa certa etapa produzindo um dos 
agrupamentos da etapa posterior. Em cada etapa procura-se 
fundir grupos que tenham a menor distância entre si. Para a 
deíinição dessa distância entre os grupos utiliza-se o Método da 
Centráide, pois, dentre as técnicas hierárquicas é considerado o 
processo mais direto, substituindo cada fusão de objetos em um 
único ponto representado pelas coordenadas de seu centro. 
Para a construção das matrizes de distância é necessário detinir 
um coeficiente de similaridade que quantifique a proximidade 
entre grupos. Seguindo o conceito usual de distância, utilizamos 
a formulação da distância euclideana, a saber: 

I 

d=[(z1(84)-Z1(8s)t +(Z2(84)-z2(ss)t] 
2 

(4) 

onde, Zi(*) indica o valor da variável para o ponto em questão. 
O tínal da Análise Hierárquica fornece elementos para 

a construção do dendrograma ou árvore de ligação, como 
apresentado na figura 3, sendo possível observar os 
agrupamentos dos anos considerados, bem como o nível de 
similaridade em que foram estabelecidos. 

Tabela I - Número de horas de insolação, radiação global média 
mensal e desvios percentuais do mês de dezembro, referentes ao 
período de I 984/93 em Belo Horizonte, MG. 

Período 
11 H Desvio% Desvio% 

- -
(h} (MJ!nl) n H 

84 4,55 15,88 -9,58 -5,34 

85 5,15 17,21 3,18 2,82 

86 3,73 13,66 -33 ,67 -22,49 

87 4,35 15,38 -14,67 -8,74 

88 5,69 18,25 12,37 8,35 

89 5,04 16,98 1,07 1,51 

90 6,55 19,69 23,88 15,03 

91 5,12 17,15 2,62 2,47 

92 5,07 17,05 1,66 1,88 

93 4,61 16,02 -8,16 -4,40 

Média 4,99 16,73 
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Uma análise da figura 3 mostra que o maior nível de 
similaridade ou menor distância, ocorre com os agrupamentos 
1985/1991 e 1989/1992, atestando o fato de que esses quatro 
anos têm uma ocorrência mais freqüente em dezembro. Dentre 
eles a opção é 1989, que na tabela I se apresentou mais próximo 
da média, ficando 1992, 1991 e 1985 como opções seguintes, 
respectivamente. 
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Figura 3 -Árvore de ligação construída a a partir das variáveis 
solarimétricas - número de horas de insolação c radiação global -

do mês de dezembro no período 1984/93, em Belo Horizonte, 
MG. 

Seqüência Sintética de Radiação Diária. Quando 
tratamos do arnmzenamento da energia solar, torna-se 
fundamental o conhecimento do número de dias consecutivos em 
que a insolação é baixa, ou seja, os dias nos quais a energia 
recebida não é suficiente para suprir a demanda. 
Aguia: et a/ desenvolveram um método capaz de gerar 
seqüências sintéticas de radiação diária utilizando uma 
biblioteca das matrizes de transição de Markov, de primeira 
ordem. A proposta foi desenvolvida e validada para Lisboa e em 
seguida testada nos Estados Unidos obtendo resultados 
consistentes. Para tal, o dado de entrada necessário é o indice de 

claridade KT, defmido como a razão entre a radiação global H 
e a radiação extraterrestre H 0 . As 1 O matrizes selecionadas da 

biblioteca de acordo com intervalos preestabelecidos de K T , 

são· utilizadas na metodologia e testadas para os meses padrões 
determinados. 

Para garantir a qualidade dos resultados é 
fundamental que as médias mensats do índice de claridade 
utilizados como dado de entrada sejam suficientemente 

próximas das médias geradas. Neste trabalho utili~éjffiOS K r 
obtido a partir dos valores estimados da radiação global diária 
média mensal, assim: 

K T sintético = K r simulado 

A figura 4 estabelece uma comparação entre as curvas 
da seqüência experimental e seqüência sintética. Nosso objetivo 
é que a seqüência sintética seja capaz de prever corretamente o 
número de dias consecutivos de baixa insolação, visto que, os 
dias nos quais a seqüência ocorre durante o mês. não é relevante 
na comparação. 
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Figura 4 - Seqüências sintética e observada do índice 
de claridade para dezembro padrão em Belo Horizonte, MG. 

Kr (sintético)= 041 

K r (simulado)= 0.41 

K r (observado)= 0.42 

Analisando as curvas para valores baixos do índice de 
claridade em dezembro, obtém-se: 

Kr < 0,30 ~seqüência experimental : 6 dias consecutivos 
seqüência sintética : 6 dias consecutivos 

Kr < 0,20 ~seqüência experimental : 5 dias consecutivos 
seqüência sintética: 5 dias consecutivos 

Estimativa das componentes direta e difusa da radiação ·global 
nos planos horizontal e inclinado 

Para a grande maioria dos projetas solares, os dados 
estimados no plano horizontal são insuficientes para o 
dimensionamento das instalações. Além de ser necessário a 
obtenção da radiação em intervalos de tempo menores, é 
fundamental estimá-la quando incidente em superfícies 
inclinadas, ou seja, no plano de abertura do equipamento. 

Para isto, existem modelos clássicos disponíveis na 
literatura que decompõem a radiação global em direta e difusa 
na base temporal diária média mensal; e em seguida, as 
componentes são convertidas para a base horária sendo 
finalmente possível a determinação da radiação global horária 
em superfícies inclinadas. 

Média mensal, no plano horizontal A componente 

difusa é obtida a parlir da radiação glol;ml H e índice de 

claridade K r , utilizando o modelo de Liu e Jordan, dado pela 
equação 5. 

~ = 1,390-4,027(Kr)+5,53~Krr -3,10~Krr (5) 

Os modelos clássicos para estimar a radiação difusa 
foram testados por Pereira [1993] em Januária MG, no período 
referente a 1990/1993, a partir dos dados medidos na estação 
meteorológica pertencente à CEMIG. Isto foi feito devido a falta 
de medidas das componentes da radiação global em Belo 
Horizonte. A figura 5 mostra o gráfico de colunas para 
comparação dos resultados. 
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Figura 5 - Modelos de estimativa da radiação difusa 
diária média mensal no plano horizontal para o período 

1990/1993 em Januária, MG 

O modelo de Liu e Jordan foi utilizado no trabalho por 
ter apresentado o menor erro relativo médio - 10,4% - enquanto 
Erbs e Coiiares!Rahl apresentaram erros na faixa de II ,3% e 
13,3%, respectivamente. 

Média horária no plano horizontal. Nesta etapa os 
modelos utilizados não puderam ser validados, já que não 
existem no país medidas suficientes de dados na base temporal 
horária . O critério de escolha baseou-se na indicação feita pela 
literatura [Duffie e Beckman - I 991], que apresenta dois 
modelos clássicos: Liu e Jordan, Collares e Rabi , sendo que um 
estima a componente difusa e outro a radiação global, 
respectivamente. 

Média horária no plano inclinado. Nesta etapa, assim 
como a anterior, não foi possível a validação do modelo para 
Belo Horizonte devido a falta de dados medidos, portanto, o 
critério de escolha também se baseou nas considerações da 
literatura [Duffie e Beckman]. 

Os modelos de estimativa da radiação solar em 
superficies inclinadas que tratan1 a componente difusa levando 
em conta a anisotropia do céu, são considerados os mais 
precisos. Dentre eles escolhemos, neste trabalho, o modelo de 
Perez [1990] que apresenta um aumento significativo da 
radiação global quando comparado .aos modelos isotrópicos, 
cerca de 18% e aproximadamente 8% quando comparado ao 
modelo HDKR que também considera céu anisotrópico (Duffie e 
Beckman]. 

APLICJ\ÇÃO DA METODOLOGIA 

O objetivo é analisar o dimensionamento de uma 
instalação solar fotovoltaica isolada, a partir da seqüência 
sintética de radiação solar diária gerada. Apresentamos um 
estudo de casos utilizando uma instalação básica dimensionada a 
partir do mês padrão crítico em Belo Horizonte. De acordo com 
a seqüência sintética obtida da radiação global, detemüna-se o 
balanço energético diário do mês. 

Para o dimensionamento de uma instalação 
fotovoltaica é importante analisar conjuntamente o período 
crítico de demanda c o período crítico de insolação. No presente 
trabalho, assumimos a demanda de carga constante no decorrer 
do ano, e portanto, a análise é feita considerando apenas a 
questão da variação do potencial solar da região. 



Considerando um sistema básico para instalação 
fotovoltaica isolada , nom1almente utilizado para eletrificação 
rural , temos: 

Demanda diária : 372Wh 
Energia Consumida . 437.6Wh 

Mês Crítico BH : Dezembro 
Ângulo de inclinação dos painéis : 30° 
Radiação diária média mensal no plano inclinado : 3889 Wh/m2 

Potência pico estimada : 1000 W/m2 

Potência do módulo (comercial) : 36,72W 

3889Wh I m2 

Radiação horas pico = ------::­
IOOOW I m 2 

437.6Wh 

= 3,9 horas 

Número de módulos = --:------:-----:-----:- = 3,05 
(36 72W) (3.9h) 

= 3 módulos 

Para análise do dimensionamento, detemüna-se o 
balanço energético levando em consideração a seqüência 
sintética de radiação diária gerada para dezembro padrão. 

[
Acunulo l =[rJrlgia l +[ ~a l_[ rmgja l 
ck ~a J Cimb J Annrem:b J (fnmidl J 

onde, a energia gerada EG é obtida através da expressão : 

EG=(Wmodulo)(n.modulo)( Ht 
2

) (6) 
IOOOW I m 

e a energia armazenada é denominada de capacidade máxima de 
armaienamento CA, que é calc.ulada de acordo com o número de 
dias de autonomia do sistema juntan1ente com a capacidade da 
bateria. 

A partir dos parãmetros determinados construiu-se o 
gráfico apresentado na figura 6. Para avaliaÇão do 
funcionamento da instalação, assume-se em BE 1, banco de 
baterias completamente carregado quando inicia-se o período, e 
para BE2 leva-se em consideração o descarregamento parcial do 
banco de baterias no primeiro dia do mês. É importante destacar 
que estas curvas não ultrapassam a linha constante da 
capacidade máxima de armazenamento, pois toda energia 
produzida acima deste linüte é dissipada. 

No caso BE2, através da análise da figura 6, é possível concluir 
que a demanda será maior do que a energia e!étrica gerada no 
decorrer do mês, pois a curva do balanço de energia intercepta o 
eixo das abscissas. Tomam-se, então, necessária mudanças no 
projeto, seja na quantidade de módulos utilizada ou no número 
de dias de autononüa do sistema. Isto deve ser analisado com 
bastante cuidado para cada caso especificamente, considerando 
sempre a relação custo I beneficio. 
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Figura 3.1 -Balanço energético de um sistema fotovoltaico para 
o mês dezembro padrão, utilizando 5 dias de armazenamento, 

em Bêlo Horizonte- MG. 

Estas análises, utilizando a metodologia proposta, 
apresentam no seu conjunto a contribuição mais significativa 
deste trabalho, considerando que tradicionalmente os 
dimensionamentos de instalações fotovoltaicas são feitos para o 
mês de julho devido ao menor valor da radiação global nesta 
época do ano. Entretanto, deve-se levar em consideração dois 
fatos fundamentais, o primeiro é a utilização dos dados de 
radiação solar global no ângulo de inclinação otimizada para 
cada região, no sentido de aproveitar ao máximo o potencial 
solar. O segtmdo é a seqüência de radiação diária a qual indicará 
o número de dias de autononüa da instalação. 

A inclinação dos painéis é estabelecida de forma a 
favorecer o inverno, exatamente pelo baixo valor da radiação 
solar, além de proporcionar uniformidade da radiação solar 
incidente -'~urante o ano. 

O número de dias de armazenamento necessário, está 
diretamente relacionado à seqüência de dias chuvosos que 
apresenta-se sempre maior durante o verão. Em Belo Horizonte 
foi estabelecido como crítico o mês de dezembro, por possuir o 
menor número de horas de insolação em média, apresentando 
também o maior número de dias consecutivos de baixa 
insolação, ao contrário dos meses de junho e julho, 
caracterizados por dias de céu claro e ausência de chuvas. 

Quando o dimensionamento é feito considerando-se 
julho como mês crítico, o valor da capacidade máxima de 
armazenamento fica superdimensionado, atestando o fato de que 
normalmente nesta época do ano não ocorre seqüência de dias de 
baixa insolação, ficando claro que os parãmetros do projeto 
dimensionado para julho são insuficientes para atender a 
demanda de energia em dezembro. 

CONCLUSÕES 

A consolidação dos dados solarimétricos disponíveis 
nas estações meteorológicas é bastante importante, já que 
muitos fatores atuam no sentido de tomá-los inconsistentes. No 
entanto, deve-se levar em consideração que o número de horas 
de insolação, como mostrado neste estudo, tem-se constituido no 
dado mais confiável, devido à não necessidade de calibração do 
equipamento (Heliógrafo Campbell-Stockes) e sua fácil 
operação. 

Para a estimativa dos dados não disponíveis foi 
possível testar modelos clássicos existentes a partir de medições 
tcitas em Belo Horizonte e Januária - MG. Em função da 
reduzida margem de erro apresentada pela formulação de 
Samuel para o cálculo da radiação global média mensal (cerca 
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de 3%), conclui-se que o modelo é viável para ser utilizado na 
região. A componente difusa da radiação solar foi testada para 
Januária, a partir de modelos também clássicos. Tendo sido 
constatado que a margem de erro na fommlação de Liu e Jordan 
(cerca de 10,5%) é considerada aceitável, por estar na faixa de 
precisão do piranômetro . Assim, conclui-se que tal modelo é 
igualmente viável para ser utilizado na região, embora o período 
de medição seja de apenas 4 anos. 

A determinação de meses padrões estabelecendo um 
ano típico, conforme desenvolvemos ao longo deste trabalho, 
mostra-se vantajosa na medida em que evitando trabalhar apenas 
com médias, trabalha-se também com a freqüência. Diante disto, 
evidencia-se que este procedimento oferece maior confiabilidade 
das informações solarimétricas. 

A aplicação e validação do modelo de geração da 
seqüência sintética de radiação diária, apresentou resultados 
coerentes e satistàtórios para todos os meses padrões obtidos em 
Belo Horizonte, estabelecendo assim, uma grande contribuição 
no que diz respeito ao ·dimensionamento dos dispositivos de 
armazenamento de energia. 

Considerando a ineficácia nom1almente verificada 
quanto ao rigor dos métodos utilizados para implantação dos 
projetas solares, sobretudo aqueles que necessitam de 
affi13Zenamento de energia, evidencia-se que a aplicação da 
metodologia aqui proposta permite uma maior otimização para 
futuras instalações. 

Quanto á qualidade do modelo desenvolvido, embora 
não possamos tirar conclusões defmitivas até testarmos para 
outras localidades do país, a validação para Belo Horizonte, 
através da verificação dos resultados, permite tirar conclusões 
positivas sobre seu uso. Desta forma, consideramos que o nosso 
objetivo geral foi atingido no sentido de obter dados de radiação 
solar suficientes para dimensionamento de instalações solares, a 
partir da única medida disponível em todas as estações 
meteorológicas. 
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Abstract 
This paper describes a methodology for statistical treatment of 
solar data, by a process which detennine, withín a ten year 
period, the standard month and the daily solar radiation 
sequence. It \is included methods for estimating the global 
radiation, both in the horizontal and slope plane, introducing 
changes in the time base. The methodology can be used in any 
region of the country. The only ínput ülformation required is the 
monU1ly mean of the daily insolation of the interest region. An 
application of the model is developed for the dimensioning of a 
solar photovoltaic installation with energy storage. 
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SUMARIO 

Fn este trahajo se estudió y calculó la lrradiación Total que recibe un cuerpo tomando en cuenta la 
contribución de la Energia Directa y Difusa, cuando éste se encuentra e:xpuesto a/ Sol. para introducir estos 
valores en los balances de energia. Especificamente en cue1pos de geometria plana, inclinada o no, cilíndrica 
con cualquier orientación y esférica, obteniéndose una ecuación genén·ca, en fimcíón de/ área superficial, 
donde la geometria só/o injluye en e/ valor de las constantes de la ecuación. 

INTRODUCCIÓN 

Para plantear y resolver los balances de energia donde la 
Energia Solar tiene influencia, es necesario evaluar este 
término. La Irradiación Solar que recibc un cuerpo, se divide en 
los componentes Directo y Difuso y su magnitud depende de la 
ubicación geográfica, dei tiempo (hora dei dia, época dei afio y 
condiciones climáticas) y de Ia orientación dei cuerpo. Para 
superficies planas la función es sencilla y ha sido tratada por 
muchos autores, donde algunos de ellos no diferencian las 
contribuciones Directa y Difusa de la Irradiación. Para 
superficies no planas, la contribución de Ia Irradiación Solar 
varia con la posición, en este trabajo se estudia como calcular 
el término de Irradiación Solar, tomando en cuenta sus dos 
componentes, para cualquier torma de la superficie, en 
específico para placas inclinadas, geometria cilíndrica en 
cualquier orieutación y para geometria esférica. 

CÁLCULO DE LA ENERGÍA SOLAR QUE INCIDE SOBRE 
CUALQUIER SUPERFICIE 

Para resolver los balances de energia donde influye la 
energia solar, obviamente hay que calcular este valor. 
Generalmente se disponen de datos de la energia total 
horizontal (Üh) y de Ia energia directa (I) que llegan sobre tma 
superficie horizontal y el valor de la energia difusa horizontal 
(Th,) se calcula según la ecuación (I) (Wieder, 1982 ). 

Dh = Gh - I cos(O) (I) 

Donde el ángulo 8 llamado ángulo de incidencia. es el 
formado entre Ia normal a la superficie y la dirección de los 
rayos solares. En e! apéndice se muestra como calcularia. Como 
ejemplo de estas da tos, están los obtenidos por Ledanois ( 1984) 
para el Valle de Sartenejas usando un Piranómetro (energia 
total, G) y un Pereliómetro (energia directa, 1). Luego de tener 
esta data experimental se correlacionan para tener las 
expresiones correspondientes, entre otras, se puede usar la 
siguiente (Hay, 1979 y Ma et ai , 1983): 

(2) 
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Donde Gma.x y À son los valores a correlacionar, t es el 
tiempo dei día solar y n la longitud dei día solar. En la tabla I 
se presentan los valores de las constantes correlacionadas en 
este trabajo, para la energia total horizontal según la ecuación 
(2 ), basados en los datos de Ledanois ( 1984 ), los que se usarán 
en los cálculos a realizar en este trabajo. 

Tabla I. Valores de Gmax y dei exponente J..: de la 
ecuación (2 ), para la radiación total sobre una superficie 
horizontal correspondiente ai Valle de Sartenejas usando la 
data experimental de Ledanois ( 1984 ). 

Mes Ümax À Desviación 
[W/m2] 

Enero 711,9 I ,63 1 0,990 
Febrero 776,9 1,65 I 0,993 
Marz.o 867,9 1,599 0,997 
Abril 825,4 1,622 0,994 
Mayo 820,5 1,550 0,998 
Jtmio 630,3 1,25 I 0,985 
Julio 725,3 1,453 0,995 
Agosto 756,8 1,407 0,993 
SeEtie~bre . _, ~.~~ ._4 1,_611 .. . ., ~?.?9Q 

De la tabla I se puede inferir que el ajuste es bueno. Se 
intentó correlacionar de igual forma Ia energia difusa y directa 
usando la misma data y la misma ecuación. Los resultados se 
muestran en Ias tablas 2 y 3. Se nota un buen ajuste, pero de 
inferior calidad con respecto a la energía total. 

Para determinar el calor que recibe por irradiación 
cualquier superfície, basta con integrar la energía total por el 
área tal como se plantea en la ecuación (3). 

Q= fGdA= fDdA+ flcos(O)d4 (3) 
A A A 

Para una superficie plana horizontal, Gh, I y DJ, son 
constantes, mientras que para cualquier otra geometria G, I y D 
pueden variar para cada diferencial de área. En las próximas 
secciones se encontrarán esas funciones para cualquier tipo de 
superfície, especificamente superficies planas no horizontales 
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(paredes de cualquier edifícación), superfícies cilíndricas 
colocadas horizontalmente (tuberías, tanques cilíndricos 
horizontales), superfícies cilíndricas colocadas verticalmente 
(tanques cilíndricos verticales), superfícies esféricas (tanques 
esféricos). 

Tabla 2: Valores de Dmax y dei exponente À.o de la 
ecuación (2), para la radiación difusa sobre una superfície 
horizontal correspondientes ai Valle de Sartenejas usando la 
data experimental de Ledanois ( 1984) 

Mes Dmax À. o Desviación 
[W/m2J 

Enero 328,4 1,193 0,959 
f'ebrero 339,3 1,006 0,946 
Marzo 342,0 1,034 0,<152 
Abril 324,5 0,929 0,982 
Mayo 391,3 1,072 0,984 
Junio 386,9 0,906 0,969 
Julio 395,6 1,018 0,981 
Agosto 519,0 1,088 0,978 
Septiembre 389,1 1,003 0,960 

•Tabla 3. Valores de Imax y dei exponente À.t de la ecuación 
(2), para la radiación directa sobre una superfície horizontal 
correspondientes ai Valle de Sartenejas usando la data 
experimental de Ledanois ( 1984 ). 

Mes Imax À.t Desviación 
~~~2J 

Enero 456,0 0,719 0,915 
Febrero 451 ,2 0,703 0,906 
Marzo 533,9 0,781 0,991 
Abril 510,5 1,107 0,983 
Mayo 425 ,7 0,783 0,969 
Junio 239,9 0,455 0,905 
Julio 319,7 0,667 0,921 
Agosto 234,0 0,785 0,913 

.. ~ep_E~mb!e _ 41 ?·? _ 0,746 0,901 

SUPERFICIES INCLINADAS PLANAS 

Hasta ahora en la literatura sólo se han desarrollado 
ecuaciones de incidencia solar total en superfícies planas en 
función de la data experimental, en las cuales existe una sola 
normal, que es constante en cada diferencial de área para 
correlacionar los datos experimentales de la energür solar. En 
e! caso de superfícies curvas, la normal varia punto a punto, 
luego, es necesario conocer en cada momento cual es e! área 
involucrada, ya que los datos de radiación solar directa y difusa 
que se conocen están medidos por unidad de área, y por tanto, 
para obtener la cantidad de energia total que absorbe cualquier 
superfície curva se efectúa e! análisis correspondiente. Las 
ecuaciones que relacionan las coordenadas solares y la posición 
de la placa y las defmiciones de los ángulos que forman se 
muestran en el apéndice. 

Para calcular la energía difusa en una superfície inclinada 
Dine!, en función de la difusa horizontal, se usa la ecuación 
(lqbal, 1983 ): 

I 
Dincl = 2 Dh[l + cos(L\)] (4) 
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Siendo _1 e! ángulo fonnado entre la normal a la 
superfície y el cenit. Cuando la superticie está orientada 
horizontalmente Dmcl = DJ,, mientras que para cualquier otra 
orientación Dmc~ = C 1. DJ, , siendo C 1 un factor constante de 
valor entre O v I . Para detenninar la irradiación que reciben 
estas superfícies se procede igual que para las superfícies 
planas horizontales previ o cálculo dei factor C 1. Para el cálculo 
de la irradiación directa I hay que calcular, como para las 
superfícies horizontales, e! ángulo de incidencia e (ver 
apéndice). 

SUPERFICIES CILÍNDRICAS HORIZONTALES 

La cantidad de calor total (Q,.,) que absorbe cualquier 
superfície. por ende una superfície cilíndrica dispuesta 
horizontalmente es: 

Qr, = af {±D11[l+cos(MJ+l cos(O)}d4 (5) 

Donde a es la absortividad solar de la superfície v e! 
diferencial de área, para esta geometria, se defme como: 

I 
dA= -d Ldf:. 2 e 

(6) 

Donde L es la longitud dei cilindro y de e! diámetro 
exterior dei cilindro. Nótese que ,". = O corresponde cuando la 
normal a la superfície apunta al cenit. 

Integrando la contribución de calor por radiación difusa 
Qd: 

I 2f' !( 

Qd-= a -DifieL J[I + cos( ~\)] dó= a-DhdeL (7) 
4 o 2 

Se puede concluir que siempre para tm cilindro 
horizontal , 1.- contribución de la energía difusa se basa en el 
área proyectada por la energia difi.tsa para tma superfície plana 
horizontal (n/2 dei área proyectada, de L) o como la mitad de 
la superfície externa dei cuerpo. 

Para resolver la integral de la contribución de calor por 
radiación directa que absorbe la superticie Q;, debe conocerse 
la época dei aiío y la hora, luego se deben obtener los limites de 
integración correspondientes a la superfiüe iltmünada por e! 
sol en cada instante: lo que se conoce es que siempre va a 
barrer 180°. Para obtener estos límites se calcula el ángulo 1'1 
que maximiza cos(8) e! cual indicará e! "centro de la 
iluminación" dei sol sobre e! cilindro, por simetria ±~0° serán 
los limites de integración. F.sto se logra derivando la expresión 
dei cos(8) (ecuación mostrada en e! apéndice) c igualándola a 
cero. 

d[cos( B)] 
---'----'--""-- = -cos(z)sen( f:. ) + sen(z)cos(~)cos( iL- 'i')=O 

d~ • 
(8) 

Despejando ~ se obtiene: 

~ c =arctan[tan(z)cos(Az -'I')] (9) 

Donde z es e! ángulo cenital , Az es e! ángulo formado 
entre la proyección de los rayos solares y e! sur v 'I' cs e! 



ángulo formado entre la proyección de la normal sobre la 
superficie y el plano. 

La contribución por radiación directa Q; queda cxpresada 
de la siguiente manera: 

(lO) 
sen(z)sen(ó)cos(Az- !f)]dt. 

Recordando que Az y z para cada instante de tiempo son 
constantes y 'P sólo depende de la orientación dei cilindro con 
respecto ai eje Norte-Sur, resolviendo la integral anterior se 
obtiene: 

I o o 
Qi = 2a I L de {cos(z)[sen(óc + 90 )- sen(ó c - 90 )] 

(li) 

-[sen(z)[cos(óc + 90°)- (cos(t.c- 90°)]cos(Az- 't')} 

Si se defme Fch = Integral dei factor de oblicuidad para 
cilindros horizontales, se puede expresar la acuación anterior 
como: 

( 12) 

En la expresión anterior puede verificarse que la 
oblicuidad con que inciden los rayos solares en una superficie 
de dimensiones L de para cualquier hora dei dia dependen de la 
codeclinación , su ubicación geográfica (L' =90° - latitud) y su 
orientación referente ai eje Norte-Sur (ángulo 'P). Como 
ejemplo se presentan para el Valle de Sartenejas (L'= 79°) los 
valores Fch en las figuras I y 2 variando la codeclinación (D'), 
la orientación ('P) y la hora solar (t). 

2.40 

E 
2,20 ... 

i 2.00 .:;:. -=======::::::::::::=============-
! I . KO ~------------------;::::::;:-
] 1.c.o ~ 

:i .s 1.40 

~ 
D'• 66.l" I 

-0'•79° 

_-o· - IIJY J 11 1.20 

"fi 
j..l.. 

8. ~ 8. 8 .... 8 
..; 

Ttempo !h oras) 

Figura I . Gráfica comparativa dei valor de Fch para 
diferentes codeclinaciones, fija la orientación '11 = 90° y para la 
latitud dei V alie de Sartenejas, en 1m cilindro horizontaL 

De las fíguras se puede apreciar, que la influencia sobre 
e! valor Fcl, dei ángulo 'l:' es mucho mayor que el que eJerce la 
codeclinación~ que e! valor F eh varia entre O y 2; que cuando la 
codeclinación tiene el mismo ángulo que L·. el valor de Fci, es 
máximo; este valor de codeclinación y una orientación dei 
cilindro Este-Oeste. maximiza el valor dei factor FcJ1• De estas 
relaciones. para cada ubicación geográfica se puede estudiar c! 
efecto en el calor recibido por e) sistema dependiendo de la 
orientación, hora dei dia y época dei afio 
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Figura 2. Gráfica comparativa dei valor de Fch para 
diferentes orientaciones ('P), fija la codeclinación = 79° y para 
la latitud dei V alie de Sartenejas, en un cilindro horizontaL 

En fonna general el calor solar que absorbe \Ul cilindro 
horizontal se puede expresar de la siguiente fom1a: 

(13) 

Con el factor Fch defmido como: 

(14) 

SUPERFICIES CILÍNDRICAS EN POSICIÓN VERTICAL 

La cantidad de calor total (Q,s) que absorbe una 
superficie cilíndrica dispuesta verticalmente se puede calcular 
con la rnisma expresión que para superficies cilindricas 
dispuestas horizontalmente, ecuación ( 5) 

(5) 

Para ei casp de cilindros verticales el valor de t\ es 
constante e igual a 90°, rnientras que el ángulo 'P es el que 
varia igual al ángulo que forma e! diferencial de área, por lo 
tanto el diferencial de área para este caso es e! siguiente: 

I 
dA= -d L d'f1 2 e 

(I 5) 

Integrando la contribución de calor por radiación difusa 

Se obtiene el mismo resultado que para un cilindro 
horizontaL la contribución de la energía difusa se basa cn el 
área proyectada por la energía difusa para w1a superficie plana 
horizontal (1t/2 dei ~.rea proyectada, cl L) o como la initad de 
la superficie externa dei cuerpo. 

Para resolver la integral de la contribución de calor por 
radiación directa que absorbc la superfície Q., debe conocerse 
la época dei afio y la hora, luego se deben obtener los limites de 
integración correspondientes a Ia superficie iluminada por e! 
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sol en cada instante; lo que se conoce es que siempre va a 
barrer 180°. Para obtener estos limites se calcula el ángulo 'I' 
que maximiza cos(8) el cual indicará el "centro de la 
iluminación" de! sol sobre el cilindro, por simetria ±90° serán 
los lírnites de integración. Esto se logra derivando la expresión 
de! cos(S) e igualándola a cero, 

d[cos(O)] = scn(z)sen(L\)sen(A,- 'l') =O 
do/ 

Esto se cumple para 'I' c= Az 

Calculando la contribución por radiación directa: 

(17) 

I f . 
Q; =a 2deL I [sen(z)cos(Az- 'l')]d't' ='a de Lsen(z)l 

(18) 

En forma general el calor solar que absorbe un cilindro 
vertical se puede expresar en forma similar ai de un cilindro 
horizontal ( ecuación ( 13) ): 

7r I 
Q =Qd+Q1 = adeL[2Dh +-:zFcvll (19) 

Pero defmiendo Fcv= Integral dei factor de oblicuidad 
para cilindros verticales: 

F cv = 2 sen(z) (20) 

El cual oscila de O a 2 y sólo es función de la ubicación 
dei cilindro y de Ia posición de! sol. En la figura 3 se muestra 
el valor de Fcv en función de la codeclinación y de la hora solar. 

A medida que Ia codeclinación se acerca a L' (en este 
caso 79\ e! ángulo z tiende a 0° ai mediodia solar, lo que trae 
como consecuencia que la oblicuidad en esta superfície vertical 
sea nula a esa hora, por tanto el valor de Fcv tiende a cero. 
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Figura 3. Gráfica comparativa dei valor de Fcv para 
diferentes codeclínaciones, para la latitud dei Vallc de 
Sartenejas, en un cilindro vertical. 

SUPERFICIES ESFÉRJCAS 

La cantidad de calor total (Q,,) qt~<.: ahsorhe una 
supcrticie estóica se pucdc calcular con la misma exprcstón 
utilizada para superfícies cilíndricas, ccuación (5), 
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introduciendo cn clla c! diferencial de área correspondientc, 
quedando Ia ecuación de la siguiente forma: 

Qrs = a fJ {Dh(l + cos(/\ )] +I cos( O)} ~d} sen('l')d'l'di\ (21) 

Integrando la contribución de calor por radiación difusa, 
se obtiene: 

I 12" 7r 2 Qd =a -d; f [I+ cos(L.\)jsen('t')cft'd/\ =a -d. Dh 
4 o o 2 

(22) 

La contribución por Ia radiación directa ticne la siguit.'11te 
forma: 

Q; = a~d;IJJrcos(z)cos(/\)+ 
(23) 

sen(z)sen(!\)cos(Az- 'l')]sen('l')d'l'd/\ 

Encontrar los limites en forma genérica de integración 
para resolver esta integral no es tarea fácil , ya que no existe 
una relación matemática directa entre !\ y 'I'. Para momentos 
específicos se pueden encontrar estos límites y efectuar Ia 
integral, y !nego justificar su generalidad. 

Para e] caso de una codeclinación D' =90°, hora solar 6,00 
a.m. y latitud II 0 (L'= 79°), los limites de integración de los 
dos ángulos !\ y 'I' están entre O y 1r La ecuación (23) se 
resuelve: 

Q; =a _!_d} 11J sen(!\)sen2 ('l')d!\d'l' =a_!_ nd} I (24) 
4 o o 4 

Siempre el Sol ve, no importa que posición, proyectado 
eu un plano un círculo de diámetro de , y tomando en cuenta lo 
deducido para coordenadas cilíndricas horizontales, donde no 
importa la posición del Sol, la mtegral es sicmpre la mi sma, se 
puede inferir que para coordenadas esféricas la solución de la 
ecuación (22) siempre será la misma. 

En las esferas, tanto la energia difusa como la directa no 
dependeu de la orientación, por lo tanto la ca.ntidad de calor 
que absorbe tma superfície esférica se pucdc expresar de la 
siguiente forma: 

7r 2 
Qrs =a 4de [4Dh + /] (25) 

COMENTARlOS 

Se ha calculado c! calor mstantánco que reciben 
diferentes geometrias tomando en cuenta la energia directa (I) 
y la energia difusa horizontal (lÃ,). Se basó d cálculo en estas 
dos variables, pues son las que gcneralrncntc n:porta.n de 
manera directa o indirecta , las publicaciones que tratan sobre la 
magnitud de la energia solar sohrc regioncs 

l;n fonna genérica se pucdc exprcsar que la cncq_.da total 
que absorbe tma superfície Q, ( suponicndo absorti vidad. ex 
constallle) se puede exprcsar de la siguiente fomw 

Ur., = a ' \up erfict<lf(Cllh + /(0 ,z .. \-'1')/) (2ú) 



Donde la constante CI y la función f({8 ,z,L'.,'t'), dependen 
de cada geometria. En la tabla 4 se presenta el resumen de las 
geometrias calculadas en este trabajo. 

Tabla 4. Valores de los tàctores de la ecuación (26) para 
calcular el Q,. para las geometrias estudiadas en este trabajo. 

Geometria f( e ,z,i\, 'I') Notas 

I) Plana 
horizontal 

cos(8) 8= ángulo de 
incidencia 

2) Plana 
inclinada 

3) Cilíndrica 
horizontal 

4) Cilindrica 
vertical 

5) Esférica 

ll+cos(i\)]/2 

0,5 

0,5 

cos(8) 

Fchht 

[2sen(z)]/ 1t 

0,25 

Defínición 
ecuación (14) 

Cálculo del 
ángulo z 

Se puede apreciar que tanto C1 como f((8 ,z,L'.,'t') varian 
entre O y I para cualquier geometria. ' 

En muchos estudios de energia solar, ya sea por 
simplificación o porque sólo se conoce la energia total (G), la 
expresión para hallar Qrs que se usa es: 

ºrs = aHicos(O)dA =a Asuperficwtf(O,z ,L'., 't')l (27) 
A 

Esta integral está también resuelta en la tabla 4, usando 
só!o la parte de energia directa e igualando la energia directa 
(I) con e! valor de energía horizontal total (ÜJ,). El error de la 
aproximación depende dei valor de ~ y de los factores de 
posición y tiempo. 

Estas ecuaciones se introducen en los balances de energia 
sobre diferentes voh:unenes de control para el análisis térmico 
de los mismos. Como ejemplos de estos estudios, entre otros, se 
encuentra el cálculo de la temperatura para tuberías vacías 
(para el estudio de la dilatación de las mismas), con fluido 
estancado (para cálculo de la temperatura máxima que alcanza 
el fluido) y t1uido circulando; en tanques de almacenamiento, 
ya sean cilíndricos (verti cales u8 horizontales) y esféricos, para 
el ahorro energético v seguridad, realizados por Rodriguez et 
ai (1995). 
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ABSTRACT 

ln this paper the To tal lrradiation that a body recei ves is 
studied and calculated, taking in count the Direct Energy and 
Diffuse Energy contributions, when the body is sun exposure, 
to introduce this values at the energy balances. Specifícally, in 
plane geometry bodies, inclined or not, cylindrical with any 
orientation and spherical, to obtein a generic equation, in 
functíon of the surface area, where the geometry only has 
influence at the constant values of the equation. 

APÉNDICE: CALCULO DEL ÁNGULO DE INCIDENCIA ü 

En este apêndice se presentan las ecuaciones básicas para 
calcular los diferentes ângulos w;ados en e! trabajo. Existen 
varias formas de presentar las relaciones de los ângulos solares, 
las que se describen a continuación se adaptan bien a los 
requcrimientos dei presente trabajo. Primero se detlnirán los 
ângulos, para luego indicar las ecuaciones pertinentes. 

Definiciones de los ângulos: 

e = lncidencia: Ángulo fomlado por la nomlal a la 
supericie y la dirección de los rayos solares. 

z = Cenital: Ángulo formado por la dirección de los rayos 
solares y la vertical ( cenit ). 

Az = Acimut solar: Ángulo formado por la proyección de 
los rayos solares en el plano horizontal y el eje Sur-Norte. 

.-'. = Inclinación plana: Ángulo formado por la normal a la 
superfície y la vertical ai plano horizontal ( cenit) 

o/ = Acimut placa: Ángulo formado por Ia proyección de la 
normal a la superfície en el plano horizontal y el eje Sur-Norte. 

L·= 90° - Latitud: Ángulo formado entre el eje Norte-Sur y 
la normal a la superticie horizontal. 

D'= Codeclinación: Ángulo formado entre la dirección de 
los rayos solares y el Polo Norte. Varia entre 66,5° en e! 
solstício de verano hemisferio Norte y 113,5° en el solstício de 
verano hemisferio Sur. 



H = Horario: Ángulo formado entre la proyección de los 
rayos solares en el plano ecuatorial y el meridiano local. 

Estos ángulos se pueden clasificar en tres grupos, el 
primer grupo lo componen el ángu1o cenit.al z y el acimut solar 
Az y se refieren a las coordenadas solares para el lugar 
estudiado; luego aparece el grupo de ángu1os correspondientes a 
la superficie, que lo forman el ángulo de incidencia e, el acimut 
de la placa 'I' y la inclinación ó ; por último, el tercer grupo 
corresponde a las coordenadas geocéntricas solares, que lo 
forman la codeclinación D' , la latitud L y el ángulo horario H. 
En las figuras A I , A1 y A3 se r~presentan gráficamente los 
ángulos sefialados. 

~ 
~',, z 

S (eie x) 

Vertical 

N 

Eje de la tierra 
E (eie v) 

Figura AI. Coordenadas locales solares: ángulo cenit.al z y 
el acimut solar Az. 
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Figura A2 . Áligulos de la superficie ángulo de incidencia 
e, acimut de la placa 'I' y el ángulo de inclinación '"' · 
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A continuación se presentan las ecuaciones utilizadas en 
este trabajo que perrniten relacionar estos ángulos, con la 
finalidad de encontrar el ángulo de incidencia e (Wieder, 1982). 

cos( O)= cos(z)cos(ó) + sen(z) sen(ó)cos(A, - 'I') (A I) 

cos(z) = cos(D )cos(L') + sen(D')sen(L' )cos(H) (A2) 

seniD)sen(H) 
tan(~) = · · ~AJ) 

sen(D )cos(L' )cos(H) - cos(D')sen(L') 

360°N 
D'= arccos[sen(23,1l)sen( d )] (A4) 

365,25 

Donde Nd es el número dei día dei afio. 

(AS) 
n 

Donde t es la hora dei día y n es la longitud dei día solar. 

Existen otras formas de relacionar la posición dei sol , 
localiz.ación de la superficie, geometria y orient.ación, usando 
otras relaciones. Por ejemplo, Y akubov et ai. (1 972) defrnen la 
orient.ación de la placa no en base a dos ángulos ó y 'I', sino en 
base a tres ángu1os, muy útil cuando se quieren resolver 
colectores solares de geometria no plana, Rodríguez et al. 
( 1992 ); otro ejernplo son las diferentes ecuaciones para 
determinar la codeclinación solar y determinar el ángulo horario, 
tomando en cuent.a la distancia en grados con respecto àJ 
meridiano solar, lqbal ( 1983 ). Para cada problema se deben 
buscar las relaciones que más se adaptan. 

""-I/ 
-0-
/ I""- ·· ... 

N 

X 

............ ... , 

' 

Figura A3 . Coordenadas geocéntricas solares: la 
codeclinación D' y e! ángulo horario H. 



VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

MEDICIÓN Y MODELIZACIÓN DE LA RADIACIÓN SOLAR 
ULTRAVIOLETA SOBRE ROSARIO, ARGENTINA (PERÍODO 1993-1995) 

Rubén D. Piacentlnl 1
, Orlando M. Alfano2 y Enrique D. Albizzati3 

1 IFIR (CONICET-UNRosario), Facultad de Ciencias Exactas, Ingeniería y 
Agrimensura (UNRosario) y Observatorio Astronómico- 2000 Rosario- Argentina 

2 INTEC (CONICET-UNLitoral)- 3000- Santa Fe- Argentina 
3 Facultad de Ingeniería Química (UNLitoral) - 3000 Santa Fe- Argentina 

RESUMEN 

Se presentan resultados de las mediciones de radiación solar ultravioleta global (300-400 nm) en el 
plano horizontal realizadas en dias de cielo claro en la ciudad de Rosario, Argentina. Los datos se 
comparan con los obtenidos empleando un nwdelo teórico verificado previamente por los autores. Para 
valores intermedios y altos dei ángulo cenital solar, se observa un buen acuerdo entre las predicciones dei 
modelo y los datos experimenrales. Finalmente, se presentan las relaciones entre la radiación solar 
ultravioleta y total. y entre las componentes directa y difusa de la radiación solar ultravioleta. 

INTRODUCCIÓN 

Las radiaciones solares emitidas en los rangos UV. V e IR, 
deben atravesar la atrnósfera de la tierra antes de llegar a 
interactuar con su superfície y la biosfera. Diversos componentes 
reducen las intensidades en diferentes zonas dei espectro: gases 
atmosféricos. vapor de agua, partículas en suspensión y ozono. 
Además, la transmitancia de la atmósfera en los distintos rangos 
espectrales, es altamente dependiente dei ángulo cenital. 

En lo que respecta a la radiación ultravioleta solar, debido a 
la capacidad de absorción dei ozono atmosférico, sólo se reciben 
radiaciones con intensidad significativa en la región dei UVB 
(300 nm - 320 nm) y en la dei UVA (320 - 400 nm). La 
comprobada disminución dei espesor de la capa de ozono en el 
planeta verificada en los últimos diez anos, ha provocado un 
aumento importante de la radiación UVB, que es la más 
perjudicial para los seres vivos. Una menor modificación se ha 
encontrado en la región correspondiente ai UVA y a la radiación 
UV total. 

En este trabajo se aplica un modelo para evaluar la radiación 
solar UV global y sus componentes directa y difusa, sobre una 
superfície horizontal en días de cielo claro, en la ciudad de 
Rosario (Argentina) . En el cálculo se incluyen expresiones para 
calcular el espesor de la capa de ozono, teniendo en cuenta los 
siguientes factores: la latitud dei lugar, el mes y el afio (para 
incorporar la reducción global de la capa de ozono en e! 
planeta). 

Las predicciones dei modelo se comparan con mediciones 
realizadas de la radiación ultravioleta global para diferentes días 
y ángulos cenitales solares, durante un período aproximado de 
tres anos (1993-1995). Además, aplicando el modelo teórico. se 
analizan las relaciones entre las componentes directa y difusa de 
la radiación solar UV global, y entre la radiación solar UV y 
total, para diferentes posiciones dei sol. 

ECUACIONES DEL MODELO 

La evaluación de la radiació~ solar UV sobre la superfície 
terrestre en un plano horizontal y en días de cielo claro. se 
realizá en base ai modelo de Bird y Riordan (1986). La 
irradiancia global espectral sobre una superfície horizontal 
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( 1 c.À ), se obtiene considerando la componente directa normal ai 

sol ( ld) .. ), el ángulo cenital (e z ) y la componente difusa ( /,.) .. ) 

de la radiación solar: 

( 1) 

(2) 

(3) 

Notar que la irradiancia directa normal sobre la superfície 
terrestre para una cierta longitud de onda, se calcula a partir de 
la irradiancia solar extraterrestre ( Ho,'A. ), el factor de corrección 

pot distancia sol-tierra ( D) y las transmitancias de la atmósfera 
que incluyen los fenómenos siguientes: "scattering" Rayleigh 
( T,.'A. ), "scattering" y absorción de aerosol ( T,,'A. ), absorción dei 

ozono ( T,,l.. ), absorción dei vapor de agua ( Tw,l.. ) y absorción de 

otros gases presentes en la atmósfera ( T..1.. ). La absorción dei 

vapor de agua y de otros gases no es significativa en esta región 
dei espectro. 

En cambio, la irradiancia difusa terrestre sobre una 
superfície horizontal, puede evaluarse considerando las tres 
componentes siguientes: "scattering" Rayleigh ( l,,l.. ), 

"scattering" de aerosol ( la ,'A. ), y reflexiones múltiples entre el 

suelo y el aire ( [
8

). ). Cada una de estas componentes también 

puede obtenerse considerando la radiación solar extraterrestre y 
distintas funciones de transmitancia de la atrnósfera (de 
absorción y "scattering'')'. 

Realizando una integración en longitudes de onda de las Ecs. 
(1) a (3), en el rango correspondiente a la radiación ultravioleta 
(300 nm a 400 nm), se obtiene finalmente: 

lc = ldcos6z +Is (4) 

En este trabajo se introdujeron dos modificaciones ai modelo 
original descripto. En primer lugar se utilizá e! modelo de 
Piacentini (1992) para predecir e! espesor de la capa de ozono, 
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en reemplazo de! modelo propuesto por Van Heuklon ( 1979). El 
modelo de Piacentini. elaborado en base a datos actualizados 
apartados por mediciones satelitales, tiene en cuenta la latitud 
dei lugar, el mes dei afio. y la reducción de la capa de ozono 
para el afio considerado. Este modelo correlaciona datos 
apartados por los satélites SVUB y Nimbus 7/NASA. y 
contempla la reducción observada en la capa de ozono en los 
últimos aiios. Esta reducción es dei 2.66% por década para toda 
la tierra (Herman, 1991). El modelo de Van Heuklon (1979) 
considera el efecto de la latitud, la longitud y e1 día dei aiío, pero 
no tiene en cuenta la variación temporal dei espesor de la capa 
de ozono. 

Se introdujo una segunda modificación ai modelo con el fin 
de corregir el efecto de reducción de la radiación UV solar 
difusa, provocada por el horizonte de! lugar utilizado para las 
mediciones. Resulta sumamente difícil efectuar mediciones de la 
radiación solar en lugares donde la componente difusa 
corresponda a la semiesfera completa de! cielo (ângulo de 2rc). 
De allí que se resolvió introducir un factor de corrección para la 
radiación difusa en función de la altitud promedio de! horizonte 
de! lugar. 

La irradiancia global sobre una superfície horizontal se 
obtiene considerando la componente directa normal ai sol. el 
ângulo c~:nital , la componente difusa de la radiación solar y un 
factor de corrección debido a! horizonte (/H): 

I c= ldcose z + fH Is (5) 

A partir de relaciones geométricas conocidas. se obtuvo la 
expresión de cálculo de este factor de corrección para la 
radiación difusa como una función de (y) , ângulo promedio entre 
e! plano horizontal y la altura libre sobre el horizonte dei lugar 
(o altitud promedio dei horizonte). La expresión geométrica 
obtenida resulta: 

!H= 1- sin(y) (6) 

Como se observa en la Ec. (6), este factor de corrección puede 
ser: O ~/H~ 1. Es decir. tomará e1 valor 1ímite superior unitario 
para el caso en que la radiación difusa comprenda la semiesfera 
completa dei cieio (("/; = 0), y el valor límite inferior (cero) en el 
caso hipotético en que la radiación difusa recibida sea nula. 

Finalmente, se debe seiíalar· que para los cálculos efectuados 
con el modelo se utilizó la irradiancia solar UV extraterrestre. a 
la distancia media sol-tierra, propuesta por Frohlich y Wehrli 
(1981 ), con valores promediados en un estrecho ancho de banda 
de 2 nm. Esto pcrmitió obtener un mayor detalle .en las 
predicciones espcctrales dei modelo, particularmente ai analizar 
e! efecto dei "scattering" y de la absorción dei ozono, para 
distintos valores de la masa de aire y diferentes estados de la 
atrnósfera. 

MEDI ClONES DE RADIACIÓN UV GLOBAL 

Las mediciones de la irradiancia solar ultravioleta sobre un 
plano horizontal se realizaron con e! instrumento Blak-Ray® 
UV -Meter J-221. Este dispositivo fotovoltaico permite medir la 
radiación ultravioleta solar en el rango de 300-400 nm, y, 
montado sobre una base móvil. obtener valores en plano 
horizontal o inclinado y en distintos lugares geográficos. El 
instrumento portátil utilizado ha sido calibrado con un 
instrumento Kahl Scientific Model TUVR, en e] rango 0-40 
W/m2

• 
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Se obtuvieron datos expcrimentales para distintos ângulos 
cenitales y diferentes días y meses de! afio. durante un período 
aproximado de tres aiíos ( 1993-1995 ). En todos los casos las 
determinaciones se realizaron en días de cielo claro, o con 
esca<;a presencia de nubes (se consideraron solamente días con 
un porcentaje de nubes menor o igual a! I 0% ). 

De este conjunto completo de mcdiciones se obtuvieron los 
valores de irradiancia solar ultravioleta sobre una superfície 
horizontal, utilizados a lo largo de todo este trabajo. 

RESULTADOS TEÓRICOS Y EXPERIMENTALES 

Para la re•olución dei modelo se ha utilizado un conjunto de 
parâmetros representativos dei lugar estudiado. en base a las 
principales características atmosféricas de la zona y diferentes 
métodos o correladones existentes en la bibliografía. 

Considerando para 1ft región una visibilidad característica 
promedio V = 17 km y el método de cálculo propuesto por 
Leckner ( !978 ). se ha adoptado una turbidez para una longitud 

de onda de 0.5 f.!m ('tos) igual a 0.33. El valor dei exponente de 
longitud de onda (a) correspondiente a la fórmula de turbidez de 
Ângstri:im, admite en general una amplia variación de acuerdo a 
la distribución de tamaõos de las partículas de aerosol. En este 
trabajo se ha adoptado un valor de a= 1.2 (Bõer. 1980). En base 
a la fórmula propuesta por Bird y Riordan (1986) para estimar el 

albedo de "scaltering" simple (W) y los valores promedios 

propuestos por Gueymard ( 1989), se han adoptado: Wo.4 = 0.815 

y w' = 0.095. Además. se ha utilizado un valor dei factor de 
asimetría de aerosol (< cose >) igual a 0.65 (Bird y Riordan. 
1986). 

Se realizó el cálculo de la altitud promedio dei horizonte y se 
obtuvo un valor de (y) = 11.2° . Reemplazando este valor en la 
Ec. (6). e! valor dei factor de corrección de horizonte (/H) resultó 
igual a 0.806. Esto significa que la irradiancia difusa en el lugar 
utilizado para las mediciones, se vio sistemáticamente reducido 
en aproximadamente un 20%. 

Los parâmetros utilizados para predecir el espesor de la capa 
de ozono en función de la latitud dei lu gar, el mes y el afio. han 
sido extraídos dei trabajo citado de Piacentini ( 1992). 

Por último, en la Tabla I se presentan algunos parâmetros 
adicionales empleados por el modelo para obtener las 
predicciones teóricas dei punto siguiente. En la segunda 
columna de la tabla se indica el día característico utilizado para 
obtener las curvas de cada mes, y en la tercer columna el ângulo 
cenital mínimo correspomliente a esc día característico y a la 
ciudad de Rosario, Argentina. Luego se incluye la información 
sobre e! factor de corrección por la distancia sol-tierra, estimado 
con la fórmula de Spencer. Finalmente se muestra el val9r dei 
espesor de la capa de ozono en unidades Dobson para la : ciudad 
de Rosario. obtenido con la fórmula de Piacentini (1992). 

Tabla I: Parámetros y resultados intermedios dei modelo. 

MES 

ENE 

JUL 

NÚMERO 
DE DÍA 
TÍPICO 

17 

198 

ÁNGULO 
CENITAL 

MÍNIM0(0
) 

12.0 

54.1 

(*) calculado para el afio 1994. 

FAC1DR DE 
CORRECCIÓN 
SOL-TIERRA 

1.034 

0.967 

CAPA 
OWNO 
(UD) (*) 

266.8 

288.1 



En la Fig. 1 se incluye la infonnación teórica y experimenta l 
completa obtenida en el período 1993-1995, correspondiente a la 
variación de la irradiancia UV solar con el ângulo cenitaL para 
la ciudad de Rosario (Argentina) . El modelo se ha representado 
solamente para los meses siguientes: (i) enero, con la irradiación 
solar más alta (línea continua), y (ii) julio, con la irradiación 
más baja (línea de puntos). Además, se muestran las 
predicciones considerando e! efecto de reducción por horizonte, 
y e! modelo sin esta corrección. 

Se observa una buena concordancia entre los resultados 
teóricos y experimentales, con estos últimos ubicados en general 
dentro de la banda definida por la curva límite superior (sin 
corrección de horizonte) y la curva límite inferior (con 
corrección de horizonte). Existen algunas mediciones que caen 
fuera de esta banda, pero que no se apartan significativamente 
de las predicciones de los modelos mencionados . Para estos 
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casos. aparte dei error asociado a cada medición experimental, 
se debe tener en cuenta que algunas mediciones fueron 
realizadas bajo un ciclo con un cierto porcentaje de nubes 
(menor o igual ai 10%) y que el modelo ha sido desarrollado 
para días de ciclo claro. 

Considerando un ângulo cenital determinado, debe seiialarse 
la reducida diferencia existente entre las predicciones dei 
modelo para los meses de máxima (cnero) y mínima (julio) 
irradiación anual. La diferencia porcentual máxima observada en 
las predicciones. es de solamente un 6.8%. Esto revela que. para 
días de ciclo claro con un valor de turbidez característico de la 
rcgión estudiada. la irradiancia UV solar podría ser representada 
con una misma curva típica para todo el aiio. El error que puede 
cometerse ai utilizar esta aproximación, posiblemente caería 
dentro dei error que puede cometerse con una determinación 
experimental convencional. 

55 65 75 85 

Angulo cenital r> 

Figura 1 - Radiación solar UV global sobre plano horizontal en función dei ángulo cenital solar. en Rosario, Argentina. Datos 
experimentales: (O) ~er. trimestre !993-95, (O) 2do. trimestre 1993-95, (~) 3er. trimestre 1993-95, y (O) 4to. trimestre 1993-95. 
Predicciones dei mo'de1o sin corrección de horizonte: ( --- ) Enero, (- - - - - -) Julio. Predicciones dei modelo con corrección de 
horizonte: (--- ) Enero, ( - - - - - ) 'Julio. 

COMPONENTES DIRECTA Y DII .. USA DE LA RADIACIÓN 

En la Tabla 2 se muestran los valores de la radiación solar 
global, directa y difusa, en el rango UV y en todo cl espectro 
solar, calculados con el modelo teórico para el día 17 de enero 
(día típico 'de! mes). Se han considerado valores dei ângulo 
cenital entre 12 .5° y 80°. 

Los valores máximo y mínimo tabulados de la radiación UV 
global (luv.G) son 52.12 W/m2 y 3.49 W/m 2 mientras que cn 
todo el rango dei espectro solar (l"~.G) son 1004.4 W/m 2 y 90.3 
W/m2

• respectivamente. 
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Notar que los valores de la radiación solar UV directa (luv.d) 
superan a los de la radiación solar UV difusa (luv.s). para 
ángulos cenitales bajos. A partir de un ângulo cenital próximo a 
9z = 30° la radiación UV difusa es mayor que la directa. Por 
ejemplo: cuando e! ângulo cenital es igual a 20° el cociente entre 
la radiación UV directa y difusa (luv.d I luv.s) es de 1.18, para un 
ângulo de 60° dicha relación es igual a 0.43 y, para ángulos 
cenitales mayores, se observa un fuerte predomínio de la 
radiaciún difu sa sobre la directa. 

Con respecto ai cociente entre la radiación solar directa y 
difusa en todo el rango dei espectro (1 10,,d I Lot.s). a diferencia de 



lo que ocurre en e! rango UV, es mayor que la unidad para casi 
todos los ángulos cenitales tabulados. Solo para 8z "' 80° la 
radiación solar total difusa supera a la radiación directa. 

Finalmente, la relación porcentual entre la radiación solar 
global UV y total (Iuv.dltot,G), varía aproximadamente entre 4 y 
5. disminuyendo gradualmente este valor a medida que aumenta 
el ángulo cenital. 

Tabla 2: Componentes directa y difusa de la radiación solar 
UV y total en funcióQ dei ángulo cenital. 

RAD.SOLAR ÁNGULO CENIT AL C) 

ryllm2
) 12.5 20 40 60 80 

luv.G 52.12 49.18 35.77 17.92 3.49 

luv.d 28.88 26.63 16.80 5.38 0.06 

Iuv,s 23.24 22.55 18.97 12.54 3.43 

l.ot,G 1004.4 959.2 746.4 429.7 90.3 

l.ot,d 810.2 768.9 577.0 302.4 42.8 

l.ot.s 194.2 190.3 169.4 127.3 47.6 

Iuv.dl Iuv ~ 1.24 1.18 0.89 0.43 0.02 

l.ot,d I l tot,s 4.17 4.04 3.41 2.38 0.90 

Iuv.G I I lot,G (%) 5.19 5.13 4.79 4.17 3.86 

CONCLUSIONES 

Las principales conclusiones obtenidas en este trabajo son: 
Se confirma la tendencia por la cual, al aumentar el ángulo 

cenital solar, se produce una disminución de la irradiancia UV 
solar como consecuencia de un aumento de la masa de aire 
relativa. 

Se obtiene un buen acucrdo entre las predicciones dei 
modelo y los datos experimentales para el período investigado, 
si bien en el conjunto de datos que constituyen la "nube" de 
resultados se registran algunos valores que se desvían dei 
comportamiento general. 

Las predicciones de la irradiancia UV global (como cota 
máxima) y UV global corregida por efecto de horizonte (como 
cota mínima), definen una banda de resultados teóricos posibles. 
En general, los valores experimentales obtenidos caen dentro de 
la región comprendida por estas dos curvas límites. 

Existe una diferencia poco significativa entre las 
predicciones dei modelo que corresponden a un mismo ángulo 
cenital, aún considerando diferentes días o meses de! afio. La 
máxima diferencia observada se produce entre los meses de 
enero (radiación máxima) y julio (radiación mínima), 
alcanzando un valor aproximado dei 6.8%. 

Para días de cielo claro y para una turbidez característica de 
la Jocalidad estudiada, la irradiancia UV solar global podría ser 
representada con una única curva anual en función dei ángulo 
cenital. El errar que puede cometerse a! utilizar esta 
aproximación, caería probablemente dentro dei error 
experimental de las mediciones o dentro de la incertidumbre con 
la cual es posible conocer los parámetros dei modelo teórico 
aplicado. 

A partir de Ias predicciones dei modelo para días de cielo 
claro, se observa que la radiación difusa UV predomina sobre la 
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radiación directa cuando e! ángulo cenital es superior a 
aproximadamente 30°. Este comportamiento difiere dei 
correspondiente a las componentes difusa y directa en todo e! 
espectro solar, donde predomina esta última en casi todo e! 
rango de ángulos cenitales . 

Se verifica que la radiación solar UV global constituye 
aproximadamente un 4-5% de la radiación solar total global, 
reduciéndose gradualmente este porcentaje a medida que crece 
e! ángulo cenital. 
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ABSTRACT 

Measurements of global ultraviolet solar radiation (300-400 
nm) on horizontal planes for cloudless sky days at Rosario, 
Argentina, are presented. Data are compared with those 
obtained with a theoretical madel previously verijied by the 
authors. For intermediate and high solar zenith angles a good 
agreement between model predictions and experimental data are 
observed. Finally, computed ratios of ultraviolet to total solar 
radiation and of direct to diffuse ultraviolet solar radiation are 
reported. 
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SUMARIO 

En este trabajo se realizó un estudio de las lagunas solares, resolviendo las ecuaciones que describen 
su comportamiento por métodos numén·cos, con el jin de analizar diferentes factores que afectan dicho 
sistema y lograr aportar ideas para su mejor uso. Se concluyó que e/ /ímite energético de la laguna, es 
decir, la cantidad máxima de calor que puede e.xtraerse de la laguna sin l/egar en ningún momento a la 
temperatura ambiente se encuentra alrededor de/ I 8% y que la forma (cantidad y tiempo) de e.xtraer e/ 
calor dei fondo de la laguna repercute en la ejiciencia de la laguna y en la calidad de esta energía obtenida 
(temperatura de lafuente energética). 

INTRODUCCIÓN 

Las llamadas Lagunas Solares, cwnplen la función de 
almacenar energia gratuita, Energia Solar, debido a! gradiente 
inverso de temperatura que poseen (es decir, más caliente en e! 
fondo y más tiio en la superficie), producto de un gradiente de 
concentración salina en e! agua que la conforma. Si se logra 
conocer mejor su comportamiento, esto ayudaria a utilizarias de 
forma más eficiente. 

En este trabajo se bace un estudio de las lagunas solares, 
resolviendo las ecuaciones que describen su comportamiento por 
métodos numéricos, con e! fin de analizar diferentes factores que 
afectan dicbo sistema y lograr aportar ideas para su mejor uso. 
Para e! logro de este objetivo, primero se defmirán las 
características de dicbas lagunas, Juego se resolverán las 
ecuaciones que rigen su comportamiento térmico y salino, y 
finalmente se analizarán diferentes variables que afectan e! 
perfil de temperatura y la energía acumulada en las Jaglmas 
solares. 

DEFINICIÓN Y CARACTERÍSTICAS DE LAS LAGUNAS 
SOLARES 

Una laguna solar es un lago capaz de capturar y a!macenar 
energía solar, mediante e! calentamiento dei fluido que la 
conforma. Consta de un estanque, en el cual existe un gradiente 
inverso de concentración de una sal (llamado también baloclina). 
Cuando la radiación solar llega a la superficie de Ia laguna, una 
parte de ella se refleja, otra porción se absorbe y e! resto pasa 
bacia el fondo. En su carnino ai fondo, una fracción de esta 
radiación es absorbida por la masa de agua que consigne a su 
paso. Una vfa. en e! fondo, la cantidad de radiación que llega ai 
mismo se absorbe en su totalidad, produciendo un awnento en la 
temperatura de la masa de agua más profunda. De esta manera, 
e! fluido dei fondo se calienta pero no puede ascender, ya que su 
densidad sigue siendo mayor que la dei fluido de las capas 
superiores debido a su salinidad, quedando así aislado de la 
superficie por la masa de agua que se encuentra sobre é!. 
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Como consecuencia, las pérdidas de energía en el fluido 
dei fondo se reducen a la conducción que ocurre tanto bacia las 
capas superiores como a través dei fondo de la laguna. Así, se 
produce un efecto neto de acumulación, ya que la radiación solar 
que llega es mayor que las pérdidas calóricas combinadas, lo 
cual resulta en e1 aumento de la temperatura. La temperatura en 
cada punto de la laguna dependerá de la radiación absorbida, de 
la conducción bacia otros puntos y de los efectos convectivos, en 
e! caso de la superficie. Debido a estos efectos se 6rea un 
gradiente inverso de temperatura, llamado también termoclina. 

E! fenómeno de la Laguna Solar se presenta tanto de 
manera natural como artificial. Un ejemplo de laguna solar 
natural es el Lago Medve, en Transilvania, el cual alcanza en 
verano una temperatura de unos 70 oca una profundictad de 1,3 
m (,Tabor et ai. , 1965). Por otro lado, uno de los más importantes 
lagos artificiales se encuentra en la localidad de Ein Bokek 
(Israel), en donde una laguna de unos 7.500 m2 de superficie es 
capaz de producir 5 MW de energía eléctrica que se introducen a 
la red de distribución local (Subbahar et ai., 1993 ). 

Una laguna solar está dividida en tres zonas, tal como se 
muestra en la figura 1: 

- Supedicie I I I ~~~~ación ~ 
Capa de Mezclado (ZCS) 

Capas de Aislamiento (ZNC) 

Capa de Alrnacenuniento (ZCI) ._ ______________ _. Fondo 

Figura I. Esquema de una Laguna Solar. 

Zona Convectiva Superior (ZCS): Llamada también capa 
de mezclado, es la parte superficial de la laguna. En ella, se 
realiza e! intercambio de energía por convección con el medio 
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ambiente. Es la que posee menor concentración de sal. Incluso, 
algunas veces por facilidad, se utiliza agua pura para esta capa. 

Zona no Convectiva (ZNC): También denorrtinada capa de 
aislamiento, está compuesta por las sub-capas intermedias de la 
laguna. En ellas, el intercambio tanto de energia como de masa 
es por conducción. La concentración de dichas sub-capas 
aumenta con la profundidad. Además, es la zona de mayor 
espesor. 

Zona Convectiva Inferior (ZCI): Conocida también como 
zona de a!macenarrtiento, es la capa que toca el fondo . En ella , 
se alcanza la temperatura más alta de la laguna . Además, es la 
de mayor concentración salina. Es la capa de la que se extrae la 
energia. 

ECUACIONES QUE RIGEN EL COMPORTAMIENTO DE 
UNA LAGUNA SOLAR 

Para modelar tma laguna solar, hay que resolver los 
balances de masa y energia de la mi:;ma. Se tomará 
unidireccional ( dirección z, desde la superficú: hacia e! fondo) 
tant6 para e! perfil de concentración S, como para e! perfil de 
temperatura T. 

Perfil salino: partiendo de la ecuación de balance de masa, 
o ecuación de difusión en coordenadas cilíndricas, queda: 

c/ 2 S dS 
K --=-

s d z2 d t 
( 1) 

Para llegar a esta ecuación se supuso que e! movimiento 
dei fluido es despreciable, lo cual es cl fundamento de estas 
lagunas. Además, se tiene que conocer el perfil de concentración 
inicial para resolver e! problema. 

Balance de energia: Para calcular e! perfil de temperatura 
en la laguna se deben resolver los balances de energia para cada 
una de las zonas antes especificadas, pues las contribuciones 
energéticas son diferentes. 

Zona Convectiva Superior, ZCS: 

( Acumulación l ( Raliación 1 ( Cooda:ción 1 ( Calor 1 

l de erergía J=labsorbidaJ+lde lascapasJ-loedioo alj (2) 
en la ZCS en la ZCS aiy.K:.entes ambiente 

Realizando las operaciones pertinentes, se expresa esta 
ecuación como: 

d Tsup I l( .f di) l 
---a!'= pCp& lsf +A\,_ 8z -V.up(T8up- Tamb)J (3) 

Zsup 

Zona No Convectiva, ZNC: 

[

Acumulación] [ de e!UgÍa Radiación que Conducción 
por :;u~ = pendia Y se absmbe) +[hocia las cap!SJ 
en la ZNC en la sulx:aj:xl adyocentes 

(4) 

Sustituyendo cada témúno y despejando, la ecuación 
queda como: 
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,:;r I ( I f' ( r? 2 T 11 
~= pcpl .~z + Kl hz )j (5) 

Zona Convectiva InferioL ZCI: 

(A.currulmJ (RaáaciónJ [Om:lucción) ( Calor I [~ j de eragía = amrnda - a las C3JXl'i - oolioo ai - I l enlaZCI enlaZl.l ~tt:s anhenteJ ~) (6) 

Expresando esta ecuación como: 

( ( l l ~ T 1 • ?T . ~=--llJ -J.:. -,- -( ·inf(Tmr-T,_,b)-Qretmxio 
(" t p Cp .\z e z =" :, 

(7) 

Los ténninos lsf cngloban a dos componentes: cl témlino 
Is, que representa la cantidad de energia por radiación que llega 
a cada capa, y el ténnino f que equivale a la fracción de esa 
energia que se queda en la capa. Ambos témünos se pueden 
expresar conjtmtamente v se delinen como (Hawlader et aL , 
198 L Constán ct ai., 1985 ): 

l,f= ( 1-a) G(t) (1- ( 1-F)] expl-!l (Zsup- 6) secORI (8) 

Isf'=(l-a)G(t) [(I-F)exp(-!l(/\z.-8)scc 0R ]}I ~1sec8R I (9) 

U"= ( 1-a) G(t) ( 1-F) expl-!l (Zmt- 6) secOR) ( 10) 

Donde a se denomina albedo y vale: 

a= 0,02 cxp (0,02 8z) ( 11 ) 

En la cual , e , es el ángulo cenitaL En las ecuaciones (8) a 
la ( l 0), eR se denomina ángulo refractado de la radiación ( en 
radianes) y se calcula a partir de: 

sen (OR) = sen (0)/n ( 12) 

SIMULACIÓN DE LA LAGUNA 

Para la resolución de las ecuaciones que resultan tanto dei 
balance de masa como de energia dei sistema, se dccidió utilizar 
e! método numérico de diferencias finitas , debido a su sencillez 
a la hora de programar, a que proporciona una exactitud 
adecuada y no presenta problemas de estabilidad en los rangos 
de valores en que se trabaja. Este método se :basa eu la 
aproximación de los valores de las derivadas que apareceu en la 
ecuación por tma "diferencia finita" , las cuales pueden ser de 
tres tipos: de avance, centrales o de retroceso (Dahlquist et aL, 
1974 ), según e! tipo de datas que se utilicen. Las Jiferencias que 
se usarán para la resolución, son de la fom1a que se muestra en 
la tabla I. Luego de sustituir estas valores convenientemente en 
las ecuaciones, fijando los pasos o intervalos de incremento, se 
despejan los valores requeridos de las variables estudiadas, 
basados en el valor de estas variables en el paso anterior. 

Si se aplica el método de diferencia finÍta ai perfil de 
concentración, se emplea la diferencia de avance para el valor 
dS/dt, mientras que para los valores de segunda derivada 
d2S/dz2

, es necesario aplicar diferencia de avance en d caso de 



ZCS, diferencia central para la ZNC y diferencia de retroceso 
para Ia ZCI, despreciando el término de error. 

Por otra parte, para el perfil de temperatura (y 
despreciando nuevamente el ténnino de error), se emplea 
diferencia de avance para e! valor de dT/dt, se utilizará 
diferencia de avance para el valor de la primera derivada dT/dz 
en la ecuación de la ZCS, diferencia de retroceso para la primera 
derivada dT/dz en la ecuación que describe la ZCI, mientras 
que para Ia ZNC se utilizará una diferencia central para el valor 
de Ia segunda derivada (d1T/dz1

) que aparece en la ecuación. 

Tabla I . Aprox.imaciones en Diferencia Finita utilizadas en la 
Simulación. 

Tipo de dif. finita Fónnula empleada 

0- ' ft - fo 
dx = f (z0 ) "'-h--+Error 

Primera derivada: 

de avance 

Segunda derivada: ê
2
y _ /"( ) ~ fz -2ft+ fo E 
2 - zo - 2 + rrar 

de avance ê x h 

Segunda derivada: ê 2
y , ft- 2/o + f - 1 

--2 = f (zo) "' 2 +Errar 
central êx h 

Segunda derivada: ê
2
y !" X fo- 2f_t + fz 

--2 = ( o)"' 2 +Errar 
de retroceso ê x h 

Aplicando estas aproximaciones a las ecuaciones que rigen 
e! comportamiento dei perfil salino y térmico en las lagwtas 
solares, éstas quedan expresadas en diferencia fmita de la 
siguiente fonna: 

Perfil salino (S(z,t+ 1) = f (z,t)): 

Zona Convectiva Superior: 

{
Í S(z +2,1)- 2S(z+ 1,t)+S(z,t) lj _ S(z,t+ 1)- S(z,t) 

K 2 - --'---'--------'--_:_:--'-
zsup óJ 

(13) 

Zona No Convectiva: 

. Í S(z + l.t)- 2S(z,t) +S(z- U) 1 S(z ,t + 1)- S(z,t) 
K{ &2 j= óJ ( 14) 

Zona Convecti\18 Inferior: 

KÍ S(z,t)-2S(z-1,;)+S(z-2,t)] S(z,t+I)-S(z,t) 

1 Ziof óJ 
( 15) 

Dado el valor de la difusividad salina Ks (depende de la 
sal utilizada) y los valores de la concentración inicial, ai tijar los 
valores de Az y ~t y definir la longitud de las diferentes zonas de 
la laguna, se puede calcular la concentración S(z,t+ 1) para cada 
posición z, en cada instante de tiempo. 

Perfil de Temperatura (T(z,t+ 1 )=f (z,t)): 

Zona Convectiva Superior: 
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~~~~~~~~z,t) = ~~J+{~-~:~.~--~(z;t)J-uq>~-~j 
Zona No Convectiva: 

T(z, t+ I)- T(z, t) =_1_( Ii+ jT(z+ 1, t)-2T(z, t)+ T(z-l,t))~ 
~ t 4l~z ~ ~z2 I) (17) 

Zona Convectiva Inferior: 

(18) 

Para resolver las ecuaciones dei perfil de temperatura, se 
procederá de manera similar a como se hizo para la resolución 
dei perfil de concentraciones introduciendo los datos 
correspondientes a Ias propiedades físicas, los valores de la 
energía solar captada en cada capa, los coeficientes globales de 
calor perdido Usup y Uinf, y dei calor retirado de la ZCI. Además 
se requiere conocer el perfil de temperatura inicial y la 
temperatura delmedio ambiente. 

El método empleado es de tipo explícito ( el valor que se 
quiere obtener de cada ecuación no es función dei mismo ), lo 
cual trae ventajas ai resolver Ias ecuaciones, pero con la 
desventaja que el método no es incondicionalmente estable. El 
criterio de estabilidad para nodos en una dirección (Hawlader et 
ai. , 1981 ) es el siguiente: 

~t K~t I 
Fo=--= < -

&2 pCp&2- 2 
(19) 

Usando valores promedios para la densidad p= 1.000 
kg/m3

, el calor específico Cp= 4 kJ/kg K y la conductividad 
térmica K= 2 kJ!h m K, se puede obtener una relación entre el 
~t (s) y e] Az (m) a utilizar para que e1 método sea estable. 

~ t 
-2 ~ 1000 
& 

(20) 

Ya que Az está en el orden de 0,1 m, el método no 
presenta problemas de inestabilidad. 

Para realizar el programa de simulación de la laguna, se 
eligió ellenguaje de programación QUICK BASIC versión 4.5, 
el cual aparte de su sencillez de programación permite compilar 
los programas para que corran desde el sistema operativo, de ser 
necesario. 

Tornando Ias ecuaciones deducidas antes y los da tos 
necesarios de las propiedades y condiciones iniciales, se 
estructuró Ia secuencia de calculo y se construyó el programa. 
Los resultados se escriben en archivos, uno por cada capa de la 
lagtma, para obtener al fmal el comportamiento ténnico o salino 
de la capa. Debido a que es difícil manejar la gran cantidad de 
datos que se generan de la sirnulación, los resultados se 
presentarán de manera gráfica. De los gráficos obtenidos se 
extrae la infonnación necesaria para e1 análisis dei 
comportarniento de la laguna. 
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PROPIEDADES FÍSICAS Y DATOS EMPLEADOS EN LA 
SIMULACIÓN 

Se usó como fluido para los cálculos realizados en este 
trabajo una solución de clonrro de sodio, y las propiedades de 
esta solución: difusividad salina Ks, densidad p, calor específico 
Cp, conductividad ténnica K, se pueden calcular con las 
siguientes ecuaciones (Constan et al.,\985): 

Ks = I ,39 * [1+0,029(T-20)]* IO.o [m2/s] (21) 

p = 1005,153 + 0,746259S- 0,32341 34T [kglm3
] (22) 

Cp =3720 + 28 (T .,2o) + 0,005 (T-20/ [k:J/kg K] (23) 

K = 2,16 [I + 0,00281 (T - 20)] [k:J/h m K] (24) 

Por otro lado y para el cálculo de la cantidad de radiación 
solar que incide sobre la laguna se defmen Ias siguientes 
constantes: F: Fracción de Ia energía solar absorbida cerca de la 
superficie, con un valor de 0,4: Jl: Coeficiente de extinción 
efectiva, que vale 0,66 m·1

; 8: Distancia de referencia, con un 
valor de 0,06 m. 

Para los datos de la temperatura ambiente se tomaron los 
datos de un día promedio en e! Valle de Sartenejas, temperatura 
máxima 32,6 °C a la I p.m, temperatura mínima 14°C a las 2 
a.m. E! valor dei coeficiente global de transferencia de calor en 
la superfície de la laguna Usup, se asumirá de 87,6 kJ/h m2 K y 
en e! caso dei fondo, Uinf de 5 kJ/h m2 K.(Constán et ai. , 1985). 

Se tomará una altura total de laguna de 0,8 m, con una 
altura de la ZCS de O, I m, en la ZNC de 0,6 m dividido en doce 
diferenciales de altura (~) y O, I m para la zona de 
almacenamiento. El valor dei perfil de concentración inicial será 
lineal desde agua pura en la superficie y 182,66 kg/m3 en e! 
fondo , mientras que la temperatura inicial es constante para 
todas las capas e igual a 22 °C. 

Para los valores de la radiación solar que incide sobre la 
laguna se dispone de correlaciones para la radiación directa y 
difusa, basada en datos experimentales tomados por Ledanois 
durante e! período enero - septiembre de 1984 (Ledanois, 1984 ). 
La radiación total en la superfície de Ia laguna es la suma de la 
componente directa más la componente difusa: 

G(t) = l(t) + D(t) (25) 

En la que la radiación directa se calcula de la expresión: 

I (t) = I m c os;. I( 180(1- N H) . J 
NH 

Mientras que Ia radiación difusa se obtiene de: 

D(t) = Dmcosm ( 180(~~NH)) 

RESULTADOS DE LA SIMULACIÓN 

(26) 

(27) 

Detenninación dei incremento de! tiempo óptimo. Para 
realizar la simulación, tue necesario determinar e! valor 
adecuado para e! incremento de tiempo de las ecuaciones de 
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diferencia finita ót, con el propósito de obtener Ja exactitud 
requerida en los valores que arrojan dichas ecuaciones. 

Se procedió a simular la temperatura de la ZCI en función 
dei tiempo transcurrido, colocando 1\t igual a 2, I , 0,5 y 0,25 
horas, para los grosores de capa Zs y z, de 0,1 m y ~=0,05 m 
(recomendados como óptimos en trabajos anteriores, por ejemplo 
Constán et ai., 1985), con los cuales todos los ót cumplen e! 
criterio de estabilidad de la ecuación (20). Además, esto se hizo 
sin retirar calor de Ia última capa (Qrctirado= 0). 

En la tabla 2 se presentan una serie de valores de 
temperaturas extraídas de los resultados de la simulación para 
los cuatro casos citados, durante un tiempo de I afio . 

Tabla 2. Valores de las temperaturas en la capa inferior 
para distintos pasos de .ilt. 

ót [hJ test(días) Tmax[0C] Tnún (~C] .ilT rCJ 
2,00 35 79,1 69,3 9,8 
I ,00 40 78,1 69,4 8,7 
0,50 40 78,6 69,9 8,7 
0,25 40 78,4 69,7 8,7 
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Figura 2. Temperatura de la ZC! para un l\t de I hora. 

De Ias gráficas, se observó que el comportamiento de Ias 
curvas de temperatura fue similar para todos los intervalos de 
tiempo utilizados, experimentando \ma subida brusca hasta 
estabilizarse y alcanzar el estado estacionario, aproximadamente 
a los 40 días (ver figura 2). En cuanto a los valores de 
temperatura , se pudo apreciar que el comportamiento difiere 
poco de un intervalo de tiempo a otro, concluyéndose que a 
partir dei intervalo de I hora las diferencias entre los valores de 
temperatura son despreciables. Donde se evidenció la influencia 
dei valor de ót en la exactitud dei método numérico, fue en la 
diferencia entre las temperaturas máxima y mínima dei estado 
estacionario .ilT, arrojando un valor de 9,8 oc para el intervalo 
de 2 horas, mientras que para los intervalos de I , 0,5 y 0,25 
horas, el valor de dicha diferencia fue de 8,7 oc_ Se concluyó 
que para e! intervalo de I hora se había alcanzado la exactitud 
buscada, por lo cual se utilizó en e! resto de las simulaciones 
como valor fijo. 

Efecto dei grosor de la capa de acumulación de energía en 
la simulación. Luego de fijado el valor de l~t, se considero 
necesario observar cómo afecta el valor dei grosor de capa de 

1 
l 
l 
1 

l 
' 



acwnulación en Ia temperatura de la ZCI , pues es la zona donde 
se alrnacenará Ia energia posteriormente. Esto se deterrninó 
mediante la simulación de Ia temperatura promedio de la lagtma 
y Ia eficiencia, con tlll Qretirado = O, variando el grosor de capa z; 
desde 0,06 m a 0,20 m. Los resultados obtenidos se recopilan en 
Ias figuras 3 y 4. 

A través dei análisis de los perfiles de temperatura se llegó 
a Ia conclusión de que el tiempo que tarda la laguna en alcanzar 
el estado estacionario depende dei grosor de Ia ZCI, ya que un 
menor grosor de capa implica menor masa en Ia zona, v por 
consiguiente, disminución en la capacidad de acwnulación de 
energia y tm mayor tiempo requerido para alcanzar el estado 
estacionario. Por otro lado, se observó que la diferencia de 
temperatura promedio entre cada curva tiende a disminuir a 
medida que se aumenta el valor de z;. Este efecto .se debe a que 
ai aumentar Ia masa de tluido en Ia zona, Ia temperatura varia 
menos durante e! dia, lo cual genera que la temperatura minima 
tienda al valor de la temperatura máxima de la capa. 
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Figura 3. Temperatura promedio de la ZCI según e! grosor 
de capa Zt 
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Figura 4 . Eficiencia de Ia ZCI en función dei grosor de 
capaz;. 

Por otra parte, dei análisis de la gráfica de eficiencia se 
observa que los valores de eficiencia de la laguna se encuentran 
en los rangos reportados en las referencias consultadas ( 16% 
aproximadamente). Por otra parte, se observa que a partir de 
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0,16 m los valores de eficiencia se vuelven casi constantes para 
aumentos dei grosor de capa. 

Debido a lo anterior, se decidió utilizar 0,16 m como 
grosor de la ZCI, ya que se obtienen curvas similares a las que 
se obtienen con grosores superiores. 

Deterrninación dei efecto dei número de capas de la ZNC . 
En el método utilizado para Ia resolución de las ecuaciones, los 
resultados obtenidos dependen dei número de capas en que se 
divida la ZNC, ya que la exactitud dei método cambiará ai variar 
dicho número. Se procedió a simular e! comportamiento térmico 
de la ZCI dividiendo la ZNC en 3, 6, 12 y 24 capas (para esta 
última se utilizó un At=O,S h, debido a la estabilidad dei 
método). Los resultados obtenidos se resumen en la tabla 3. 

Tabla 3. Valor'FS de Tmax, Tnun y L'IT para diferentes 
números de capas en Ia ZNC. 

#Capas 

3 
6 
12 
24 

At (h) 

I 
I 
I 

0,5 

77,6 
76,3 
78 ,1 
81 ,5 

70.3 
67,5 
69,4 
72,4 

7,3 
8,8 
8,7 
9,1 

De los resultados cbtenidos, se observó que la tendencia 
general de Ias variables es a aun1entar, tanto en T milx como en 
T min, incrementando a su vez e! valor de A T. Para 6 v 12 capas, 
se observa que los valores obtenidos son muy similares, pero que 
no se ha !legado ai límite de exactitud dei método, ya que para 
24 capas se observa la continuación de la tendencia ai 
incren:~~to . Debido ai tiempo que demora tma corrida dei 
programa a 24 capas, se decidió utilizar un número de capas de 
12, ya que para el At de I h es e\ más adecuado. 

Utilización de la Laguna Solar en un proceso. Se simuló el 
comportamiento de la laguna, utilizándola como una fuente de 
energia de magnitud constante para 1111 proceso, como por 
ejemplo la generación de energia eléctrica a través de 1m ciclo 
Rankine. Este ciclo consiste de una etapa que funciona con un 
t1uido orgánico de bajo punto de ebullición (como freón 12, 
metano, etc.), conectado a un intercambiador de calor para 
elevar la temperatura de dicho tluido utilizando la solución 
salina de la laguna. Luego, el tluido orgánico se expandirá en 
una turbina, Ia cual generará energia eléctrica (Subhahar et ai. , 
1993). 

a) Determinación dei limite energético de la lag~a. Para 
poder iniciar las simulaciones de Ia laguna como fuente de 
energia para un proceso, era necesario conocer e! limite 
energético de la laguna, es decir, el valor máximo de energia que 
puede extraerse de la ZCI sin llegar en ningún momento a Ia 
temperatura ambiente. Para ello, se simuló tanto la temperatura 
como la eficiencia de la capa, extrayendo t1ujos de 100, 200 ,250 
y 300 kJ/h m2 

. Los resultados se muestran en las figuras 5 y 6. 

Observando el gráfico de temperatura, se concluye que a 
medida que se extrae calor de Ia ZCI se obtienen temperaturas 
más hajas en Ia capa, mostrando que para 300 kJ/h m2 se 
registran temperaturas por debajo de la temperatura ambiente 
durante el arranque. Por otra parte, se observa dei gráfico de 
eficiencia que la laguna acumula más energia si se extrae una 
cantidad mayor de la misma. 
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Si se combinan ambas observaciones, se llega a la 
conclusión de que se debe extraer e! máximo de energia posible 
sin llegar a temperaturas muy bajas, para facilitar la utilización 
de la misma. Para no tener la posibilidad de problemas en las 
próximas simulaciones, se trabajará con un calor retirado de 200 
kJ!h m2 

b) Efecto de la extracción de energía en intervalos de 12 
horas. Se realizaron simulaciones variando e! intervalo de 
tiempo de retiro de energía de 200 kJ!h m2 en bloques de 12 
horas (de 4:00a.m. a 4:00p.m., de 8:00a.m. a 8:00 p.m. , etc.) 
como una alternativa para optimizar la utilización de la laguna 
solar. Los resultados obtenidos se recopilan en la tabla 4 y en la 
figura 7. 

Tabla 4. Temperatura máxima y mínima en e! fluido de la 
última capa para diferentes horas de retiro de energía. 

Intervalo de tiempo Tmáx [~C] Tmin [~C] t.TrCJ 
8 a.m. a 8 p.m. 62,0 55,.7 6,3 
12m. a 12 a.m. 62,2 55,4 6,8 
2 p.m. a 2 a.m. 63,8 56,7 7,1 
4 p.m. a 4 a.m. 80,0 73,4 6,6 
6 p.m. a 6 a.m. 80,0 73,4 6,6 
8 ,e.m. a 8 a.m. 80,0 73,4 6,6 

E! método aquí empleado es una herramienta excelente 
para decidir la forma de extracción de energía en estos sistemas. 
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Figura 7. Eficiencia de la ZCI para diferentes intervalos de 
extracción de energía. 

COMENTARIOS 

Resolver las ecuaciones que rigen el comportamiento de 
una Laguna Solar por e! método de diferencia fmita 
unidireccional, da buenos resultados y es relativamente sencillo 
de resolver. Si se desea usar la energia almacenada en una 
laguna solar como fuente de energía para un proceso, esta 
simulación servirá de marco para evaluar el tamafio de laguna 
requerida, la temperatura dei fluido almacer.ado y la mejor 
distríbución en el tiempo dei retiro de la energía de Ia laguna. 
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ABSTRACT 

In this paper a solar pond study was done, resolving the 
equations that describe theirs behaviors by numerical methods, 
with the purpose to analyze the different factors that affect the 
systcm mentioned to show up ideas for their best uses. It was 
concluded that the pond energetic limit, that is to say, the maxim 
heat quantity that it can be extracted from the pond without 
reach, not at all, the aunospheric temperature is around the 18% 
and the way (quantity and time) to extract the heat from the 
bottom of the pond rebounds in the pond efficiency and in the 
quality of this obtained energy (the source energetic 
temperature). 
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SUMMARY 
A methodology employ ing lhe ::oning analysis is proposed for the solution of a inverse problem in 

radiative heal transfer, considering a rectangular cross-section enc/osure with infinite depth, containing an 
isothermal participating medi um. ln an inverse prohlem, hoth lhe temperature and the heat jlu.x distributions 
are imposed in one rif the enclosure surfaces, while a/ another houndary no constraints are imposed at ali, 
and its temperature and heat flu.x are to he found. Different medium optical thicknesses and temperatures, 

surfaces emittances and the ratio hetween the height and the width ofthe enclosure were considered. 

INTRODUCTION 

Some heating processes in radiative enclosures require that 
both thc lcmperature and lhe hcat flux distribution be imposed 
at some of their surfaces. ln continuous fumaces, for instance, 
once the dcsired temperature distribution on the proccssed 
material is imposed, its heat !lux distribution also becomes 
imposcd as a rcsult from the application of thc heat balance on 
it. Considering that the processed material can be considered as 
one of the surfaces of lhe enclosurc. this makes up a case in 
which two conditions are imposed simultaneously in one of the 
cnclosure surfaccs. The problem is to determine the 
characteristics of lhe system, such as its geometry, temperaturc 
and heat flux distribution in the other boundaries of the 
enclosure, so that those two prescribed conditions were verified. 
This is an example of an inverse problcm whcrc the heat 
transter is dominated by the radiation mechanism, that is, where 
convection etfects can be assumed ncgligible. 

ln the literature. three works considered inverse problems in 
radiation heat transfer. Two of them. by Harutunian ct ai. (1995) 
and Oguma et ai. ( 1995), took into account evacuated enclosures 
where some surfaces had no temperature or heat flux imposed, 
while for other surtàces two conditions were imposed. The sole 
work which considered participating media inside was prescnted 
by Morales et ai. ( 1995), for known uniform medi um 
temperaturc. The collocalion method was used to solve thc 
system of integral equations resulted from the heat balance in 
the enclosure. Due to the nature of the resulting system of 
equat ions. standard methods of solution such as Gaussian 
Elimination or QR factorization did not lead to acccptable 
results and a more sophisticated method had to be employed: the 
Modified Truncated Singular Valuc Decomposition. 

This work proposes a solution tor a radiative inverse 
problem based on the zoning mcthod, which is lhe most 
commonly method employed in fumaees design. The problem 
consisls of a rectangular enclosurc with infinite dcpth, 
containing a participating medium. The medium temperature is 
uniform and known. ln one of thc enclosure surfaccs, two 
conditions are imposed, the temperature and the heat tlux 
dislributions. and in anolher no constraints are imposed, and are 
to be found so that those desircd conditions are obtaincd. 
Ditferent mcdium tcmperatures and optical thicknesscs, surfacc 
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emittances and the ratio between the height and the width of the 
enclosure were considered. 

PROBLEM ANALYSIS 

Figure I shows a rectangular enclosure contammg an 
isothcrmal medi um. The surfaces of the enclosure are diffuse 
gray emitters and the medium is a gray absorber and emitter. 
The height and the width of the enclosure are designated by H 
and W. respectively, and the depth is infinite. ln this problem, 
the hcat transfer is dominated by the radiation process and so 
the conduction and convection mechanisms are not considered in 
the analysis. The system of coordinates are also presented in Fig. 
I , and indicates lhe distance of a point to the center of the 
surtàcc to which it belongs. 

"::· 

· PARTI CIPATING 
MEDIUM 

• J H 

I 

~-~--~ .. __j_ 
I I 

~- w - - - - - --1 

Figure I - Enclosure eross-section 

To evaluate the radiativc heat transfer exchange inside the 
enclosure, the zoning method is applied in this work. First, the 
enclosure surfaces are divided in N zones Ak, where the 
temperature can be assumed uniform. ln each zone Ak, the 
radiative heat tlux qk can be calculated as: 

(1) 
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where q
0
k and qík correspond to the total outcome and incarne 

radiative heat fluxes in Ak, and cr is the Stefan-Boltzm.ann 
constant. For gray surfaces, these two last quantities are related 
by: 

qok = E~ccr?t + (l- Ek )qík 
(2) 

in which Tk and r.k are the temperature and the total hemispheric 
emittance ofthe zone Ak. The medium is gray and isothermal, i. 
e., the absorption coefficient is wave-length independent and 
uniform throughout the enclosure. Thus, the incarne radiative 
heat flux on Ak is (Siegel and Howell, 1981 ): 

I N 
q;k =-L J J [ exp( -as1k )q0J + ( 1- exp( -as1k) }cr~] 

Ak j =lA j Ak 

cos(3k cos(3 i dA dAk (3) 
X 2 1 

TCSpr 

where s
1
k is the distance between the elements d.Ak and dA

1
, and 

the angles (3
1 

and (3* are shown in Fig. 2. The medium 
temperature and the absorption coefficient are indicated, 
respectively, by Tm anda, and both are uniform. ln Eq. (3), the 
first and the second terms of the integral account fQr the 
radiative energy that dAk receives from the area element dÀ . and 
from the gas located in the path s k• respectively. Accordi~g to 
the zoning method, the incarne radiative flux in the zone Ak can 
be written as: 

I (N_ _ ) 
qík =A LsJskqoJ + gskcr~ 

" j = l 

(4) 

in which s1sk and gsk are the surface to surface and gas to 

surface direct-exchange areas, respectively, such that: 

- J J cosJ3k cosf3 
s Jsk = exp( -as k) 1 dA dA 1 2 1 k 

Aj Ak TCSjk 

(5a) 

- N ( cos(3 cos(3 
gsk = L J J 1 - exp( -as Jk)} k 2 

1 dA JdAk 
J=lAjAk TCSjk 

(5b) 

rj 
dAj 

f\ / 5
jk 

Figure 2- Radiative heat transfer between dAk and dA
1 
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Note that, because the medium temperature is uniform, ali the 
medium volume can be treated as a single radiative zone. If the 
medium temperature were non-uniform, the medium volume 
would have to be divided in volume zones so that their 
temperatures could be regarded as uniform. From the definitions 
ofthe direct exchange areas, it may be shown that: 

N 

Ak = L:S Jsk + gsk 
j = l 

(6) 

For the surfaces where the radiative heat flux is known. 
called hereafter as Qk surfaces, an equation for the outcome 
radiative heat tlux in each zone Ak Carl be obtained by combining 
Eqs. (I) and (4): 

I (N_ - ) 
qok = qk +- LsJskqoj + gskcr~ 

A~c 1=1 
(7) 

For the surfaces in which the temperature is known, named Tk 
surfaces, Eqs. (2) and (4) are combined to give the outcome 
radiative heat tlux in each oftheir zones Ak: 

1-E (N_ - ) 
qok = r.kcrJt +--t. LsJskqoJ + gskcr~ 

A~c J=l 

(8) 

Equations (7) and (8) constitute a system of N linear equations 
and N unknowns, q

0
k. Once qok is determined in each zone Ale> 

the temperature can be obtained in the Qk zones by Eq. (2) and 
the radiative heat flux Carl be determined in the Tk zones by Eq. 
( 1 ). This is a typical example of direct problem in radiation heat 
transfer. 

ln this work, it is considered that in some surfaces both the 
temperature and the radiative heat flux distributions are 
presented, while in some surfaces no conditions are imposed, 
and are to be tound in such a way to verifY the imposed 
conditions. These surfaces will be called TQ and Uk surfaces, 
respectively. ln the remaining Tk and Qk surfaces, where only 
one condition is imposed, the outcome heat flux Carl be obtained 
by Eqs. (7) and (8), if the radiative heat tlux or the temperature 
distribution is known, respectively. For the TQ surfaces, where 
both conditions are prescribed, the outcome heat tlux from each 
oftheir zones can be determined comhining Eqs. (I) and (2) : 

..4 1-l:k 
qok = (Jlk - --qk 

f.k 
(9) 

Equations for the outcome heat tlux in the zones belonging to 
Uk surfaces Carl be obtained by rearranging either Eq. (7) or Eq. 
(8). From Eq. (7), for example, it follows that: 

sksk• I (k-l __ 
--qok = qok•- qk --- Lsj sk.qok 
A~c• A~c• J =l 

+ _ I_s1sk.qok + gsk.a~J (lO) 
1=k+1 



where k* and k designate wnes belonging to a TQ surfaee and to 
a Uk surtaee, respeetively. To obtain a system of linear 
equations with the sarne number of unknowns and of equations, 
the number of TQ zones should be the sarne as of the Uk zones, 
such that for each Uk zone Ak should correspond one and just 
one TQ zone Ak•· 

Equations for the outcome radiative heat 11ux are presented 
next in dimensionless torm for each kind of zone: 

• Tk zones: 

e Qk Z<)flCS: 

N__ --

Qok = Qk + 'L.,S1SkQof + GSkt!, 
;=1 

• TQ zones: 

• Uk zones: 

(II a) 

(li h) 

(II c) 

(I ld) 

GSk = gsk I Ak . For the adopted geometry, the dimensionless 

surtace to surface, s1sk , and gas to surface, GSk , direct­

exchange arcas are completely defined by the aspect ratio, AR = 

HIW, and lhe optical thickness, T = aW/2, where lhe 
characteristic dimension of the enclosure was chosen to be W/2. 
Thus, the dimensionless coordinates of Fig. I are such that: 

-1:<5:X1,X3 :<5:1 and -H/W:<;;X2 ,X4 :<5:H/W. 

According to Eq. (6), GSk can be evaluated from: 

N 

Gsk = 1- L.,s1sk 
ri 

(12) 

and only S
1
Sk has to be evaluated from the definition, Eq. (5a). 

When the medium is non-participating, i. e., a = O and 

GSk =O, the summation of ali s1sk must be equal to one. 

This result makes up a useful way to check the numerical 
evaluation ofthe direct-exchange arcas. 
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NUMERICAL SOUJTION 

The outcome heat tluxes in the TQ zones can be directly 
obtained frrJm Eq. (llc), since both Qk and lk are known. 
Designating the number of TQ zones by M (I :<;; k :<;; M), the 
remaining zones will form a system of (N-M) linear equations 
and unknowns. This system is constituted by.Eqs. (lia), (llb) 
and ( 11 d). Among the many prospective methods of solution, 
two well-known iterative methods were chosen to be employed 
in this work: the Jacobi and the Gauss-Seidel methods, 
respectively summarized below: 

and 

Q;,11 
= Q;,k +u[f((];,M+b····ª'k-bª'b···,Q;,N) -Ç!ok] 

(13a) 

Qi•l íJÍ ' [trQlfl Qi+l Qi Qi . Ql ] ok =~ok +a . oM+I•···· ok-1• ok····· oN)- ok 

(l3b) 

tor M+l :<;; k :<;; N. ln Eqs. (13a) and (13b), i represents the i-th 
iterative step and the functions f correspond to the right-hand 
side of Eqs. (lia), (II h) and (I ld). Relaxation is provided by 
lhe factor u. Convergence of the solution is considered attended 
when the maximum relative error, e, defined as 

(14) 

becomes smaller than a given limit, e :<;; y. Equation (14) 
compares Qk, the imposed radiative heat tlux in lhe TQ mnes 

(I :<;; k :<;; M), with Qk , whieh are obtained when the values of 

the outcome radiative heat 11uxes calculated in the i-th step are 
introduced in Eq. (I I b). 

RESULTS AND DISCUSSION 

Initially, the following direct problem will be considered: lhe 
dimensionless temperatures in surfaces I, 2 and 4 are uniforrn 
and given by: 11 = 1.0, 12 = 14 = 1.5. ln surface 3, the 
dimensionless temperature varies quadratically from 1.5 at the 

two extremities, IX3I = 1.0, to 3.0 in the center ofthe surface, 

X, = O. The optical thickness of the medi um is T = 0.1, the 
medium dimensionless temperature, tm, is 1.0 and the aspect­
ratio. AR. is 0.5. The surfaces of the enclosure are black 
emitters, f: = 1.0. As only one condition is imposed at each 
surface, the radiative heat flux is calculated as in a case of direct 
radiative problem, and the solution can be obtained by solving a 
system consisting of Eqs. (8). Figure 3 shows the dimensionless 
radiative heat flux distribution in surface 1, Q1• Due to the 
problem symmetry, the radiative heat flux Q1 is presented only 
for non-negative values of xl' O:<;; x1 :<: l. The negative values of 
Q1 indicate that surface 1 receives energy from the other 
surfaces, since they are at higher temperatures. At the center 
Iine of surface 1. where the effect of surface 3 is more 
significant, the absolute value of Q1 reaches a maximum. 

The enclosure surfaces were divided in mnes with the sarne 
width, M = 0.050, and so surfaces 1 and 3 were divided in 40 
zones, while surfaces 2 and 4 consisted of 20 zones, so that N = 
120. The results obtained from this grid were coincident with 
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Figure 3 - Radiative heat tlux in surfàce i . < = 0.1. t m = 1.0, 
c = 1.0. AR= 0.5 

those provided by a more retined grid, Ar= 0.033 (N = 180). 
Thus. M = 0.050 was used in ali the following conditions 
treated. 

An inverse problem is considered that: in surfaces L 2 and 4 
the dimensionless temperatures are the same as in the previous 
example: t1 = 1.0 and t2 = 14 = 1.5. Besides these conditions. the 
dimensionless radiative heat flux distribution ir. surface I, Q

1
• is 

prescribed as the same shown in Fig. 3. The objective now is to 
obtain the dimensionless temperature distribution at surface 3. 
ly that attends the above conditions. The resulting 13 
distribution should be obviously the same imposed ir> the direct 
problem. that is. varying quadratically from 1.5 at the two 
extremities to 3.0 at the surface centerline. Following the 
proposed methodology. the outcome radiative fluxes trom each 
zone of surface I were obtained from Eq. (li c). The outcomc 
radiative heat fluxes from surtàces 2. 3 and 4 were determined 
ncxt by solving the system of Eqs. (lia) and (lld). Figure 4 
presents the dimensionless temperature in surface 3 obtained 
from the inverse solution hy the Jacobi method. coincident with 
the temperature distribution imposed in the direct case. The 
iterative steps were repeated until the maximum relative error. 
e. was tàund to be smaller than lhe imposed limit. y = lxJ0-6. 
Although convergence was also reached by the Gauss-Seidel 
method, they presented different behavior: the Gauss-Seidel 
required 512 iterative steps for the optimum relaxation factor. a 
= 1.6. while the number of the iterative steps n:quired hy the 
Jacobi method was 918. tor an optimum relaxation tàctor of 
0.075. Both surfaces I and 3 were divided in the same number 
of zones. M = 40, as required by the proposed methodology, and 
the pairs of zones were chosen frontal to each other. 

Figure 5 presents the dimensioniess temperature distribution 
at surface 3 for a different optical thickness, <, set equal to 1.0. 
instead of O. I. Four values of y were imposed: y = 5.0x I o-2, J.Ox 
10·2• 5.0xJ0·3 and 2.0x 10·3. For y smaller than l.OxJ0-3• the 
solution did not converge. lt can be observed that r, presented 
oscillatory behavior for values of y equal or smaller than 5.0x 
I o-3, what would not constitui e a suitable solution. lois is a 
characteristic of this problem: it is possible to generate a 
temperature distribution at surfacc 3 satisf)'ing the imposed 
conditions on surface I with a small deviation, but difficult to be 
obtained in practicc or without physical meaning. Thus. the 
solution obtained with y = J.Ox J0·2 was chosen as the best one. 
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Figure 4 - Tcmpcrature in surtàce 3: imposed and determined 
from the inverse solution. < = 0.1, 1m = 1.0. E = 1.0, A R= 0.5 
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Figure 5 - Temperature in surface 3 for different convergence 
límits, y. < = 1.0. 1m= 1.0. E= I. O. AR= 0.5 

and the radiative heat tlux distribution in surface I de(ermined 
from this tempcrature distribution at surface 3 is compared with 
the imposed soiution in Fig. 6. ln Fig. 7. 13 is shown tàr a set of 
different optical thicknesses. < = 0.0. 0.1, 0.5 and 1.0. As the 
optical thickness is increased. the temperature in surtàce 3 must 
increase to provide the same radiative heat flux in surface I. 
because the medium absorbs a larger amount of energy. ln the 
tour cases considered. y was maintained as l.Ox I o-2. 

Convergence was more easily achieved through the Jacobi 
method. which always generated the symmetrical temperatures 
distributions at surface 3. expected íàr this problem. The sarne 
was not possible to allain by the Gauss-Seidel melhod. Overall. 
thc Jacobi method was found to be more suilable than lhe 
Gauss-Seidel in this problem. although required low relaxation 
factors to make convcrgence possible (in some cases, a= 0.01). 

The etlect of thc mcdium tcmperalure on thc temperature 
distribution in surface 3 is prescnted in Fig. 8. Besidcs the 
conditions already considered. two othcr cases are presented: I m 
= 0.0 and 2.0. ln the first condition, the medium absorbs. but do 
not emit lhermal energy. lt can be notcd that lhe temperature in 
surfàce 3 becomes smallcr when lhe medium temperature is 
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Figure 7 - Temperature in surface 3 for differenl optical 
thicknesses. t. tm =LO. c= LO. AR= 0.5. y = LOx10·2 

increased. as the medium contributes with a large fraction ofthe 
energy that arrives in surface 3. These results were obtained for 
y = l.Ox 10·2. 

Figure 9 presents the influence of the enclosure surfaces 
emittance. E, on ~~ - The imposed liq:lit for convergence. y. was 
set equal to 3.0x i o-2 and for emittances equal or smaller than 
0.5 , the solution did not converge or converged to results with 
no physical meaning. Actually, to oblain suitable temperature 
distributions in surface 3 for emittances smaller than 0.5. a 
greater va1ue of y should be imposed. reducing the accuracy of 
the solution. For most of the emittances considered, E ;::>: O. 7. the 
reduction of its value caused an increase in lhe temperature of 
surface 3. For E = 0.6. however. the temperature in surface 3 
became smaller in lhe extremity ofthe enclosure. 

Figure 10 presents the temperature distribution in surface 3 
for two additional values ofthe aspect-ratio: AR= 0.45 and 0.55. 
Although these values were dose to the original ratio-aspect. AR 
= 0.50, the solution only converged fi.1r y = 5x 1 o-2 and the 
relaxation factor, a , had to be as small as 0.005. As the aspect-
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Figure 9 - Temperature in surface 3 for different surface 
emittances, c. t = 0.1, tm = 1.0, AR= 0.5, y = 3.0x 10·2 

ratio was ir.creased, t3 tended to increase at the middle of 
surface 3. while t3 decreasing dose to the extremities. 

CONCLUSIONS 

ln this work, the zoning method was applied to a radiative 
inverse problem. Equations for the outcome radiative heat tlux 
from surfaces where no temperature or radiative heat flux were 
directly prescribed were determined by rearranging the 
equations for the surfaces where the two conditions were 
imposed. The resulting linear system of equations for the 
outcome radiative heat fluxes were solved by two well-known 
iterative methods : the Jacobi and the Gauss-Seidel. Convergence 
was attained more easily by the first method. According to the 
geometric, medium and surfaces conditions, results with no 
physical meaning can be obtained, so that careful analysis and 
interpretation are required. 
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NOMENCLATURE 

a medium absorption coefficient 
e maximum relative error 
A area 
AR aspect-ratio 

gsk gasto surface direct-exchange area 

GSk dimensionless gasto surface direct-exchange area 

H height ofthe enclosure 
N total number of zones 
M number of TQ Z<mes 
q radiative heat flux 
Q dimensionless radiative heat flux 
s distance between two zones 

sjsk surface to surface direct-exchange area 

S .sk dimensionless surtàce to surtàce direct-exchange area 
.I 

t dimensionless temperature 
T temperature 
X dimensionless distance of a point to the center of the 

surface 
W width ofthe enclosure 

Subscripts 
i income 
j , k zone designator 
m medium 
o outcome 

Superscripts 

iterative step designator 

Greek Symbols 
a relaxation factor 
E surface emittance 
y 
cr 
't 

imposed limit for the maximum relative error 
Stefan-Boltzmann constant 
optical thickness 
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RESUMO 

Um método de resolução para a equação de transferência de radiação em axissimetria cilíndrica é 
proposto. O meio participante é absorvente, emissivo e difunde a radiação anisotropicamente e está 
envolvido por uma cavidade negra. A metodologia é baseada no uso simultâneo do método das 
ordenadas discretas associado a integração formal da ETR. O método é testado para meios isotérmicas. 

NOMENCLATURA 

G radiação incidente (W/m2
). 

I intensidade de radiação (kW!m\sr). 
L comprimento do cilindro (m). 
n vetor unitário normal à superfície. 
N numero de direções discretas. 
q fluxo de calor ( W/m2 

). 

R raio do cilindro ( m ) 
r, z coordenadas ( m ). 
S termo fonte ( kW/m2-sr ). 
W peso da quadratura 

Símbolos gregos 
~ coeficiente de extinção (m- 1

). 

E emissividade. 
$ ângulo azimutal. 
<l>(Q' ,Q) função de fase. 

J.l,Ç,ll 
e 
p 
(J) 

n 

cossenos diretores em r, z e$. 
ângulo polar. 
refleti vidade. 

albedo. 
direção (J.l, Ç, 11)-

Índice inferior 
b corpo negro 
e, w, n, s superfície leste, oeste, norte e sul do volume de 

controle ( m3 
). 

i valor inicial. 
it ordem de interação 
in valor interpolado 
m direção discreta. 

direção radial 
z direção axial 

Índice superior 
* grandeza adimensional 
+ posterior 

anterior 
e, w, n, s superfície leste, oeste, norte e sul do volume de 

controle. 
P centro do volume de controle 

t UFPB/LES/DTM 
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INTRODUCÃO 

O tratamento exato da transferência de radiação em meios 
que interagem por difusão, emissão e absorção resulta em uma 
equação do tipo integro-diferencial (ETR). Este fato representa 
a principal dificuldade na aplicação desta equação, mesmo em 
situações idealizadas. Na prática, o problema se acentua porque 
a radiação pode interagir com outros modos de transferência de 
energia, por exemplo, condução e/ou convecção. 

A radiação é por natureza multidimensional devido a sua 
dependência direcional. No entanto, a redução de dimensão é 
uma aproximação utilizada freqüentemente. Neste caso, a 
seleção do sistema de coordenadas é importante e deve 
preservar essa característica dos meios finitos. A hipótese de 
axissimetria cilíndrica permite a redução da dimensão enquanto 
mantem o cárater finito de determinados tipos de problemas. 
Isto representa uma vantagem sobre o sistema cartesiano cujo 
meio finito é sempre tridimensional. 

Por sua utilidade prática em projetas de fomos industriais, 
reatares nucleares e turbinas, por exemplo, a geometria 
cilíndrica tem merecido atenção . Entre as técnicas de resolução 
da ETR, para este tipo de geometria, podemos citar : a 
integração formal e os métodos de fluxos, tais como o das 
ordenadas discretas (Sn) e das harmônicas esféricas (Pn). 
Diversos são os estudos de transferência radiativa em cavidades 
cilíndricas baseados na forma integral da ETR, entre os quais 
destacamos, juntamente com os assuntos discutidos: Heaslet e 
Warming ( 1966), axissimetria em cilindro infinito e não 
isotérmico; Dua e Cheng (1975), problema de descontinuidades 
nas paredes em cilindro finito; Azad e Modest (1981 ), 
aplicabililidade da função de fase linear anisotrópica; Crosbie e 
Farrell (1984 ), geometria cilíndrica tridimensional com difusão 
isotrópica; Crosbie e Dougherty (1985), natureza da radiarão 
incidente; C hui e Raithby ( 1992), implemento do método de 
volume de controle em cilíndros finitos ; Hsu e Ku (1994), não 
homogeneidade do meio e recentemente Pessoa-Filho e Thynell 
(1995), uma aproximação baseada nas descontinuidades nas 
paredes e no interior do meio para meios absorventes, emissivos 
e difusores. Fundamentados na aproximaçao P "' podemos citar: 
Bayazitoglu e Higenyi (1979), formulacão das condições de 
contornos; Mengüç e Yiskanta (1986), problema de 
axissimetria cilíndrica e Erpelding et ai. (1991 ), distribuição 
dos fluxos radiativos no interior de vapor formado sobre um 
metal submetido a irradiação de um laser. Baseados na 
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aproximação Sn citamos como estudos: Fiveland (1982), forma 
discreta da ETR para o caso bidimensional; Jamaluddin e Smith 
(1988), sensibilidade à densidade do numero de partículas nos 
gases; Tsai e Ozisik ( 1990), dependência espacial das 
propriedades radiativas; Jendoubi et ai. (1993) introduz um 
esquema de interpolações a pesos variáveis em associado com a 
aproximação de alta ordem sl4. 

A integração formal da ETR largamente utilizada, não é de 
fácil aplicação. Explicitar as grandezas radiativas resulta em 
longas e tediosas fórmulas. O método das ordenadas discretas 
apesar de não ser eficiente do ponto de vista de tempo de CPU e 
espaço de memória, é um esquema bem elaborado que leva a 
aproximações de alta ordem. Este trabalho apresenta uma 
solução para ETR fundamentado no uso simultâneo da 
integração formal e o método das ordenadas discretas. 
Expressões explícitas para as intensidade, radiação incidente e 
fluxos nos contornos são apresentadas. O meio 
semitransparente é absorvente, emissivo e difusor. Problemas 
exemplos para o caso de axissimetria cilíndrica são resolvidos. 
Os resultados são comparados com os disponíveis na literatura. 

EQUAÇÃO INTEGRAL BÁSICA 

A base para o estudo. quantitativo do transporte de energia 
radiativa é a equação de transferência de radiação ou ETR 
dada por Ozisik (1973) como: 

onde: 

dlv(s,Q) + ~v(s)lv(s,Q) = 13v(s)Sy(s,Q) 
ds 

<Oy J ' Sv(s,Q) = (1- <Ov)lb(s) +- lv(s,Q)<I>v(Q .Q)dQ' 
41t 

4Jt 

(I) 

(2) 

A equação (I) descreve a variação da intensidade de 
radiação monocromática ln(s,Q) ao atravessar um elemento 
cilíndrico de comprimento ds, cujo eixo está orientado por um 
vetor unitário n. Este elemento esta situado em uma posição s 
ao longo do trajeto de um feixe de radiação monocromática de 
intensidade In(s,Q), incidente normalmente na face dA;, como 
mostra a fig. 01. O primeiro termo do lado esquerdo representa 
o gradiente da intensidade de radiação, o segundo as perdas 
devido à absorção e a difusão, e o termo a direita representa os 
ganhos devido à emissão e a difusão. 

n 

I .. 

Figura I -Variação da intensidade monocromática 
ao atravessar um elemento cilíndrico. 

Na análise que segue, o meio semitransparente é 
homogéneo, cinzento, emissivo, absorvente e difusor. As 
propriedades radiativas são constantes no espaço e limitado por 
superfícies opacas, difusas em emissão e reflexão. Em 
conseqüência, as intensidades de radiação nos contornos são 
dadas por: 
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l(s,Q) =E lb(s) +.; J l(s ,U)(n.U)dQ', n.!l<O (3) 

n.O>O 

A integração formal da equação (I) ao longo de uma 
trajetória s segundo uma direção n nos dá 

l(s,Q) = l;(s;,Oa)eexp[-~(s-s,)] + 

s 

+ f S(s,Q)eexp[-~(s-s')j j3ds (4) 

s, 

I; é a intensidade de radiação uniforme e isotrópica 
incidente em dA; que é introduzida como condição de contorno. 
Por conseguinte, o conhecimento de I;. assim como do valor do 
termo fonte S, nos ,Permite calcular a intensidade l(s,Q) em um 
ponto qualquer situado ao longo da trajetória. 

AXISSIMETRIA CILÍNDRICA 

No sistema de coordenadas cilíndricas a intensidade de 
radiação depende da posição s(r,z,<!J,) e da direção Q(e,<!J). 
Nesse sistema a derivada total da equação (I) tem a forma : 

d a ll a a ll a -=J..L-+--+1;---­
ds ar r d<!Jr dZ r a<!J 

onde J..l, Ç e ll são direções cossenos definidas como : 

J..l = sin(e)cos($), ll = sin(e)sin($) e Ç = cos(e) 

(5) 

(6) 

e <1> e e são os ângulos de revolução em torno do eixo Ç c polar, 
respectivamente (figura 2). 

z ç 

• r 

··. 
·. 

X 

Figura 2 - Sistema de coordenadas cilíndricas e direcional 

Se a axissimetria é considerada, a distribuição da 
intensidade de radiação é por definição independente de <!J,, 
assim, a equação (5) toma a seguinte forma : 

_:!__ = J..li_+Çi_-~~ (7) 
ds ar az r d$ 

Então, a intensidade de radiação é identificada 
completamente com os parâmetros r, z, e c <)>. 



METODOLOGIA DE SOLUÇÃO PARA ETR 

Inicialmente, o domínio de cálculo é dividido em volumes 
elementares finitos ou de controle. No caso da geometria 
cilíndrica, estes volumes são anéis (tigura 3). As faces fictícias 
de cada volume são aqui representados por : 

leste( e)- face lateral externa do anel, rc, z, < z < Zn 

oeste(w)- face lateral interna do anel, rw, z, < z < 7.0 

nortc(n)- base superior do anel, 7.0 , rw <r< r c 
sul(s)- base inferior do anel, z", rw <r< rc. 

y z 

X 

a b 

Figura 3 -(a) Vista de topo; ( b) corte no plano z-r 

Em seguida, a Eq. 4 é utilizada para estabelecer as leis de 
variação da intensidade de radiação que se propaga no interior 
de cada volume de controle. Primeiramente, o espaço angular é 
discretizado em ângulos sólidos finitos ou direções discretas 

nm. Após a escolha das direções de discretizações, o segundo 
termo da Eq. 2 é substituído por uma soma quadrática de 
termos discretizados segundo estas direções c toma a forma : 

(8) 

Finalmente, considerando que as intensidades de radiação 
sobre as faces sejam funções somente da direção discreta nm, e 
o termo fonte (Sml constante. A equação (4) pode ser integrada 
c as leis de variações estabelecidas. Se a intensidade é calculada 
sobre a base superior e a radiação tem origem na face oeste : 

1:\, (r,zn, ílm) = l~(rw,d1m)exp[pós(r)]+ 

+ Sm[ I- exp[pós(r)l] 
(9) 

Ou, se a intensidade a ser calculada é sobre a face lateral 
externa do anel e a radiação tem origem na face sul. 

I'fn ( rc ,z,ílm) = l~(r,zs,ílm) exp[pD.s(z)] + 

+ Sm[ 1- exp[pós(z)J] 
(10) 

Essas duas leis foram estabelecidas como exemplos. A 
direção discreta nm escolhida é detinida pelos cossenos 

diretores J.lm et Sm , ambos positivos. Diversas configurações 
são possíveis e as intensidades resultantes sobre as faces serão 
médias ponderadas das contribuições de diferentes origens. 

As int ensidades dadas pelas equações (9) e (I O) são funções 
da distância percorrida ós(r) ou D.s(z) e variam ao longo da 
superfície. Contudo, podemos definir uma intensidade média 
sobre as faces como : 
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-n I s'' lm = 
2 2 

I:\,2rdr 
(re -rw) 

(li) 

- e I zf" 
Im = I:\, dz 

(Zs-Zn) 
(12) 

Zs 

A variação D.s na posição, ao longo de uma trajetória 

orientada na direção n"" resulta em um decréscimo D.<j> do 
ângulo de revolução <j>, enquanto o ângulo polar e permanece 
constante. Carlson c Lathrop (1968) introduzem um artifício no 
método das ordenadas discretas para tratar esta dificuldade que 
aparece no último termo da equação (7) c mantendo a 
conservação da energia. Nós tratamos este problema 
introduzindo nas equações (9) e (I 0) intensidades iniciais de 
radiação interpoladas linearmente entre duas direções discretas 
consecutivas, ou seja: 

1m= clm+t +o- c)Im ( 13) 

onde c = <Pe - <Pm . 
<PnHI - <Pm 

A metodologia de cálculo de <Pc será apresentada 
posteriormente. 

A Intensidade do centro de cada volume de controle 1~, é 
calculada a partir da identilicação da face que recebe as 
contribuições de intensidades originarias do centro do volume 
de controle. Em seguida, a intensidade média desta face é usada 
como valor inicial no sentido inverso no cálculo da intensidade 

il:,: 

il:, = Il~exp[p!!.s(r)]-Sm[exp[pD.s(r)]-1] (14) 

se é a base superior ou 

Il:, = I:i-,exp[p!!.s(z)]-1-Sm[exp[pD.s(z)]-1] (1 5) 

se é a face lateral externa. 

Para explicitar as expressões da distância percorrida, limite 
de integração, ângulo de entrada c as intensidades médias sobre 
as faces , uma contiguração particular será considerada : 
-os cossenos dirctores J.lm e Sm são positivos, 
- a radiação que chega à base superior são provenientes da face 
oeste e da face sul; 
- a radiação que chega à face leste é proveniente somente da 
base inferior. 

As distâncias percorridas pela radiação D.s são estimadas a 

cada direção discreta nm, seguindo a radiação cm sua 
propagação no interior de cada volume de contrôlc. 
Consideremos um volume de controle de altura D.z, raio interno 
rw , raio externo r e que a radiação entra no volume de controle 
no ponto s1(zc, rwl e sai no ponto s2(z, r) (fig . 4). Considerando 
as relações entre os lados e ângulos de um triângulo plano, 
obtemos as seguintes expressões para a distância função de z ou 
r, respectivamente: 

SiS2 = !l.s(z) = _z_-_z_.s_ 
cos(Om) 

(16) 



SJS2 = ós(r) = rcos(<Pm)-Jr3, -r
2

sin
2

($m) 
sin(9m) 

z 

Zs I"""" ' •• j. j 

Figura 4 - Coordenadas para simetria cilíndrica. 

(17) 

A figura 5 mostra os pontos de saídas e a origem da 
radiação que chega à base superior do volume de controle, no 

caso da contiguração exemplo. O segmento de = rm representa 

a radiação proveniente da face interna enquanto o segmento bd 
a radiação proveniente da base inferior. O objetivo é encontrar 
o limite rm das duas contribuições. Procedimentos algébricos 
com as equações ( 16) e (17) nos permite encontrar a expressão : 

rm = (z-z5)tan(9m)cos(<Pml-

~ 2 2 (18) 
(Cz-z, )tan(9m)cos($ml]-{Cz-z5 )tan(9m)] -r; 

Figura 5 - Configuração exemplo. 

O ângulo de entrada $c é calculado com auxílio da figura 4, 
como função de r : 

$e= arcsin[r: sin($m)] 

ou como função de z : 

$e = acot[cot($m) _ (z- zs)tan(9m)] 
resm($m) 

(19) 

(20) 

A introdução dos parâmetros geométricos nas respectivas 
leis de variações nos dar as expressões explícitas de cada 
contribuição. 
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Contribuição oeste - norte : 

l
nl w I [rcos("' )-~2 2. 2 l m = linexp -~ "'m . rw- r sm ($m) 

sm(9m) 

(21) 

+sm[l-exp -~[rcos<<Pml-~r~-r2sin2<<P~lll 
sm(9m) 

A intensidade interpolada Ii;; é dada como: 

arc,sin[_r:_ sin( <Pm )] - <Pm 
w w rw ( w w) I in = I m + I m+l - I m 

<Pm+l- <Pm 
(22) 

Contribuição sul - norte : 

1~2 = 1f,e.pH ~:~~~) ]]+ '"- ,, ]] 
sm[l-o+~ oo•<•J 

(23) 

A intensidade interpolada l~n é dada por : 

{ 
(Zn -zs)tan(9m))-<l>m 

. aco cot($m)- rsin(IJ>m) (I;,l+l -Iin) (24) 
Ifn =I~,+ IJ>m+l IJ>m 

A intensidade de radiação que chega a face leste 
proveniente da base inferior tem como expressão : 

1\\, = 11,o+~l ,:,~:~) ]]+ '_ ,, )]] 
sm[1-exp[ -~( cos(9m) 

(25) 

onde ljn é dada por : 

{ 
(z-z, )tan(em )) ~m 

aco cot(IJ>m)- r sin(IJ>m) (I' -I ' ) (26) 
e m+l m Ifn=l~+ IJ>m+l ~m 

Podemos observar que as expre~sões explícitas para as 
intensidades contêm somente parâmetros conhecidos, ou seja, 
as dimensões da malha e os ângulos da quadratura escolhida. 

PROCEDIMENTO NUMÉRICOS 

A precisão da solução depende da escolha da quadratura. 
Neste trabalho a técnica proposta por Carlson e Lathrop ( 1968) 
é utilizada para determinar os pontos e pesos da quadratura. 



A solução para a distribuição da intensidade se passa em 
dois níveis. A nível global uma solução iterativa é necessária 
porque o termo fonte e as condições de contornos dependem 
das intensidades. Na primeira iteração o termo fonte contem 
apenas o termo relativo à emissão e as superfícies de contornos 
são consideradas negras. Uma primeira solução é assim obtida. 
Nas interações subsequentes o termo fonte e as intensidades nos 
contornos são calculados utilizando as intensidades obtidas da 
iteração precedente. A nível local a solução progride 
espacialmente seguindo uma direção discreta nm onde a 
intensidade é calculada face à face, assim como a intensidade 
no centro de cada volume de controle. A integração começa 
seguindo uma direção na qual os valores das intensidades são 
conhecidas, ou seja, nos limites do domínio de cálculo. O 
procedimento continua até que o critério de convergência, 

lrK+l - rKI ~ 1 o-s , seja estabelecido. 

Finalmente, a radiação incidente G e os fluxos de calor 
radiativos anterior q· e posterior q+ em um ponto qualquer do 
domínio de cálculo são determinados pelas relações seguintes : 

(27) 

qi = Lllm Wml~ (28) 

llm>Ü 

q;:- = LJ.LmWml~ (29) 

llm<Ü 

q!= LÇmWml~ (30) 

~m>Ü 

qZ: = LÇmWmi~ (31) 

~m<Ü 

RESULTADOS 

A performance do método é testada em meios isotérmicos. 
Os resultados são comparados com técnicas analíticas para 
meios emissivos e absorventes e com a técnica das ordenadas 
discretas para meios difusores. Os códigos de cáculos foram 
desenvolvidos e implementados em computador pessoal do tipo 
Pentium de 133MHz. 

O primeiro exemplo é um meio semitransparente não 
difusor, a temperatura constante, confinado em uma cavidade 
cilíndrica negra e fria, de UR = 2.0. Uma quadratura do tipo S6 

é utilizada para três espessuras óticas ( 1:, =O, I; I ,O e 5,0). Os 
resultados para radiação incidente normalizada são comparados 
à solução formal obtida por Dua e Cheng(l975). A fig. 6 mostra 
que para os diferentes valores de espessuras óticas radial, os 
resultados para a radiação incidente média obtidos pelos dois 
métodos estão em acordo. O erro relativo médio registrado é 
inferior a 1,0%. Os cálculos foram feitos para uma malha 
regular de 30 x 30. 
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Figura 6 - Radiação incidente para um meio não difuso1 

No segundo exemplo, os limites são negros e frios enquanto 
o meio isotérmico é quente, absorve, emite e difunde 
anisotrópicamente. Quatro valores são considerados para o 
albedo( ro =0,0; 0,3; 0,7 e 0,9). 

O exemplo é resolvido pelo método das ordenadas discretas 
(S6). como proposto por Jendoubi et ai. (1993) e utilizando a 
técnica proposta neste trabalho. Para o primeiro método, o 
domínio de cálculo é discretizado em uma malha regular 30 x 
30 e para o segundo é associado uma aproximação S4 com 16 e 
20 volumes de controle respectivamente, nas direções r e z. 

A figura 7 mostra que os resultados obtidos para a radiação 
média incidente estão totalmente em acordo. O erro relativo 
máximo verificado é menor que 1,0%. O método dos pesos 
variados elimina o problema de estabilidade, característico do 
uso da diferença diamante, mas não reduz o tempo de CPU nem 
o espaço de memória de armazenagem. No exemplo em 
discussão, 21.600 intensidades são calculadas a cada iteração. 
No caso do uso da metodologia proposta, o número de direções 
é reduzido à metade que associado ao uso de uma malha mais 
grossa, tem como conseqüência a redução do espaço de 
memória para estocagem. Uma redução não significativa no 
tempo de CPU em torno de 2 segundos é verificada. 

0.5 Jendoubi et al (1993) 

• Este Trabalho 
0.4 

w=O.O 

* 0.3 w=0.3 
N 

-;;---
0.2 o 

W=0.7 

0.1 W=0.9 

0.0 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
position ( z* ) 

Figura 7 - Radiação incidente para um meio difusor. 
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CONCLUSÕES 

Uma metodologia de resolução da equação de transferência 
radiativa em geometria axissimétrica foi apresentada. A técnica 
fundamentada no uso simultâneo do método das ordenadas 
discretas e na formal integral da ETR foi aplicada em dois 
problemas exemplos. Os resultados obtidos para radiação 
incidell'te mostram o acordo com outros métodos consagrados 
na literatura. Para meios difusores linearmente anisotrópicos, o 
método se apresentou mais eficiente com relação ao item espaço 
de estocagem e um mesmo desempenho no que diz respeito ao 
tempo de CPU apesar do uso de técnicas numéricas para os 
cálculos das integrais . 
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ABSTRACT 

A solution method of the radiative transfer equation in the 
two-dimensional r - z coordinates systcm is presented . The wall 
of enclosures is black , and the participating medium absorbs. 
emits and anisotropically scatters the radiative energy. The 
formulation is based on the use of discretes ordinates method 
associated to lhe formal integration of equation of radiative 
transfer. The method is tested in the case of isothcrmal medi um 
bounded by isothermal walls. 



VI ENCIT I VI LA TCYM Florianópol1s, SC BRAZIL (November, 1996) 

A3Cii1 
COMPARAÇÃO ENTRE DOIS MÉTODOS DE ORDENADAS DISCRETAS 

APLICADOS À FORMA INTEGRAL DA EQUAÇÃO DE 
TRANSFERÊNCIA RADIA TIV A 

Luís Mauro Moura'; Zaqueu Ernesto da Silva**; 
Jean-François Sacadora; Michel Laurent 

Insa de Lyon - Cethil, 20, A venue Albert Einstein- Bât.404 
69621 - Villeurbanne- France 

RESUMO 
Dois métodos de solução da Equação de Transferência Radiativa (ETR) são analisados para uma 

geometria bidimensional cartesiana. O meio é semitransparente, homogêneo, cinzento, emissivo, 
absorvente e difuso sendo as paredes difusas em reflexão e emissão. Resolve-se a ETR, escrita em sua 
forma integral, através do método das Ordenadas Discretas associado a um volume de controle. No 
primeiro caso, calcula-se as intensidades radiativas em cada face considerando-se caminhos médios para 
a radiação no volume. No segundo caso, estabelece-se leis de variações das intensidades radiativas no 
interior do volume de controle e calcula-se as intensidades radiativas nas faces através de uma integração. 

INTRODUÇÃO 

Nos últimos anos, vários trabalhos foram dedicados ao 
estudo da transferência de calor por radiação em diversas 
geometrias devido ao grande interesse ~m aplicações como 
fornos industriais, câmaras de combustão, chamas, problemas 
atmosféricos, entre outros. Soluções exatas da equação de 
transferência radiativa (ETR) só são possíveis para um meio 
considerado cinzento, isotrópico, com propriedades radiativas 
constantes e com condições de contorno homogêneas. Estas 
soluções, embora limitadas, são utilizadas como referência para 
testar a precisão de outros métodos aproximativos. Diferentes 
métodos numéricos foram desenvolvidos, por exemplo, os 
métodos de Monte-Cario, de zonas, de multifluxos, de 
momentos e de esferas harmônicas. O método de ordenadas 
discretas (Sn) faz parte dos métodos multifluxos. Ele foi 
utilizado inicialmente por Chandrasekhar (1960) para a solução 
de problemas em astrofísica. Em seguida, Carlson e Lathrop 
(1968) desenvolveram uma solução aplicada à equação de 
transporte de nêutrons para geometria retangmar, cilíndrica e 
esférica. 

O presente trabalho compara dois métodos diferentes de 
discretização da ETR baseados na chamada formulação integral 
que consiste em fazer uma discretização da ETR ao longo de 
um caminho percorrido pela radiação. Esta formulação é mais 
coerente com a física do problema e evita a ocorrência de 
valores de intensidades radiativas negativas, como descrito por 
Carlson e Lathrop (1968). O primeiro método analisado, 
proposto por Lathrop (1969), consiste em calcular a intensidade 
radiativa numa face do volume de controle através da integração 
de todas as intensidades radiativas que chegam a esta face. El 
Wakil (1991) propos uma maneira mais simples de calcular a 
intensidade radiativa na face, ao invés de uma integração de 
todos os percursos ele considera apenas um caminho médio. Os 
dois trabalhos calculam também de maneira diferente a 
intensidade radiativa no centro do volume de controle. Para 
analisar somente a variação devido ao cálculo das intensidades 
radiativas nas faces propõe-se uma formulação modificada a de 
El Wakil sendo a intensidade no centro calculada pela 
formulação proposta por Lathrop. Resultados são comparados 
em termos de radiação incidente cm função da espessura ótica 
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do meio para uma quadratura S4 . Utiliza-se os resultados 
obtidos analiticamente por Wu (1990) e Crosbie (1984) como 
soluções de referência. 

FORMULA CÃO 

Para um meio semitransparente, homogêneo, cinzento, 
emissivo, absorvente, difuso, com propriedades radiativas 
constantes e em equilíbrio termodinâmico local, a ETR é 
expressa como (Ozisik, 1973) : 

I 
-nV'I(s,m+ l(s,n) = S(s,n) 
f3 

(I) 

sendo: 

S(s,n) = (1- w)lb(s) +~ J l(s,Q)p(Q' .n)dQ' (2) 
4n 

41f 

onde l(s,Q) é a intensidade de radiação em um ponto s segundo 
uma direção n, lb é a intensidade radiativa emitida pelo corpo 
negro a temperatura do meio, f3 é o coeficiente de extinção, w é 
o albedo e o termo integral representa o ganho por difusão no 
meio. 

Considera-se como condição de contorno faces opacas, 
difusas em emissão e reflexão com as intensidades dadas por : 

l(s,n)=E;Ib(s)+~ JI(s,Q')(n;.Q')dQ' (3) 

n;.!l'<O 

onde E; e p; são respectivamente a emissividade e a refletividadc 
da face i e n; o vetor normal a esta face. 

A geometria é bidimensional cartesiana (figura 1), isto é, as 
intensidades radiativas são constantes no eixo z. 
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Figura I - Sistema de coordenadas. 

Devido a natureza integro-diferencial da equação (I), 
utiliza-se o métodos de ordenadas discretas (S0 ) para sua 
solução. A solução é constituída de duas etapas : i) uma 
discretização angul ar na qual se escolhe 2M direções. Desta 
forma, o termo integral é substituído por uma soma quadrática 
das intensidades radiativas. As equações obtidas são um 
conjunto de equações diferenciais parciais para cada direção ; ii) 
uma discretização espacial para a solução das equações 
diferenciais parciais. 

Para a discretização angular utilizou-se uma quadratura de 
vinte e quatro direções (S4) com ponderação constante w"' 
(Carlson e Lathrop, 1968). Devido a simetria de direções 
adotada, somente as direções de 1/8 de esfera são listadas na 
Tabela I , as outras direções são determinadas pela mudança de 
sinal dos cosenos diretores (J1,1J,Ç). A simetria do problema em 
relação ao plano xy permite a utilização de somente M direções 
no cálculo da eq. (4). 

Tabela 1- Quadratura S4, (Carlson e Lathrop, 1968). 

Direções ll TJ é, Wm 

0.2958758 0.2958758 0.9082483 Tr./6 
2 0.2958758 0.9082483 0.9082483 run 
3 0.9082483 0.2958758 0.2958758 JJJ6_ 

Desta forma, as equações ( I) e (2) podem ser escritas como: 

I w M 
-QV/m+lm= (1-w)Ih(s)+-I, WmPm ·m lm' = S(s,m',m) (4) 
[3 2TC m'=l 

onde o índice m representa uma direção Q , m' uma direção de 
incidência Q' e o termo Pm 'm a função de fase que é expressa 
como: 

N 

Pm·m = LaJPlu,p,. + 11m11m· +Ç,Çn') (5) 
}=0 

onde o coeficiente ai é determinado pela teoria de Mie e PJ é o 
polinômio de Legendre. 

A condição de contorno, eq. (3), é escrita como : 

lm=E)h, + ~ LPm· ln.Qm.jlm' 
n.n •. <!l 

(6) 

Para a discretização espacial, considera-se o termo fonte 
constante no volume de controle e segue-se uma determinada 
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direção de propagação da intensidade radiativa. Desta maneira. 
a eq. (I) é dada por : 

di 
-"'+[31 =f3S =Q d S ., m m (7) 

Integrando a equação acima, obtemos : 

1 = 1 e-flls +Q (l-e-flls) 
m n1, m (8) 

sendo Im, a intensidade radiativa inicial , & a distância 

percorrida no volume de controle àe dimensões tlX e !:J.y. 

Definindo um fator geométrico característico do volume À 

em função dos cosenos diretores e das dimensões do volume, 
temos: 

ax=f3l:ix/J1 

av = f3 !:J.y jry 

À=a, fa .v 

(9) 

Desenvolve-se a seguir duas maneiras diferentes de se 
calcular as intensidades radiativas nas faces. El Wakil ( 1991) 
utilizou distâncias médias entre as faces para o cálculo de 1m na 
eq. (8). Entretanto, Lathrop ( 1969) propõe a integração dos 
caminhos médios percorridos pela intensidade radiativa no 
interior do volume de controle para o cálculo de 1m na face, eq. 
(10). 

I I t;.y I , =- I(D.x,y, J1,1J)dy 
• L'ly o 

(lO) 

I J;;.x I =- I "· !:J.x o (x,L'ly, J1,1J)dx 

Onde os símbolos e e n representam respectivamente a face 
leste e norte do volume de controle. Considera-se conhecidos as 
intensidades radi ativas nas faces oeste w e sul s. Dependendo de 
À as intenstdades radiativas são calculadas de maneira diferente 
no volume de controle. As equações apresentadas são para os 
cosenos diretores positivos, determina-se as outras equacões por 
simetria. Apresenta-se a seguir os três casos possíveis : 

Caso À= I 

Neste caso, as intensidades radiativas que chegam à face n 
são provenientes somente da face w e as que chegam na face e 
são somente da faces. As intensidades radiativas nas faces w e s 
são supostas conhecidas. Para o método de El Wakil (1991 ), a 
distância percorrida pela intensidade radiativa é igual a a)2 (ou 

a,/2). 
11 

w e !:J.y 

.· 

7 
s 

tlX 

Figura 2 - Representação de um volume de controle para À= I. 



Utiliza-se o expoente * para diferenciar as intensidades 
radiativas calculadas pelo método de El Wakil. 

• fa ce norte : 

[ 

{Jx [ {J x ll I llx -- --
1 = -J I . e 11 + Q 1- e 11 dx n. D.x 0 w. m 

(li) 

• _ ( _ ) -a., /2 
I "· - Q'" + I "'• Qm e (12) 

• face leste : 

I =-1-J~' /. e--;;-+ Q 1- e---;;-- dy 
[ 

{Jv [ {J r ll 
e. ôy () ·'• m 

( 13) 

=Qm+(/.. -Qm)(l-e-a· }/av 

• ( ) -a (2 I ' · = Qm + 1,. -Qm e ' ( 14) 

Caso À> I 

As intensidades radiativas que chegam à face t: são 

provenientes somente da face s. A face n é composta 'pelas 

intensidades radiativas das faces w e s. O ponto intermediário 

na face n é x '=ôx/À. Neste C<l.SO, para o cálculo de ln. , pelo 

método de Lathrop (1969), a integração é efetuada em duas 

etapas. Para o método de El Wakil (1991) utiliza-se uma média 

ponderada entre rn·. e rn" •. 

e ôy 

Figura 3 - Representação de um volume de Controle para À> 1. 

• face norte 

I =-
1 \Jx'[/ e-.B: +Q (1-e_.B;lldx 

nm 6,x O wm m 

+ J~<[1,m e -a, +Qm(l-e -a , )]dx} 

= Q,+(lw, -Qm)(l-e-a' )/~.a y 

+ (!.,., -Qm)e-a' (1-1/À} 

(15) 
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f'n. =f'n.{l-l/À)+I'n ... (J/À) 

= Qm + (1,. - Qm)e -a, (1-1/ À) 

+(1 . -Q )e-a,f2 /À 
11-'" m 

• face leste 

I ~r[ _fJ .v [ _fJyll 
I =-J I e " + Q 1- e " dy '• ôy () '• m 

=Qm+(1,.- Qm)(1-e-a, }/ay 

• ( ) -a (2 I '· = Qm + 1,. -Qm e ' 

CasoÀ<I 

(16) 

(17) 

(18) 

As intensidades radiativas que chegam à face n são 
provenientes somente da face w. A face e é composta pelas 
intensidades radiativas das faces w e s. O ponto intermediário é 

y'=ôyÀ. 

n 

e 
y' 

w 
w e ôy 

e" 

w' 

y s 

D.x 

Figura 4- Representação de um volume de controle para À< I. 

• face norte 

I =-
1 sllx[l e_f311x +Q [1-e_ fJ: l]dx 

n,.. Ax 0 w,. m 

• _ Q (! Q ) -a, /2 I n, - m + w,. - m e 

• face leste 

I =_2_ f .v I e---;;-+ Q I- e---;;- dy l ·[ {J y [ {J y ll 
~... óy 0 s'" m 

+ L~'[Iw. e-a,+ Qm(l- e-a , )]dy} 

=Qm + (1,.- Qm)À (1- e-a, )/ax 

+ (1 •• - Qm)e"a, (1- À} 

(19) 

(20) 

(21) 



. . . ( I e = I e" À +I e' I -À) m m m 

_ Q (1 Q ) - axf2 - m + .'im- m e p (22) 

+(lw.., -Qm)e-ax (1-p) 

Cálculo da intensidade radiativa no centro do volume de 
controle: 

Lathrop (1969) propõe a discretização da eq. (4) na forma 
de diferenças finitas para o cálculo da intensidade radiativa no 
centro do volume de controle, I p. , desta forma obtém-se : 

( I -I ) (1 -I ) 
'• w. "· s. /31 -Q /l +71 + p - m 

Ax Ôy m 

(23) 

Entretanto, El Wakil (1991 ), aproxima I P. pela intensidade 

radiativa que chega a uma face que tenha percorrido uma 
mesma distância que ao ponto p, para À> I e À< I, ou considera 
uma média entre duas faces para À.= i, que resulta em : 

I* -Pm-

1* - 1* Pm - em 

2 
; À=l 

À> 1 

1*1, =I~ À<l 
UI III 

(24) 

Esta formulação, embora se aproxime do valor 1* p., na 

posição central do volume de controle, não corresponde ao 
valor médio do volume que é utilizado para o cálc11'.o do termo 
fonte. Para uma comparação somente da forma de avaliação das 
intensidades radiativas nas faces do volume de controle entre os 
métodos, equações (II) a (22), propõe-se uma alteração na 

forma de estimação de 1* p., no método de El Wakil. Utiliza-se 

a eq. (23) para o cálculo de t* Pm , a qual denomina-se El Wakil 

modificado. 

RESULTADOS 

Apresenta-se uma comparação entre os métodos descritos e 
as soluções analíticas obtidas por Crosbie e Schrenker (1984) e 
Wu ( 1990). Para a obtenção da solução analítica se considera o 
meio isotrópico, cinzento, sem absorção (difusão pura), com 
!!x=!!y. As paredes da cavidade são negras, sendo a parede 
inferior s possui uma emissão difusa e unitária e as outras 
paredes uma emissão nula. Cab"' notar entretanto, que as 
soluções analíticas são obtidas atraVés de funções exponenciais 
que ocasionam erros de truncagem de termos. 

Resultados são expressos em termos da radiação incidente 
adimensionali zada, definida como : 

G(s)=-1 ji(s, O.)dO. 
4n 

4rr 

I M 
GP=-~ wmlp 

2n L. m 
m== l 

I M 
G_,=-L,wm/s 

27r m=l '" 

(25) 

onde GP é a radiação incidente no centro de um volume p e 
G, é a radiação incidente na parede inferior s da cavidade, 
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correspondendo a G(x, y=O). 
Define-se a espessura ótica como sendo : 

'to= f3 e)" (26) 

Resultados de radiação incidente na parede inferior da 
cavidade são listados para três diferentes espessuras óticas 
('t0=0.25; 't0=1.0; 't0 =4.0) e para um albedo unitário nas Tabelas 
2, 3 e 4 e Figura S. Para estes casos, utilizou-se uma malha com 
dimensões de volume variável com centros nas coordenadas de 

xlf!x, perfazendo 23 x 23 volumes. Nota-se uma boa 
concordância entre os três métodos sendo que os erros 
aumentam proporcionalmente com a espessura ótica. 

Todos os resultados apresentados foram resolvidos com um 
critério de convergência de I o-s para a radiação incidente em 
todos os pontos da malha. 

Na Tabela 5 c Figura 6, mostra-se a variação da radiação 
incidente no plano médio vertical da cavidade para um meio 
isotrópico e espessura ótica igual a 1.0. Os três métodos 
apresentam solução próxima a obtida por Crosbie ( 1984 ). Nota­
se um aumento dos erros em relação a solução analítica a 
medida cm que se afasta da parede de emissão (v=O). Este 
fenômeno é devido ao acumulo de erros no cálculo da 
propagação das intensidades radi at ivas numa dircção. 

Tabela 2 - Comparação entre os métodos de ordenadas discretas 
(S4) e a solução analítica de Wu ( 1990), para ' " = 
0.25 ; w = 1.0 e isotrópico. 

xl!!x analítico Lathrop l El Wakil I El Wakil 
(Wu, 1990) modificado 

0.0000 0.5249 I 
0.0061 0.5259 0.5264 0.5264 0.5265 
0.0204 0 .5274 0.5277 0.5276 0.5277 
0.0425 0.5293 0.5294 0.5293 0.5294 
0.0722 0.5313 0.5312 0.5311 0.5313 
0.1088 0.5333 0.5333 0.5332 0.5333 
0.1519 0.5353 0.5352 0.5350 0.5352 
0.2008 0.5371 0.5371 0.5369 0.5371 
0.2545 0.5386 0.5386 0.5385 0.5386 
0.3122 0.5399 0.5400 0.5398 0.5400 
0.3731 0.5408 0.5408 0.5407 0.5409 
0.4360 0.5414 0.5414 0.5413 0.5415 
0.5000 0.5416 0.5415 0.5414 Q.5416 

Tabela 3 - Comparação entre os métodos de ordenadas discretas 
(5 4) e a solução analítica de Wu (1990), para 't0 = I .0; 
w = 1.0 e isotrópico. 

xl!!x analítico Lathrop 1 El Wakil 1 El Wakil 
(Wu, 1990) modificado 

0.0000 0.5664 
0.0061 0.5703 0.5692 0.5692 0.5694 
0.0204 0.5765 0.5746 0.5744 0.5748 
0.0425 0.5838 0.5819 0.5816 0.5821 
0.0722 0.5916 0.5897 0.5895 0.5900 
0.1088 0.5993 0.5982 0.5980 0.5985 
0.1519 0.6065 0 .6060 0.6058 0.6063 
0.2008 0.6132 0.6 134 0.6133 0.6138 
0.2545 0.6190 0.6194 0.6193 0.6198 
0.3 122 0.6236 0.6246 0.6245 0.6250 
0.3731 0.6270 0.6280 0.6279 0.6285 
0.4360 0.6291 0.6303 0.6302 0.6308 
0.5000 0.6298 0.6309 0.6308 0.6313 



Tabela 4 - Comparação entre os métodos de ordenadas discretas 
(S4 ) c a solução analítica de Wu, 1990 para t 0 = 4.0; 

w = 1.0 e isotrópico. 

xlf x 

0.0000 
0.0061 
0.0204 
0.0425 
Q0722 
0.1088 
0. 151 9 
0.2008 
0.2545 
0.3122 
0.3731 
0.4360 
0.5000 

0.90 

O.RS 

0.8 0 

o. 7 5 

o 
.:: o. 70 
o 

0.65 

0.60 

0.55 

0.50 

0.0 

analítico 
(Wu, 1990) 

0.6116 
0.6262 
0.6477 
0.6718 
0.6963 
0.7193 
0.7402 
0.7576 
0.7725 
0.7833 
0.7922 
0.7962 
0.7989 

Lathrop 

EI W akil 

Lathrop 

0.6204 
0.6412 
0.6663 
0.691 1 
0.7149 
0.7352 
0.7527 
0.7664 
0.7773 
0.7847 
0.7894 
0.7907 

EI Wakil modificad o 

0.2 0.4 
x/e, 

EIWakil El Wakil 
modificado 

0.6205 0.6208 
0.6410 0.64 17 
0.6660 0.6670 -
0.69 10 0.6920 
0.7152 0.7 160 
0.7356 0.7364 
0.7534 0.7541 
0.7672 0.7678 
0.778 1 0.7788 
0.7856 0.7862 
0.7902 0.7909 
0.7916 0.7923 

• 6 • So lução exata 

0.6 o .8 1.0 

Figura 5 - Radiação Incidente na face inferior da cavidade para 
diferentes espessuras óticas; úl = 1.0 e isotrópico. 

A Figura 7 apresenta a variação das intensidades radiativas 
no plano médio vertical da cavidade para diferentes direções. 
As direções que possuem o valor de /m=1 cm y=O 
(correspondente à emissão da parede) são as direções positivas. 
A malha utilizada para o cálculo é também de 23 x 23. 

Na Figura 8, vê-se a variação dos erros da radiação 
incidente para um ponto central na parede inferior da cavidade 
para três casos de espessuras óticas . Nota-se que a formulação 
de Lathrop converge mais rapidamente que a formulação de E\ 
Waki l embora a formulação de E\ Wakil modificada apresente 
uma convergência mais rápida. Para este cálculo utilizou-se 
malhas com dimensões iguais para cada volume. 

O número de iterações para a convergência em cada método 
é praticamente o mesmo, Figura (9). Todavia, o método de 
Lathrop necessita de um tempo um pouco maior para execução 
devido ao número maior de operações, eq . ( 12) à eq. (21 ). O 
tempo de execução é para um computador IBM RISC 
Systcrn/6000/3A T. 
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Tabela 5 - Comparação entre os métodos de ordenadas discretas 
(S4) e a solução analítica de Crosbie (1984 ), para t 0 = 
1.0; w = 1.0 e isotrópico. 

y/1!,. Lathrop 

0.0000 
0.006 1 0.6264 
0.0204 0.6160 
0.0425 0.5996 
0.0722 0.5767 
0.1088 0.5371 
0.1 519 0.4791 
0.2008 0.4180 
0.2545 0.3741 
0.3122 0.3425 
0.3731 0.3161 
0.4360 0.2910 
0.5000 0.2500 
0.5640 0.2140 
0.6269 0.1972 
0.6878 0.1821 
0.7455 0.1684 
0.7992 0.1558 
0.8481 0.1442 
0.8912 0.1335 
0.9278 0.1239 
0.9575 0.1157 
0.9796 0.1094 
0.9939 0.1052 
1.0000 

0.65 

0.60 

0.55 

0.50 

o .45 

~ 0.40 
:...::-

3 03 5 
o 

03 0 

0.25 

0.20 

0.15 

0.10 

0.05 

0.0 0.2 

ElWakil 

0.6275 
0.6175 
0.5987 
0.5751 
0.53 19 
0.4708 
0.4121 
0.3722 
0.3428 
0.3170 
0.2875 
0.2500 
0.2135 
0.1997 
0.1844 
0.1706 
0.1579 
0.1461 
0.1353 
0.1255 
0.1173 
0.1107 
0.1063 

0.4 
yt e, 

E\Waki1 
modificado 

0.6269 
0.6164 
0.6000 
0.5771 
0.5375 
0.4795 
0.4185 
0.3745 
0.3428 
0.3163 
0.2910 
0.2500 
0.2141 
0.1972 
0.1820 
0 .1683 
0.1557 
0.1440 
0.1333 
0.1237 
0.11 56 
O.I092 
0.1051 

<o =I .O ,w=I.O 

Lathrop 

El Wakil 

analítico 
(Crosbie, 

1990) 
0.6293 

0.5108 

0.3525 

0.2500 

0.1768 

0.1171 

0.0863 

EI Wakil modificado 

• Solu ção exala 

• 

0.6 0.8 1.0 

Figura 6 - Variação da Radiação Incidente no plano médio 
vertical da cavidade. 

Embora o método de Lathrop permita uma convergência 
mais rápida devido a integração nas faces do volume este 
resultado não aparece por causa da necessidade de uma malha 
refinada para o cálculo da variação do termo fonte no meio. 
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Figura 7 - Intensidades radiativas no plano médio vertical da 
cavidade, 1:0 =1.0 e O>=l.O. 
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Figura 8 - Convergência em função da malha. 
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Figura 9 - Número de iterações e tempo de execução. 
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CONCLUSÃO 

Os resultados obtidos indicam que a utilização do método 
de Lathrop ( 1969) embora sendo uma aproximação mais real, 
pouco contribui para a redução do número de volumes na 
malha. A necessidade de um número de volumes 
suficientemente grande de maneira a levar em conta a variação 
do termo fonte em cada posição do meio não permite esta 
redução. Em casos onde o termo fonte possua uma influência 
menos significativa, ou seja, para meios com pouca emissão e 
difusão, o método de Lathrop deverá apresentar melhores 
resultados. Nota-se também que a modificação proposta para o 
método de El Wak.il (1991) apresentou melhores resultados de 
convergência, sobretudo para meios oticamente densos. 
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ABSTRACT 

This work presents a numerical study for the solution of the 
Equation of Radiative Transfer (ERT) using two differents 
Discrete Ordinates approaches. ln the first one, the radiation 
intensities in each face are calculated based on the mean paths 
of radiation. ln the second one, the radiation intensities in each 
face are obtained by integration of a function chosen to 
approximate the intensity of radiation within thc contrai 
volume. A two-dimensional rectangular gray medium is 
exposed to diffuse radiation. The medium absorbs, emits and 
scatters radiation. 
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RESUMEN 

Se mode/ó e/ comportamiento de una partícula e.1jérica de diâmetro muy superior a las longitudes de onda 
en consideraciôn usando las técnicas de la óptica geométrica. Se lográ así determinar además de la reflexión 
especular, las distintas refracciones y la dispersión total debicfa a la partícula. También se obtuvo la función 

de fase característica dei sistema. Se comparan los resultados obtenido.1· con la teoría y datas experimentales 
publicados. 

INTRODUCCJON 

Los sistemas heterogéneos tienen una potencial aplicación 

muy importante en el campo de la fotocatálisis, en particular en 

su aplicación a la degradación (hasta la total mineralización) de 

compuestos orgánicos nocivos en agua. En general el catalizador 

más utilizado en los desarrollos es el dióxido de titanio (Ti02) 

muy finamente dividido, presentando el problema de la necesaria 

separación dei catalizador una vez finalizado el tratamiento. Este 

problema se puede solucionar de dos maneras: i) aglomerando el 

catalizador de modo de obtener partículas más grandes y fáciles 

de separar. o, ii) soportando el catalizador en una base adecuada. 

Como una primera aproximación a la consideración dei 

campo radiante en un sistema de este tipo se ~maliza cl 

comportamiento de una partícub esférica de índice de refracción 

conocido para determinar su comportamiento en cuanto a la 

absorción y dispersión de la luz monocromática. En particular se 

considera el campo de radiación en una suspensión monodispersa 

diluída de partículas esféricas semitransparentes de diámetros 

relativamente grandes respecto de las longitudes de onda de 
interés. 

Las propiedades de una partícula única se relacionan con las 

propiedades dei sistema con la suposición de dispersiún 

independiente (Siegel y Howell. ) 992). Con este modelo es 

posible obtener la eficiencia de absorción y dispersión, y las 

funciones de fase de los distintos procesos considerados que 

inciden en la dispersión de un haz colimado y monocromático de 

energía radiante en función de las propiedades y dimensiones de 

la partícula. Así es posible representar una función de fase 

realista que conjuga todos los procesos de dispersión, y la 
importancia relativa de la retlexión especular y las sucesivas 

refracciones que sufre un rayo monocromático en su trayectoria 

dentro de la partícula. 
Se veritican los resultados dei modelo en un rango estrecho 

de longitudes de onda ( UV cercano: 300 nm-400 nm). para 

esferas de sílice en un medio acuoso. Se compara el modelo 

completo con resultados utilizando la Teoría de Mie, funciones 

de fase conocidas (Siegel y Howell , 1992) y datos experimentales 

publicados (Alfano y otros, 1995). 
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MODELADO DE LA PARTICULA 

El comportamiento de una partícula esférica 

semitransparente se modeló con las técnicas de la óptica 

geométrica (ray tracing) en lugar de utilizar la formulación de 
Mie que para diámetros de partícula (dp) grandes es 

extremadamente laboriosa (Siegel y Howell, 1992). Definidos 

los índices de refracción dei medio y de las partículas se 

considerá la retlexión especular en la superticie, las sucesivas 

rt:fracciones y retlexiones internas y la absorción interna 

(caracterizada por un coeficiente de absorción proporcional a la 

parte imaginaria dei índice de refracción de la partícula). Para los 

parámetros de tamafío ( 7r d1/.() considerados, los fenómenos de 

difracción se despreciaron (Tien , 1988; Singh y Kaviany, 1991 ). 

La solución de Mie requiere la evaluación de expansiones dei 

orden de dos veces el valor dei parámetro de tamafío' para obtener 

convergencia. 

Determinación a priori de parámetros ópticos. Utilizando 

los conceptos de óptica geométrica. se pueden evaluar en función 
dei índice de refracción (n}.,) de la partícula, las distintas 

retlexiones y refracciones que sufre un rayo de luz al incidir sobre 

una banda infinitesimal de partícula. Con la parte imaginaria de 
n}., se puede a su vez estimar un coeficiente de absorción para el 

material, que determinará la eficiencia tina! de los procesos de 

dispersión y absorción respectivamente. 
La retlexión especular se puede estimar de la expresión de la 

retlectividad hemisférica total con la expresión: 

o rn/2 o 
P}., = Jo 2pÀ(W) sen(w) cos (w) dw (I) 

donde p~(w) es la retlectividad direccional que puede obtenerse 

de la leyes de retlexiún , w cs el ángulo de incidencia, y se 
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supone radiación incidente no polarizada. En la Figura I se 
presenta un esquema donde es posible visualizar la distribución 

angu lar de un rayo incidente con un ángulo úJ res;Jccto a la 
normal a la supcrficic de la partícula. 

p() 

<O 

p2 

P' 

Figura I - Evolución de un rayo con ángulo de incidcncia úJ sobre 

una partícula semitransparente. 

Considerando el camino recorrido por el rayo en el interior 
de la partícula hasta la nueva interfase, la expresión para la 
fracción de radiación que es dispersada en primera refracción es: 

1 f tr/2 ( O )2 ( ) 
pÀ=j

0 
2 l-pÀ(m) 1-aÀ sen(w)cos(w)dw (2) 

donde a À es la fracción absorbida de radiación: 

a À = I - e.xp (- K p d p c os cp) (3} 

siendo qJ el ángulo de refracción intrapartícula 

• ~ ""t::w). (4) 

De la misma manera la segunda refracción se puede evaluar 
como sigue: 

2 rn/2 o ( o )2 
PÀ = Jo 2pÀ(w) t-pÀ(w) 

(t-aÀ)
2 

sen(m) cos(w) dw 

En general el aporte total de la n-énesima refracción se 
puede obtener: 

(5) 
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n rn/2 ( o )n-1 ( o )2 
PÀ = Jo 2 PÀ(m) l -pÀ(m) 

(1-aÀr sen(m) cos(m) dw (6) 

Somando todos los aportes dispersivos se puede obtener la 

fracción total de radiación dis persada (p ~) por la reflexión 

especular y todas las refracciones internas : 

* rn/2 p~(m)+(l-aÀ)-2p~(m)(l-aÀ) 
P À = Jo 2 ---~o::---;-( ___c......_-)--

1-pÀ(m) 1- aÂ 

sen( m) cos( úJ) dw (7) 

En la Tabla I se presentan ios úngulos de dispersión para la 
retlexión, primer refracción y sucesivas rcfracciones según estas 

sean pares o impares, para una dado <Íngu lo de incidencia 8. 
En base a las cunsideraciones anteriores, y suponiendo que 

el sistema se encuentrc en el límite de dispersión independiente 
(Siegel y Howell, 1992), es decir concentraciones de partículas 
suficientemente hajas como para que cl efecto de dicho parámetro 
sea simplemente lineal (proporcional ai número de partículas por 
unidad de volumen), se puede estimar a priori el coeficiente de 

dispersión volumétrico de las partículas ( cr À) y el coeficiente de 

absorción volumétrica de la fase sólida ( K À): 

d 2 
crÀ=Npn..L(I+p~) 

4 

dp2 ( *) 
KÂ = Nfi n -- 1-pÂ . 

4 

(8) 

(9} 

donde N Jl es el número de partícu las por unidad de volumen, y 

la dispersión tiene un sumando unitario que agrega el efecto de la 

difracción imposible de tener en cuenta con la óptica geométrica 

y que para esferas grandes adiciona una eficiencia suplementaria 

(Bohren y Huffman, 1983) . 

Tabl a I - Angulos de dispersión para los distintos 

fenómenos ópticos considerados 

Fenómeno 

Retlexión 

Primera Refracción 

Refracci6n 2 n 

Refracción (2 n - I ) 

Angulo de dispersión 

n- 2 e 

2 (ll + <p - 8 } 

7l + 2 1(2 11) qJ- 8 )1 

2 [(2 11 - I) <p - 8 )] 

Funciones de fase. De la informaciôn ohtenida y utilizada 

has ta el momento es posihle ohtener la expresi6n de la 

redistribuci6n de energía radiante provocada por una partícul a 

esférica semitransparente y que para el caso de retlexiôn total 

puedc obtcnersc directamente de (Siegel y Howell, I CJ'J2): 



o 
PÀ((n-[3)/2) 

1'}..([3) = (10) 

Tomando en consideración la primera refracción que para 
partículas de absorción reducida es la fracción francamente 
mayoritaria de la dispersión radiativa, la función de fase toma la 
forma: 

(li) 

p~ +p~ 

donde 81([3) es el ángulo de incidencia para dar en primera 

refracción un ángulo de dispersión [3, el factor 'P
1 

es función de 
la parte real dei índice de refracción ( n À) y el ángulo de 

incidencia correspondiente ai ángulo de dispersión considerado, y 
se puede calcular como: 

I c os( 8) c os( rp) 
'/(n,8) = -----------'----

[ cos( 8)- cos( rp)jn] cos( 8- rp) 
(12) 

En la Figura 2 se presentan las formas de las funciones de fase 

para la ret1exión especular únicamente (ec. I O) y para la 

combinación de ret1exión y primera refracción (ec. 11-12). Estas 

se han obtenido en base a un índice de refracción correspondiente 

ai sistema agua-sílice. 

APLICACION Y RESULTADOS 

Se aplican los desarrollos anteriores a un sistema constituido 

por partículas de sílice suspendidas en agua, para el cual se 

dispone de resultados experimentales publicados (Alfano y otros, 

1995). Las partículas utilizadas tienen un diámetro medio de 58 

)..lm, se analiza un rango de longitudes de onda estrecho entre 295 

y 435 nm. En el rango considerado, se puede suponer índices de 

refracción constantes, para el agua 1.33 y para el sílice 1.44, lo 

que da un índice de refracción para el sistema de 1.0827. 

Suponiendo un coeficiente de absorción para la partícula 

( K p = 1.0 cm- 1
), un valor bajo compatible con la baja absorción 

de la sílice en las longitudes de onda consideradas, se pueden 

obtener las distintas contribuciones a la dispersión y la fracción 

total dispersada (Tabla 2). 

Se puede observar que el grueso de la dispersión se debe a la 

primera refracción, y que la ret1cxión especular y la segunda 

refracción comparten un orden relativo muy inferior. Las 

sucesivas refracciones no afectan ya prácticamente la fracción 

final de radiación dispersada. 
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Tabla 2- Fracciones de radiación dispersada 

o 0.02144 P}.. 

I 0.95771 P}.. 

2 0.01391 P}.. 

3 0.00176 P}.. 

4 0.00049 P}.. 

5 0.00019 P}.. . 
6 0.00009 P}.. 

* 0.99573 P}.. 

En la Figura 2 se presenta la función de fase resultante de 

considerar juntamente la ret1exión especular y la primera 

refracción, la correspondiente a la retlexión especular 

únicamente, y la resultante de la aplicación de la teoría de Mie. 

Estas funciones de fase se han calculado para un diámetro de 

partícula de 58 )..lm, diámetro medio de las partículas de Porasil 

A-8 (Waters Associates) utilizadas en las determinaciones 

experimentales de Alfano et ai. (1995). Dada la práctica 

inexistencia de absorsión, el diámetro de la partícula no afecta los 

resultados de las funciones de fase en base a la óptica geométrica. 

En esta figura la función propuesta representa el 98 % de la 

dispersión total. Como se ve, resulta altamente más pronunciado 

el efecto dispersivo hacia adelante que en el caso simplificado de 

la ret1exión especular. Dado que la primera refracción dispersa 

únicamente hacia adelante, la incidencia relativa de la dispersión 

hacia atrás baja más de un orden de magnitud. La función de fase 

100000 

1000 

10 

p 

0.1 

0.001 

0.00001 

o 60 120 180 

[3 

Figura 2- Función de fase para la retlexión especular sola 

c-). combinada con la primera refracción ( ), y 

la correspondiente a la tcoría de Mie (- ). 
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completa presentada en este trabajo muestra una mayor 

aproximación a los resultados de la teoría de Mie. 

Los coeticientes de dispersión y absorción másicos 

correspondientes a los parámetros considerados se pueden 

estimar según las ecuaciones (8) y (9), para los parámetros 
característicos dei material utilizado (Porasil A-B (Waters)): o• 
= 288.3 cm21g y K• = 0.62 cm21g. El valor de o• coincide 

adecuadamente con los valores experimentales publicados 
2 • 2 

(A! fano y otros, 1995): 276 cm I g ~a ~ 253 cm I g en e! 

entorno de longitudes de onda de trabajo 
(295 nm ~ Â ~ 435 nm respectivamente). Para el modelo que 

utiliza óptica geométrica, los coeficientes (y la función de fase) 
no serán función de la longitud de onda (Â) a menos que se 

disponga de información sobre la variación dei índice de 

refracción o dei coeficiente de absorción de la partícula con esc 

pará metro. 

Campo de radiación. La información obtenida puede 

incluirse en la resolución dei campo radiante de un sistema 

simplificado cartesiano-uni.dimensional ( 13) con una condición 

de contorno difusa (14) y otra con absorción pura (15) (Úzisik, 

1973; Alfano y otros, 1995): 

J.1 :Y 'Jt(y ,f.l)+(~rÂ +a;t)tJt(y,J.l)= 

(1Â SI ' 
--:; -I f'(J.l'-"J.l)l Â(y,J.l') df.l 

1Jt(O,f.l)=l;t,O J.1>0 

I Jt(L,f.l) =I Â,L =O J.1 <O 

( 13) 

( 14) 

(15) 

Esta ecuación integrodiferencial se puede resolver 

numéricamente por diversos métodos (Siegel y Howell , 1993). 

La resolución de esta ecuación requiere la representación de la 

función de fase en polinomios de Legendre, requiriendo, para el 

caso analizado, órdenes elevados de aproximación . En la Figura 

2 se ha superpuesto sobre la función de fase completa una 

aproximación con polinomios de Legendre de orden 92 , en la que 

se nota una oscilación en e! extremo de dispersión bacia atrás. 

Esto ya fue adelantado para e! caso más sencillo de retlexión 

especular (A! fano y otros, 1995). 

CONCLUSIONES 

Se ha desarrollado un modelo para predecir los parámetros 

ópticos de un sistema particulado de tamafío grande en relación a 

las longitudes de onda de interés. A partir de las características 

macroscópicas dei sistema y conociendo e! índice de refracción 

correspondiente, es posible obtener: e! coeficiente de absorción 

volumétrico, el coeficiente de dispersión volumétrico (o sus 

versiones intensivas) y la función de fase correspondiente. 

Los parámetros obtenidos contrastan adecuadamente con la 

teoría y datos experimentales publicados, y permiten por lo tanto 

la evaluación de campos radiantes con una adecuada 

aproximación. 
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Una posible continuación de este trahajo consiste en la 

consideración de partículas compuestas. específicamente el caso 

de una base transparente y una película activa (dióxido de 

titanio). La obtención de parámetros ópticos para este sistema es 

de gran interés práctico. 
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ABSTRACT 

RADIATION lN AN HETEROGENEOUS SYSTEM OF 
SEMITRANSPARENT SPHERICAL PARTICLES. 

SCATTERING, ABSORPTION AND PHASE FUNCTION 
lN THE INDEPENDENT LIMIT. 

The behavior of a single particle of an absorbing material 

with a diameter greater than the wave length of the radiation 

considered is modeled using the geometncal optics 

approximation. The distribution of photons in the different 

directions was evaluated with the aid of lhe refraction index and 

the volumetric absorption of the particle. The fraction of 

radiation scattered by cach retlection and refraction process was 

determined and the total scattering and ~bsorption coefficients for 

the particle were determined assuming independent scattering. A 

compound phase function with retlection and the tirst refraction 

process is presented. Results were compared with published 

experimental results and the Mie theory for a system of silica 

particles in water and good agreement was found in both cases. 
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RESUMO 
Neste trabalho é apresentado um modelo preditivo da transfirencia térmica radiativa en1 gases 

moleculares. A presente abordagem simplificada se baseia em uma formulação integral do método das 
Ordenadas Discretas combinado a um modelo estatístico de bandas estreitas para a descrição das 
propriedades radiativas do gás. A transferência térmica radiativa em gases não-cinzentos é tratada de 
maneira que a não consideração das correlações espectrais tem uma incidência limitada sobre os resultados 
obtidos. O caso de uma geomeln·a cartesiana bidimensional é estudado. Comparacões com resultados não­
dispersivos obtidos na literatura validam a aplicação da formulação integral ao método das Ordenadas 
Discretas, como demonstrado pelo hom compromisso entre economia de cálculo e acurácia dos resultados. 

INTRODUÇÃO 

Em um grande número de aplicações industriais, a 
transferência térmica radiativa em meios ga!iosos interage com 
outros modos de transferência de calor, em particular com a 
convecção, seja ela natural, forçada ou mista. Esses fenômenos 
devem ser analisados de maneira precisa para ambientes 
encontrados frequentemente em equipamentos industriais tais 
como fomos, câmaras de combustão, reatores nucleares, 
turbinas a gás, etc. Vários graus de aproximação já foram 
utilizados para o tratamento da radiação na equação de energia. 
Hipóteses simplificadoras por demais simplistas, tais como a 
homogeneidade do meio ou o fato de o considerar como 
cinzento, podem levar a resultados pouco satisfatórios para a 
maioria das aplicações. Por outro lado, cálculos mais rigorosos 
levando em conta o caráter espectral de alta resolução dos 
meios gasosos podem tomar-se incompatíveis com uma 
utilização em engenharia, visto o enorme esforço de cálculo 
requerido. A necessidade de poder tratar os efeitos de 
acoplamento da tranferência radiativa com a convecção em 
geometrias outras que a unidirnensional conduz à procura de 
um bom compromisso entre a precisão dos resultados e o custo 
dos cálculos. 

Dois aspectos da modelização da transferência de calor por 
radiação em um sistema contendo gases participantes merecem 
consideração: de um lado o cálculo do campo de intensidades 
radiativas, o que implica na escolha de uma técnica de 
resolução da equação de transferência radiativa (ETR), e de 
outro lado a descrição das propriedades radiativas dos gases, o 
que implica na escolha do modelo de bandas. Estes dois 
aspectos são estreitamente ligados entre si c a escolha das 
técnicas envolvidas deve levar cm conta as particularidades de 
cada um e a compatibilidade entre ambos. A primeira tentativa 
para combinar o método das ordenadas discretas Sn com o 
modelo estatístico à bandas estreitas se deve a Lee e seus 
colaboradores para o caso unidirnensional (Kim et ai. , 199la e 
1991b e Menart et ai , 1993). Em todos os trabalhos supra­
mencionados a ETR foi resolvida em sua forma diferencial, e os 
efeitos de correlação espectral tratados de forma rigorosa, o que 
toma tais técnicas extremamente custosas em termos de tempo 
de cálculo e estocagem de dados. Esse esforço computacional é 
ainda maior quando se trata de paredes refletoras, uma vez que 
as correlações de parede são tratadas de maneira explicita. Em 
traba~hos recentes, o método de Monte Cario mostrou muito 
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h1ns resultados para o tratamento de casos tulidimensionais 
(Liu e Tiwari, 1994) e bidimensionais (Liu e Tiwari, 1993 ), 
nos quais foram propostas soluções aproximadas no que 
concerne o rigor no tratamento das correlações espectrais com 
urna consequente economia de custos computacionais. 

No presente trabalho, é proposta urna versão aproximada da 
técnica Sn que pode ser utilizada com um computador de 
potência média, do tipo estação de trabalho ou mesmo um PC, 
o que a toma melhor adaptada a uma utilização industrial do 
que aquelas propostas até o presente. Esse modelo é urna 
extensão bidimensional da versão unidimensional 
antenormente publicada (De Miranda e Sacadura, 1995). 

FORMULAÇÃO 

Nesta seção é feito o desenvolviinento da formulação da 
Equação da Transferencia Radiativa (ETR) para o caso 
simplificado onde o gás é puramente absortivo e emissivo. A 
forma diferencial da ETR, tomada a média em relação ao 
número de onda, se apresenta da seguinte forma: 

(I) 

Nesta equação, Iv{s,n) representa a intensidade radiativa em 

urna posição S segundo urna direção 0 ; K v ( S) O coeficiente 

local de absorção; e I bv{ s) a emissão de um corpo negro à 

mesma temperatura do gas. O subscrito v indica que se trata 
de urna grandeza espectraL 

As quantidades representadas sob barras são consideradas 
tomando-se urna média sobre um intervalo espectral. Os termos 
sob a mesma barra devem ter as médias tomadas como uma só 
quantidade, para um cálculo que leve em conta rigorosamente 
as correlações. 

A integração da Eq. (1) sobre um caminho sw ~ s 

segundo urna direção n , sujeita a urna condição de contorno 
formal nos dá: 



~~~ ~ ~~ 
l'll ,,. 
( 

i 

I, 
I 

Iv{s,n) = Iwv(sw , n)•v(sw ~ s) 

+ J Kv{s')•v(s'~ s)Ibv{s')ds 
(2) 

Sw 

onde a transmissividade média no intervalo espectral L'lv é 
definida como sendo: 

~cx{j K"(s")~"] (3) 

O valor médio Kv{s')•v(s'~ s} na Eq. (2) pode ser 

modificado procedendo-se á diferenciação cm relação á posição 
s c usando-se a regra de Liebnitz. A forma integral da ETR 

assume então a forma seguinte: 

Iv{s,n) = Iwv(sw,O)•v(sw ~ s) 

Js àtv{s'~ s)Ibv(s')ds 
+ õs' 

(4) 

Sw 

Como pode ser observado tanto na forma integral quanto na 
forma diferencial da ETR, o termo de emissão pode ter o seu 
valor médio calculado separadamente, uma vez que a função de 
Planck tem uma forma espectralmente lisa. 

As condições de contorno, representadas pela intensidade 

radiativa Iwv(sw ,n) são calculadas pela expressão: 

lwv{sw ,0) = ~>wlbwv(sw) 

+ p: Jiii.O'jiwv(sw ,O')dn' 
(5) 

ô.O (O 

para íi .O' )O 

onde I wv ( Sw , n•) designa as intensidades radiati vas que 

partem da parede, ~>w a emissividade da parede, Pw a 

reflectividade e Ibwv( Sw) a emissão de corpo negro da parede. 

o vetor normal incidente é representado por n ' e a 
emissividade ~>w pode ser dada por ~>w = 1- Pw se a parede é 

considerada opaca e a lei de KirchhofT sobre equilíbrio 
termodinâmico local válida. 

A forma discretizada da ETR para a face i de um volume 
de controle é a seguinte: 

lv,n,i = lwv,n,l•v,l -- >i 
i -1 

+ Ll lbv,k+l/2 {1: v,k+l- >i -"iv,k~i )] 
k= l 

(6) 

onde os índices inferiores v , n , e i se referem ao número de 
onda, à discretização angular e à discretização espacial, 
respectivamente. Uma Equação semelhante pode ser escrita 
para a tàce de volume de controle i+ l . A diferença entre estas 
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duas equações produz uma expressão recurciva para a 
----- ----

intensidade I v,n,i+l em função de I v,n,i Como a presente 

formulação se baseia no cálculo e armazenagem de um só valor 

de transmissividade • v,i ~i+ 1 para cada volume de controle, a 

adoção de hipóteses simplificadoras se impõe. Isto é feito 
adotando-se as expressões não-correlacionadas seguintes: 

I wv,n,l• v,l ~ >i-11 = I wv,n,l• v,l >i • v,i >i ;J (7) 

• v,k 1 I - ~i ii = • v ,k 1 I ->i • v,i >i t i (8) 

Quando isto é leito, a expressão para a intensidade na face 
i + 1 do volume de controle assume o seguinte aspecto: 

lvni+l =lvni +lbviH/2{1 - :t'vi >i +l) '. '' ' ' 

liwv,n,l•v,l->i+ l 
i - 1 (- ) + • .. - 1 I - -- V , l ~l+ l ~ [ bv,n,k t!l2 ( • v,k t l~i • v,k >i)] 

(9) 

Considerando-se que o fator entre chaves no terceiro termo à 
esquerda do sinal de igualdade é precisamente a expressão para 

I v,n,i dada pela Eq. (6), obtém-se: 

lv,n,i+l = Iv,n,i•v,i ->i+l +Ibv,i+l/2 (1-:t'v,i ->i+l) (10) 

Esta é a forma recurciva da equação integrada da intensidade 
radiativa para a obtenção de soluções não-correlacionadas em 
meios gasosos não-cinzentos sem dispersão, confinados entre 
duas paredes planas infmitas. 

A validação da formulação integral para a geometria uni­
dimensional foi feita para perfis de temperatura impostos (De 
Miranda e Sacadura, 1995) onde resultados obtidos com uma 
discretização dirccional do tipo S-20 são comparados àqueles 
obtidos com a aplicação do Método dos Fluxos (Menart e Lee, 
1993) e do Método das Ordenadas Discretas (Mcnart et ai. , 
I 993 ), ambos utilizando um tratamento ngoroso das 
correlações. 

As transmissividades médias tomadas sobre um intervalo 
espectral estreito são calculadas, para cada volume de controle, 
pelo modelo estatístico a bandas estreitas seguindo uma lei de 
distribuição exponencial inversa (Malkmus, 1967; Young, 
1977), obtida por: 

<"(s'->s) =ex{- P; (~I+ 2t" -I)] (li) 

Tais transmissividades são calculadas para uma dada fiação 
molar da espécie participante x através de uma camada 
isotérmica e homogênea s' ~ s submetida à uma pressão p . 

Na Eq. ( 11 ), u é o caminho médio de pressão ("pressure-path 

length"), definido como xp.( s' ~ s) , Bv = 21t ">( é a 

relação entre a largura e o espaçamento médio das linhas de 

absorção e kv é a intensidade de absorção. Os valores kv c 

)( são paramctros espectrais obtidos à partir de cálculos 



"linha por linha", feitos por llartmann et ai. ( 1984) e Soufiani 

et ai. ( 1 985 ). A largura média à meia altura de linha, y v é 

dada pela expressão (Zhang ct ai., 1988) 

- p 
Yv =0,066-

ps 
(12) 

onde P
5 

c T
5 

são a pressão e a temperatura de referência e 

X11
2
o, XN

2
, X 02 c Xco

2 
são as trações molares das diversas 

espécies gasosas presentes. Todos os parâmetros têem os seus 
valores médios tomados sobre uma largura de banda fixada cm 
25 cm·1 e os cálculos são feitos para uma gama espectral de 150 
a 5675 cm- 1

. 

Meios Gasosos Dispersivos. I\ introdução do fenômeno de 
dispersão é feita a partir de uma analogia à Lei de Beer (Sicgcl 
and Howcll, 1972), resultando em uma técnica híbrida onde o 
conceito de coeficiente de extinção é combinado ao modelo 
estatístico a bandas estreitas. I\ equação espectral do transporte 
radiativo para um meio gasoso absortivo, emissivo com 
dispersão assume a seguinte forma: 

onde a v é o coeficiente de dispersão espectral e Sv é um 

termo fonte radiativo contendo os ganhos por emissão c 
dispersão: 

4n 

Na Eq. (14), o termo ~v(n,n'), chamado função de làse, 

representa a probabilidade que um feixe de radiação incidente 
em um angulo sólido dQ' centrado cm Q' seja desviado para 
a direção Q . I\ solução formal da Eq. ( 13 ), consideradas 

constantes as propriedades do meio no traje to ( s' ~ s) , assume 

a forma recursiva scquinte: 

lvs = I vs' cxP( -K v-( s' ~ s))cxP( -a v.( s'~ s)) + 

Sv ( 1- cxP( -K v·( s'~ s))cxP( -a v-(s'~ s))) 
sv + (J v 

(15) 

f: interessante notar que para o caso sem dispersão, isto é 

a v =O, e considerando-se válida a Lei de Bcer, 

Tv(s'~ s) = cxp(-Kv.(s'~ s)), esta expressão toma uma 

forma análoga à Eq. I O para um percurso ( s' ~ s) no interior 

de um volume de controle e para uma banda espectral de 
25 cm- 1

. I\ sequência lógica do desenvolvimento consiste na 

substituição dos termos comportando cxp{-Kv.(s'~ s)) na 

Eq. 15 pela expressão da transmitividadc T v, Eq. 11 c na 
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substituição do termo Kv na Eq. 14 pelo argumento da 

exponencial desta mesma Eq. 11. A expressão para a forma 
integral da ETR levando em conta o fenômeno do dispersão é a 
seguinte: 

onde: 

4n 

A expressão para a espessura ótica de extinção Çv , integrando 

os efeitos de absorção e de dispersão correspondente ao 
caminho percorrido pelo feixe no interior do volume de controle 

( s' ~ s) , é calculada uma só vez a cada iteração para um dado 

conjunto de parâmetros espectrais. 
No presente artigo serão mostrados apenas casos sem 

dispersão, ou seja onde o termo cr v é igual a zero. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Para validar a aplicação do método para um caso sem 
dispersão cm geometria bidimensional cartesiana, estudou-se o 
caso simples de uma camada de vapor d'água confinada entre 
duas placas paralelas de largura L c espaçamento H, com uma 
profundidade infinita, como representado na Figura 1. 

y 

entrada-.. T3 P3 saída 

Tz T4 
Pz P4 

Tl P1 

o!!.--.. ---------.1•1 
L 

Figura l -Configuração estudada 

H 

.. 
X 

O gás é suposto atravessar o espaço entre as duas placas 
transversalmente, de maneira que a entrada e a saída do gás 
sejam localizadas em x=O e x=L respectivamente, estando estes 
planos tratados como pscudo-parcdes negras (p2=p4=0). As 
paredes inferior e superior são supostas cinzentas e difusas 
isotrópicas com reflectividades (p1=p3=0,4 ). A superfície 
esquerda representando a entrada do gás é suposta a 800 K, as 
duas paredes horizontais são consideradas à esta mesma 
temperatura e a superfície direita representando a saída do gás 
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é mantida a 300 K. O perfil de temperatura no interior do gás é 
dado pela expressão: 

T(x,y) = 800+ 70{1-12Y ~ Hi] ~ (20) 

A pressão e a concentração são supostas constantes em toda a 
extensão do gás, sendo a primeira considerada corno I atrn c a 
segunda igual a I 00%. A configuração geométrica considerada 
é a de um retângulo de largura L=0,6rn e altura H=0,3rn. 

Os resultados obtidos são a distribuição de dissipação 
radiativa no interior da cavidade formada pelas duas paredes e 
as duas superficies de entrada e de saída, e o fluxo radiativo na 
vizinhança das paredes horizontais. Para obtê-los, utilizou-se 
urna discretização espacial de 20 x 20 volumes de controle com 
unia' distribuição de malhas ligeiramente mais refmada nas 
proximidades das paredes, de maneira a obter urna maior 
precisão dos resultados nestas regiões. Soluções para os 
campos de divergente do fluxo radiativo no seio da massa 
gasosa, V'.qr , c de fluxo radiativo nas placas, <ir , foram 

obtidas utilizando a metodologia descrita acima com um 
esquema S-6 para a discretização direcionaL Essa escolha faz 
com que a intensidade radiativa seja considerada constante 
sobre um espaço de 1/24 da esfera de raio unitário em volta do 
nó central de cada volume de controle. As transrnissividades 
médias foram calculadas com base numa largura 25 crn·1

, sobre 
uma banda espectral de ISO a 5675 crn·1 para o vapor d 'água a 
I atrn, totalizando 176 bandas estreitas. Tal configuração 
geométrica foi escolhida, assim como os perfis de temperatura e 
características das paredes, de maneira que se possa comparar 
os resultados obtidos no presente estudo com aqueles 
publicados por LIU e TIW ARl (I 993), obtidos pelo método 
Monte Cario associado ao modelo estatístico de bandas 
estreitas. Em seu trabalho, a formulação levando rigorosamente 
as correlações espectrais (resultados "não-cinzentos") é 
comparada uma abordagem simplificada, baseada em 
considerações sobre a razão entre as dimensões do volume de 
controle e a energia radiativa que sai deste. Esta técnica 
permitiu aos autores a obtenção de resultados satisfatórios 
(chamados resultados "aproximados"), com uma economia 
significativa do tempo de cálculo quando comparados aos 
resultados obtidos sem as ditas considerações. No referido 
artigo, tais técnicas foram comparados resultados "bandas 
estreitas cinzentas" (não mostrados neste trabalho). 

Os resutados deste estudo são apresentados nas figuras 2a, 
2h e 2c no que concerne á distribuição do divergente do Buxo 
radiativo nas posições x/L=0,275, 0,575 c 0,875 
respectivamente. Na figura 3 entontra-se a distribuição de 
fluxo radiativo nas paredes horizontais. 

A figura 2a mostra a ditribuição de -V. q r sobre o plano 

vertical passando pela abscissa x/L=0,275 . Nessa posição, as 
mudanças de temperatura são menos acentuadas, corno pode ser 
deduzido ao se examinar a Eq. (20). Esse comportamento do 
campo de temperaturas leva a um comportamento análogo para 
a distribuição de dissipação radiativa, com vanaçõcs 
relativamente pequenas de energia transferida pelo meio à 
medida cm que se afasta das regiões próximas às paredes em 
direção à região centraL A abordagem integral apresenta erros 
menores nas proximidades do centro do domínio do que 
aqueles observados nas proximidades das paredes, com urna 
superestirnação de quase 50% da energia absorvida pelo meio 
perto destas. Tais resultados são portanto semelhantes aos 
fornecidos pelo o método "não-ciw.ento aproximado", exibindo 
erros muito inferiores aos lornecidos pela técnica "bandas 
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estreitas cinzentas", a qual subestima o divergente de fluxo 
radiativo por fatores indo de 2 a 4, nesse mesmo plano. 
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Figura 2a- Dissipação radiativa no plano x/L=0,275 
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As soluções para o plano passando por x!L=0,575 e 0,875 
são apresentadas respectivamente nas figuras 2b e 2c. Quando 
se passa da posição 0,575 àquela mais próxima à saída do gás 
(0,875), percebe-se que a maneira pela qual o meio evolui, de 
um comportamento absorvedor perto das paredes á um 
comportamento emissor na direção do centro, é muito mais 
acentuada para x/L=0,875, onde os gradientes de temperatura 
são mais pronunciados do que para x/L=0,575. 
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Figura 2b- Dissipação radiativa no plano x/L=0,575 

Para essas duas postções, a abordagem proposta prodw. 
resultados muito satisfatórios, com erros praticamente nulos no 
plano passando pela região média das placas, para em seguida 
se degradar ligeiramente no plano vertical situado perto da 
saída do gás: 8% de superestimação para a energia emitida pelo 
meio no centro c 30% nas vizinhanças imediatas das paredes. 
Novamente, deve ser ressaltado que tais erros são sempre da 



mesma ordem ou inferiores aos obtidos com o método "não­
cinzento aproximado". 
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A figura 3 apresenta resultados para o fluxo radiativo ao 
longo das placas. À medida em que se desl,oca ao longo destas, 
desde a entrada até a saída, vê-se aumentar o fluxo radiativo de 
maneira mais ou menos contínua até atingir -se um máximo nas 
proximidades da saída, onde as diferenças entre as 
temperaturas do gás ao centro e aquelas observadas próximo às 
paredes são maiores; depois os valores de fluxo nas paredes se 
tomam novamente cada vez menores, devido ao fato da 
presença de uma fonte fria, representada pela saída a 300 K. 
Aqui a abordagem integral proposta se comporta de maneira 
semelhante à solução Monte Cario "não-cinzenta" até a parte 
central a partir da qual os erros se tomam maiores, atingindo 
cerca de 50% em x/L=0,8. 
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figura 3 -Fluxo radiativo nas placas 

A abordagem integral indica um bom compromisso entre 
custo de cálculo e precisão dos resultados. Os tempos de 
cálculo em uma máquina DIGITAL DECstation 5000/125 
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foram cm média de I ,5 minutos para os resultados obtidos com 
o perfil de temperatura dado pela Eq. (20). Para a mesma 
tarefa, o método "Monte Cario não-cinzento" necessitou , 
segundo LIU e TIWARI (1993), entre 35 e 40 minutos cm uma 
estação de trabalho SUN e a solução "não-cinzento 
aproximada", propiciou uma economia de 5 minutos para os 
mesmos casos estudados. 

CONCLUSÃO 

Foi desenvolvido um método de cálculo de transferência 
térmica radiativa em meios gasosos que alia as vantagens 
normalmente associadas à técnica das ordenadas discretas 
àquelas atribuídas ao modelo estatístico de bandas estreitas. A 
validação do método foi cfetuada pela comparação com 
resultados obtidos por Liu c Tiwari com a técnica Monte Cario 
aplicada a situações de geometria bidimensional sem dispersão. 
Os aspectos positivos da abordagem proposta nesse estudo, 
notadamente a sua economia de custo e sua capacidade de 
tratar casos com dispersão, lhe conferem um interessante 
potencial para uma série de possibilidades. O aspecto economia 
de tempo de cálculo deixa entrever a facilidade de acoplamento 
com a convecção térmica natural ou mista utilizando recursos 
computacionais de porte razoável, normalmente acessíveis ao 
meio industriaL 
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ABSTRACT 

This work aimed at developping a predictive modcl of radiative hcal transfcr in molecular gases. 1be 
current approach is based on an integral formulation of thc discrcte ordinatcs method combincd with a narrow 
band statistical model used to describe the gas radiation properties. ln this new approach the radiative heat 
transfer in nongray gases are treated in such a way that neglecting gas spectral correlations has a limited etfect 
over the results obtained. This integral formulation grcatly decreases the computation time when comparcd to 
former approaches in which the Radiative Transfert Equation is treated in its differential, correlated form. 
Moreover the proposed method allows casy incorporation of thc scattcring cffects by using thc transmissivity as 
a main variable. The case of a two-dimensional cartcsian gcometry is studicd. "lbc model can handle isotropic 
or nonisotropic scattering. Comparison with results available in the literature indicate that it is worthwhile to 
extend the integral approach of the discrete ordinates method to molecular gases: the computational time and 
the computer storage requirements are greatly reduced as compared to other techniques. 
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SUMMARY 

This work presents an experimental set-up to measure the emissivity, taking into account the 
exchange of energy between two flat plates at different temperatures. The heat flow rate exchanged is 
measured by two fluxmeters. With such value and the surfaces temperatures, the calculation of the 
emissivity is straightforward. The respective calibration procedure and an errar analysis are presented. 

INTRODUCTION 

Selective and non-selective paints have a very 
important number of applications in solar energy, space and 
buildings and it is necessary to k~ow their radiative 
properties. As an example, the respective longwave 
hemispherical emissivity is used to estimate the gain and loss 
of longwave thermal radiation by the base surface. 

Some methods called radiometric, allows to obtain 
the spectral directional emissivity, but there is a Jack of 

.energy in that range of the spectrum at a low (ambient) 
temperature. One can also measure another variable like the 
spectral directional-hemispherical reflectivity, using, for 
example, an integrating sphe~e. Then, by an interrelation 
between variables, the spectral directional absortivity can be 
determined and finally by the Kirchhoff Law, the spectral 
directional emissivity is obtained (Sacadura, 1990). However, 
for high absorptive surfaces, some times there is not enough 
energy to detect the reflected beam and to measure the spectral 
reflecti vity. 

Another way is to consider calorimetric methods for 
measuring total hemispherical emittance. Some research work 
have been repported in Sacadura (1990). A calorimetric based 
apparatus is also presented by Kated and Chevalier ( 1991 ), 
and it is used as a reference method. Some commercial 
equipments are available, as the one described in Zhang et al. 
(1994), to obtain the thermal radiation properties of semi­
transparent films. Other commercial equipments are also 
described by Kateb and Chevalier (1994) and Kollie et al. 
(1990). ln fact these equipments compare the testing surface 
with a standard surface with a known emissivity and a certain. 
procedural diligence is necessary to obtain accurate values. 

This work presents a calorimetric method, taking 
into account the exchange of energy between two flat plates at 
different temperatures. ln the following section the equipment 
is described, followed by the measurement principies. Next 
section is devoted to the heat fluxmeters calibration, while 
the following concerns to the measurement errors. Some 
results and a conclusion are finally presented. 
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MEASUBEMENTSAPPARAIUSANDPRQCEDURE 

The apparatus is based on two plane surfaces, that are 
disposed parallel and very close to each other. Such surfaces 
are painted with the material to be tested. Two plane and very 
thin heat fluxmeters (0, 150m x O, 150m and 1 mm thick) are 
used as the support for the paints and give the net heat flow 
rate between the surfaces. A plane constantan resistance 
maintains the steady state on the apparatus, which is shown 
schematically in Figure 1. The lower plate is cooled by 
recirculating water at a constant temperature. Two T-type 
termocouples are used to measure the temperatures on each 
radiant surfaces. ln order to reduce the influence of the lateral 
energy loss, only the central region of the fluxmeters are used 
to measure the heat exchanged. 

The upper and the lower surface are covered with the 
sarne material and it is supposed to have the sarne behaviour to 
radiation. Consequently, the net heat transfer between the 
surfaces, in steady state, is given by the following equation: 

(1) 

where q r is the heat flow rate by radiation, cr is the Stefan­

Boltzmann constant, T s and Ti are the temperatures of the 

upper and the lower surfaces, respectively. The emissivity E of 
the painting can be calculated using the previous equation by 
measuring the heat transfer rate and the temperatures Ts and Ti. 

ln order to neglect convection and conduction between the 
surfaces, the apparatus is placed under vacuum. 

HEA T FLUXMETERS CALIBRA TION 

The fluxmeters are calibrated using a cooled plate and 
a constantan electrical resistance. The technique is presented 
in Güths ( 1994). Two disposition are used; in the first one, 
called A, the electrical resistance is placed between the 
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Figure I: Schematic diagram of the experimental set-up. 

fluxmeters (figure 2). These components are disposed on the 
cooled plate and another thermal sink is placed over them. 

The heat flow rate generated by Joule effect, q A, is 

divided by the fluxmeters I and 2, given: 

qA =C1 viA+ c2 V2A (2) 

where C 1 and C2 are the calibration constants of fluxmetcrs 

and 2 respectively. V 1 and V2 are the signals of the fluxmeters, 

Figure 2 : Fluxmeters calibration - disposition A. 

Figure 3 : Fluxmeters calibration - disposition 8. 
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whose are supposed to be linear. 
ln the second disposition (8), the electrical 

resi stance is placed over the fluxmeters and they are also 
di sposed on the cooled plate. The upper surface of the 
electrical resistance is insulated (figure 3). 

Now the heat flow rate value generated by Joule 
effect is not directly involved. ln this case, the equality 
b-::tween heat flow rates in the fluxmeters gives: 

cl VIs= c2 v 2B (3) 

where V IB and V2B are the signals of the fluxmeters I and 2, 

respectively , in disposition 8 . 
Mcasuring the fluxmeters voltages and the heat flow 

rate qA . it is possible to obtain the calibration cpnstants C i 

and C2. Such constants can be separated from equations (2) and 

(3): 

C1=~ (4) 
VI A+ v2AYill.. 

V2s 

C2= 
qA (5) 

V2A+VIAV2s 
V1s 

The calibration must be performed aproximately on 
the sarne values as used during emissivity measurements. 
Although the fluxmeters are supposed to be linear, some 
different calibration points are recommended in order to 
obtain mean values to C1 and C2. 

The variable qA in equation (4) and (5) is the heat 

flow rate, generated by Joule effect in the electrical heater 
(figure 2), and it is given by: 



(6) 

where V A is the voltage and R is the electrical resistance of the 

heater. 
As a result of the eonstruction process, each 

fluxmeter has a particular calibration constant, which 
represents a different sensitivity to the heat flux. Using a V A 

equal to I 0.00 Volts and an electrical heater resistance equal to 
13.27 Ohms, the equation (3) gives a ratio VtBIY2B equal to 

O. 713 in disposition 8 (figure 3). A voltage of 10.00 Volts is· 
also used in disposition A ( figure 2), giving a heat flow rate 
qA=7.53 W in the heater. Some values of VIA and V2A are 

measured, giving through equations (4) and (5), Ct = 1.87 

W/mV and C2 = 1.34 W/mV. Considering the tluxmeters areas, 

such values represent 83.1 W/m2mV and 59.6 W/m2mV, 
respectively. 

ERRORS ANAL YSIS 

Fram equation (4) and (5) it is seen that the errar of 
this method in lhe emissivity determination comes from the' 
errar in the fluxmeters calibration (C 1 and C2 values) and fram 

the temperature and heat tlow rate measurements. 
The calibration error appears in the determination of 

the constant C 1 and C2, using equation (4) and (5), 

respectively. The heat flow rate comes fram equation (6). Then, 
fori=l,2: 

LlC = L'l v A dC, + L'lR dC + L'l v IA dC + 
dV A dR dV1A (7) 

Av dCj Av dCi Av dC + '-' 2A--+Ll IB-- + '-' 2B--
dV2A dV IB dV2B 

Table I - C 1 and C2 and typical v alues of the variables. 

Ct C2 VA R qA VIA V2A VIB V2B 

[mV] [W/mV] [W/mV] [V] [Q] [W] [mV] [mV] [mV] 

1.87 1.34 I 0.0013.27 7.53 2.40 2.26 3.89 5.45 

Table 2 - Errors in lhe measured variables 
---~ -~------

i'lVA L'lR i'lVIA L'lV2A i'lVIB L'lV2B 

[V] [!.:2] [mV] [mV] [mV] [mV] 
-------- --~---

0.01 (J. O I 0.010 0.0 I O 0.010 0.010 
------------

Table 3 - Partia! de ri v ati ves of C i (i= I ,2), to measured 

variables. 

dC 

dR 

toC1 0.376 -0.142 -0.468 -0.334 -0.194 0.138 

to C2 0.268 -0.101 -0.238 -0.334 -0.147 0.206 
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Table I shows the values of the calibration constants 
C 1 and C2 of lhe fluxmeters and the variables involved in their 

determination. 
The errars and partia! derivatives values relatives to 

equations (7) and (8) are shown in table 2 and 3, respeclively. 
Using equations (7), one obtains i'lCJ=0.016 and L'lC2=0.013. 

The errar on the emissivity is determined fram the equation 
(I), rewritten as: 

(9) 

Thus, i'lE can be obtained from the following 
equation: 

dE dE dE dE 
i'lE=i'lA-+L'lT,-+L'lT;-+L'lq,- (10) 

dA dT, dT; dqr 

The involved heat flow rate is measured by 
fluxmeters I and 2, as: 

Then, the errar L'lqr is establish~d as: 

Table 4 presents typical values of the variables used 
in the emissivity measurement. The hot surface is maintained 
at I 00 OC and the cold surface at 20°C. The fluxmeters arcas are 
fixed. According to the surfaces emissivity, a distinct heat 

flow rate is obtained. The sensitivities of E to each variable, 

shown in equation (10), are placed at table 5, for different E 
values. Considering the errors presented before and the 
equations (I 0) and ( 12), the expected errars in the emissivity 
measurement are presented in table 6. 

As presented in table 5, the absolute errar in a low 
emissivity is smaller than the absolute error in a high 
emissivity. But the percentual errors show an opposite 
behaviour. For a low emissivity the error is lhe biggest one as 
a consequence of the lowest levei of energy involved. 

Table 4 - Typical values used for emissivity measurements. 

·-------

E A[m2] Ts[K] T;[K] qr[W/m2] 

----------

0.1 0.0225 373 293 0.805 

0.5 0.0225 373 293 5.1 o 
---------- -----------------

0.9 0.0225 373 293 12.5 

Table 5 - Partia! derivatives of e according to equation (I 0). 

dE dE dE dE 
E 

dA -ª.Is dT, ~---
0.1 4.222 0.00165 0.00080 0.1180 

-----------------------·· 

0.5 16.67 0.00649 0.00315 0.0736 

0.9 22.00 0.00857 0.00416 0.0396 
-----------------· --------· 



l 
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Table 6 - Emissivity error for different emissivities va lues 

L\A[m2] L\Ts[K) L\Ti[K) L\qr 
L\E( %] E 

(W/m2] 
L\ E 

0.1 1.5E-4 0.5 0.5 0.047 0.007 7 .00 

0.5 1.5E-4 0.5 0.5 0.062 0.0 12 2.40 

0.9 1.5B-4 0.5 0.5 0 .260 0.020 2 .22 

CONCLUSION 

An equipment to measure longwave emissivity of 
surface has been presented, based on a calorimetric princip ie . 
There is no dependence on emissivity standard, but a hcat 
fluxmeter ca li bration is necessary to perform the 
measurements . The complete system must be placed undcr 
vacu um and a steady state regime is necessary. The estimated 
errors in the emissivity determination are very reasonab les, 
but some additional progress can be done on the surfaces 
temperature measurements. Considering the performed 
analysis and the results presented, onc can say that the 
equipment is viable to measure longwave emissivities. 

1(»16 
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RESUMO 

foi estabelecido um modelo matemático para o cálculo de troca de calor radiante entre duas 
superflcies cilíndricas concêntricas de comprimento finito. A superfície interna é considerada negra e a 
externa é cinza c a sua rct1etância é difusa-especular. Por causa das dificuldades de se encontrar uma 
solução matemática para superflcies cilíndricas finitas. em muitas aplicações práticas o cálculo é realizado 
considerando as superflcies como sendo cilindros infinitos. Com este modelo é possível investigar quando 
esta consideração é válida. O modelo é tridimensional e é baseado no método de Monte Cario. 

INTRODUÇÃO 

Muitos dos problemas que aparecem cm transferência de 
calor apresentam soluções de um alto grau de dificuldade devido 
principalmente a que as equações usadas na formulação do 
problema se referem a um balanço de energia num volume de 
controle diferencial. mas tem de levar em conta simultaneàmcnte 
a troca tenmca com todas as demais supert1cies e volumes do 
sistema em consideração. A troca de calor radiante é um exemplo 
disso. 

/ . 
/ /'""'·-~-----------------.'---· 

·t~/~t---~=--=--------~-·~·~~·t 
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Fig. I. Esquema do Sistema 
Diversos métodos numéricos já foram propostos para 

resolver as equações integro-diferenciais não lineares que 
resultam dos problemas em que se considera a transferência de 
calor radiante. O método de Monte Cario se apresenta como um 
dos mais adequados para manipular as situações complexas que 
aparecem neste tipo de problema. Uma extensiva introdução ao 
uso deste método em problemas de troca de calor é apresentada 
em Howell ( 1968 ). c Siegel e Howcll ( 1992). 

L-Cálculo da energia contida em cada pacote de energia, ~ 

Neste trabalho o método foi utilizado para o cálculo do 
!luxo de calor radiante entre dois cilindros concêntricos de 
comprimento finito com propriedades superficiais radiantes 
dependentes da direção. a rct1cxão sendo considerada difusa­
especular. o que. apesar da maior complexidade. melhor descreve 
o comportamento das supert1cics reais. 

MODELO MATEMÁTICO 

O modelo matemático é apresentado· em termos de uma 
metodologia de cálculo. desenvolvida a seguir. 

A figura I apresenta o esquema do sistema analisado 
como exemplo. composto de duas superflcies cilíndricas. A 
superfície I é interna. com raio R]. temperatura T 1 =700 K e 
considerada negra. A superfkie externa 2. de raio R2. está a 
Ty1200K. c é de alumínio bronze. com emitância total 
direcional c2 apresentada na Fig. 2. Ela pode ser considerada 
cinza e sua rellctância como 70 % difusa e 30 % especular. 
Ambas supert1cies possuem comprimento L c o cilindro é aberto 

ao ambiente em seus dois extremos. Tratando-se de superfkies 
com altas temperaturas cm relação à ambiente não se considera a 
troca de calor radiante com o mesmo. hem como os efeitos da 
convecção natural. 
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onde N é o número total de pacotes 

onde: 

Energia emitida pela superfície I, ~, : 

c"' = 1; superfkie considerada negra. 

eh, = crJ;• 
A,= 2rrR1L 

Energia emitida pela superfície 2, ~ 2 : 

(I) 

(2) 

(3) 

A emitância da superfície 2 pode ser obtida da seguinte 
relação 

(4) 

que. uma vez trabalhada adequadamente, pode ser rescrita como 
segue: 

v ,, 
Em = 2 Jt:, cos~2 sen~,d~ 2 (5) 
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A integração da Eq . (5) pode ser efetuada a partir das 
equações que descrevem os valores de E em função de p, 
obtidos da fig. 2. 

!: 

{3 

fig. 2. Variação Dirccional de B para a Liga AI- Bronze 
(Eckcrt c Drake. 1972). 

o ::; 13 ::; 30'' E, = 0.26 

(6) 
30'' < 13::; 80" E,= 0.26+0.1( -

13
- -061498)' 

0.85141 . 

so" < 13 ::; 88" .. E, =DJ65 - o.{
02

:
111

- 604152)' 

8811 < l3 $ 9011 
E 2 = 14.76011- 9.3965 813 

com p em radianos. 
Finalmente. após os cálculos correspondentes. tem-se, 

Em = 0.28304 

e bl = crT2' 

A 2 = 2nR 2L 

2.- Cálculo do número de pacotes emitidos por cada 
superfície, N1 e N2. 

ou 

Supert1cie I: 

N, = !!_N 
cP 

Supcrt1cie 2: 

N 2 =~N cp 

N 2 =N-N, 

(7) 

(8) 

3.- Acompanhamento dos pacotes emitido pela superfície 2 

Para conhecer a trajetória de cada pacote emitido pela 
superfície 2 estabelece-se primeiramente um sistema de 
referência. adequado para a análise das possibilidades que possui 
um pacote de ser absorvido (ou refletido ) por uma das superficies 
da cavidade (volume de controle) ou de ser emitido para o 
ambiente. 

A figura 3 mostra o sistema de referência adotado nesta 
análise. Para cada pacote de energia emitido pela supcrf1cie pode­
se definir um plano contendo o raio na dircção de emissão. O 
plano possui um ângulo de inclinação P com respeito ao plano 
formado pelo eixo z e a normal ao ponto de origem do pacote a 
ser emitido. Por outro lado, o plano que contém o raio, forma um 
ângulo de inclinação y com respeito a normal a este plano. Desta 
fo rma um raio qualquer é definido pelos ângulos p c y, sendo 
este último ângulo dependente da posição do pacote no eixo z. 
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Estes ângulos variam de O a rr, descrevendo assim uma semi­
esfera superior com todas as direções possíveis de emissão ·do;:­
raios. 

N 4 
-~ ' 

:--, ,-

v 
'J<r 

_/ ' \ P' 

. i 

, 

y' 

/ 

Fig. 3. Sistema de Referência 

Como se pode observar do cálculo da emitância global da 
superficie 2. a seleção deste sistema de referência não afeta o fa1o 
de que a emitância'total direcional está em função do sistema de 
referência convencional para a análise da transferência de energia 
radiante (O $ P $ rr/2 ; O $ y $ 2n ). A única variação neste 
sentido é no referente à probabilidade de emissão Pp no ângulo 
de cone P2. que se deve calcular como a probabilidade 
acumulada entre O e n . 

A figura 4 mostra os ângulos críticos, que definem 
quando os raios emitidos pela superficie 2 incidem no cilindro 
interno, no cilindro externo ou são emitidos ao ambiente. Um 
raio emitido pela superficie 2 com P < Per nunca deve incidir na 
superficie do cilindro interno. no entanto consegue incidir na 
superficie I quando P $Per e Y $ Ycr2· 

Se y $ Ycr3 · o raio não tem possibilidade de sair para o 
ambiente e só poderá incidir na superficie I ou na super11cie 2. 
dependendo do ângulo p. Para cada ângulo y > Ycr3 existem dois 
ângulos <Pcrl e Pcr2) que definem se o pacote pode ou não sair 
para o ambiente. como se observa na Fig. 4.A. Os ângulos Ycrl , 
Ycr2· Ycr3 definem três regiões onde variam as equações que 
determinam os ângulos Per I e Pcr2· para cada valor do ângulo y. 

n 

/1~ 
i .r'. ! ; \ 
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Fig. 4. Determinação dos Ângulos Críticos. 
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Fig. 5. Regiões de Saída dos Pacotes de Energia. 

Na figura 5 pode-se observar os limites para um raio 
emitido pela supert1cie 2 sair para o ambiente ou incidir numa 



das superficies. Se a combinação de ângulos 13 e y for tal que o 
raio incide numa das três regiões, o pacote sai e se contabiliza 
como uma perda de energia, de valor equivalente à intensidade de 
energia do pacote. 

Da figura 4 são obtidas as seguintes equações para o 
cálculo dos ângulos críticos: 

onde, 

13" = arcse{ ~: J 

( L- z I 
y = arctan-- 1 

"' \R,- R,; 

( \ 
I L-z ' 

y "' = arctan '( ) J 
\cos 13" R, 

( L- z \ 
y., 1 =arcta~ ( ~ ))j 

' lR, 1+2co 213" 

l3crl = O ........ , ., , .. .. ........ y > Ycri 

(9) 

(lO) 

(li) 

(12) 

(13) 

(14) 

_ l/R~-R~+2R,d-d'J (15) 
13"'- arctan ~ d' · .y"' < Y <:: Y"' 

L-z 
d-~­

- tan( y) 

13" 2 =arcco( L-z( )J 
\2R, tan y 

( 16) 

Quando y > rc/2 as equações para a determmação dos 
ângulos críticos estão em função de z ao invés de L-z. 

Consolidando o procedimento acima descrito, tem-se que 
a cada um dos pacotes de energia emitidos pela superficie 2 pode 
caber uma das possibilidades a seguir: 

a) O pacote é absorvido pela superficie negra quando o 

ângulo de emissão 132 < l3cr- e o ângulo Y2 < Ycr2· No caso em 
que Y2 <Ycr2- e 132 < 13crl , o pacote também será absorvido pela 
supcrtlcie I. 

b) O pacote é absorvido pela própria superficie emissora 

2. Isto acontece quando 132 > 13cr e y :<::: Ycr3· e quando y > Ycr3 c 
132 > l3cr2· Neste caso, um numero aleatório sorteado, Ra, deve 
ser tal que Ra :<::: Pa, onde Pa = a2(l32). é a função densidade de 
probabilidade para a absorção da energia incidente. 

c) O pacote é refletido especularmente pela própria 
superficie emissora. Para tanto as condições estabelecidas no caso 
anterior com respeito aos ângulos se manté~. mas neste caso Ra 
> a2CI32) e Rp :<::: 0.3, onde R é um novo número aleatório 
sorteado, pois a refletância da superficie 2 é 30% especular e 
70% difusa. A direção de saída do raio refletido é definida pela 

característica especular da superficie. 
d) O pacote é refletido difusamente pela própria 

superficie emissora 2. Para tanto R' p > 0.3 e as condições 
estabelecidas respeito aos ângulos se mantém como nos casos 
anteriores. Pode-se calcular o ângulo de cone 13 do pacote 

refletido como duas vezes a probabilidade de emissão, quando 

O <:: 13 <:: rc/2: 

13 = 2 arcsen( .JR-,:) ( 17) 
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No caso em que um dos pacotes é refletido, ele é acompanhado 
até que seja finalmente absorvido na superficie I, na superficie 2 
ou saia para o ambiente. 

e) O pacote sai para o ambiente quando os ângulos 132 e 
Y2 são tais que o raio incide nas regiões I, 2 ou 3 da Fig. 5. 

Quando o pacote emitido pela superficie 2, incide na 

própria superficie e é por ela refletido deve-se localizar a posição 
de reflexão, utilizando para isto as Eqs. (18) ou ( 19), dependendo 
da direção do ângulo y.; 

z = z+ /';,z (18) 

z = z- /';,z ( 19) 

Da Figura 6 pode-se demostrar que o valor de D.z é 
determinado por: 

/';,z = R 2 (l+co~213))tan(y) (20) 

A B 

Fig. 6. Determinação de /',.z. 

No caso que o raio é refletido difusamente determina-se 
novamente os valores de 13 e y , pois a reflexão difusa apaga toda 
a estória anterior do raiO emitido. Neste caso a posição do ponto 
de ret1exão na superficie 2 é determinada pelas eqs. ( 18) e ( 19). 

Por outro lado, no caso em que o raio é refletido 
especularmente este mantém os mesmos ângulos de incidência, 
pelo que pode-se determinar facilmente se o pacote incide 
novamente na superficie 2, onde será absorvido ou refletido 
novamente, ou sai para o ambiente. Neste caso o pacote não 

poderá incidir nunca na supcrficie I. 

4.- Acompanhamento dos pacotes emitidos pela superfície 1. 

Para a análise dos pacotes emitidos pela superficie I. se 
mantém o mesmo conceito usado para estabelecer o sistema de 
referência para os pacotes da superficie 2, com a diferença que a 
referência agora é a normal aos pontos de emissão sobre a 

superflcie I. 
A cada um dos pacotes emitidos pela superficie I pode 

ocorrer uma das seguintes possibilidades: 
a) O pacote é absorvido na superficie 2. Para tanto 

R' a <:: a2(l32), ou seja R' a <:: 0,26, pois o maior ângulo com que 
o pacote consegue incidir na superficie 2 é 300 quando R2/R 1 = 

2 e, de acordo com a Fig. 2, a2 = 0,26 para O <:: 13 <:: 300 Pode-se 
demostrar que, para qualquer ângulo de emissão 13t da superficie 
I, o ângulo de incidência 132 na superficie 2 é sempre menor do 
que 300, sempre que a relação R2/R 1 seja maior ou igual a 2. 

b) O pacote é refletido especularmente. Para tanto 
Rp" <:: (0,3), já que a superficie 2 é 30% especular e 70% difusa. 

Neste caso o pacote tem duas possibilidades em função do ângulo 
y de emissão. O pacote refletido incidirá novamente na superficie 
I, onde será absorvido, pois a superficie é negra, ou o pacote sai 
para o ambiente se o !:-,.z produto da reflexão é muito grande, de 
forma que a nova posição z estará fora do cilindro. 
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c) O pacote é refletido difusamente. Isto ocorre quando 
Rp . ., > (0.3) Neste caso o ângulo de reflexão pode ser calculado 

como no caso da retlexão difusa para um raio que atinge a 
supcrt!cic 2 proven iente da própri a supertkic. como se viu 
anteriormente . O pacote refletido poderá neste caso incidir na 
supcrtlci c L na superficie 2 ou sair para o ambi ente. dependendo 
da relação entre o ângulo y e o ângulo crítico Ycr. 

d) O pacote sai para o ambiente sempre que o ângulo de 
emissão y é maior do que o ângul o crítico Ycr. 

~:-.: 
/ ? \ 

~\ 1---l"-----t-dl 
L 

Fi g. 7. Determinação dos Ângulos Críticos. 

Da Figura 7 pode-se demostrar que o ângulo crítico Ycr é 
determ inado pela expressão : 

com 

( L - z') 
v = arctan --
. C< \ d / 

rr 
d = R2 - R1 •• •• ••••• •• •• •••• •• ••• para .. p = 2 

-2 tan(a)R 1 +J{2 tan{a)R,)' -4(.1 + ta~-;-(a)XR; -R;} 
d- --· · - · - ··- ·- ··- - · - - ·-

- 2(l + tan '(a))sen(J3) 

7! 
<l = 2- fl ...... . 

rr 
para.[) etc. -

2 

(21 ) 

Da Figura 8 pode-se observar que a determinação da 
posição para o pacote que incidiu na supertkie 2 pode ser 
calculado de : 

!).z = arctan( y) d 

onde d é obti do das equações acima. 

\ n 
,n' 
I 

d 
\\ 13 
)\ 

\Lk---~---t--r f:.Z z 
L 

Fig. 8. Determinação de !::,.z. 

(22) 

É importante notar que, independentemente do pacote ser 
refletido especul ar ou difusamente. deve-se calcular a posição de 
reflexão do mesmo, para obter os novos ângulos crí ticos e 
controlar se o pacote sai fora do cilindro. 

Para o caso de retlexão especular os ângulos de emissão 

após a reflexão são os mesmos de incidência, de modo que, para 
a emi ssão a partir do cilindro externo, o pacote não consegue 
atingir a superfície do c ilindro interno. No caso da emi ssão ser 
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proveniente do cilindro interno o pacote volta à própria supertlci c 
interna. se não sair do cilindro. sendo então absorvido nesta 
supertk1e. 

5.- Cálculo da~ Taxas de Transferência de Ca lor Radiante, 
QJ eQ2. 

Os pacotes emitidos pel as supertkies . I e 2 são 
acompanhados até serem absorv idos. contabilizando-se os 

pacotes que são absorvidos na superf1cie L N 1 •. e os pacotes que 
são absorvidos na superficie 2, N2 ·. A taxa de transferência de 
calor radiante pode ser então calcul ada por: 

Q, = C(N, - N,') 
ou (23) 

Q , = C(N , - N,') 

sendo : 

Q I + Q l + Qp f' Ü 

onde 

Qp = Calor perdido 

VALIDAÇÃO DO MODELO. 

A metodo log ia apresentada no item anterior considera o 
caso de ci lindro tinito. no qual os pacotes podem sa1r do SIStem a 
analisado, e o balanço não corresponde ao das so luções anal íticas 
encontradas na literatura. O modelo c. então. validado 
inicialmente para o caso do c ilindro infinito. Para tanto 
incrementa-se o comprimento do mesmo, até que nenhum pacote 
saia do cilindro. o que corresponderia ao caso de ci lindro in fi nito. 
Determina-se assim o calor trocado entre ambas as supcrf1c ies e 
compara-se o resultado obtido com a solução analítica. 

A so lução analítica disponível é aprox imada. e pode ser 
obtida ponderando o calo r trocado entre superf1cies c ilíndricas 
difusas (QJ !L)dif e entre superficies cilíndricas especulares 
(Qj /L)esp_ ambas infinitas. corno se mostra a seguir: 

onde 

(Q,/ L) 10
"'

1 =0.7(Q, / L)M +0.3(Q
1

/ L)"P (24\ 

(Q, I L)M = A,cr(T1
4 
-T,• ) 

~>(1J(EI, -!) 
(Q , f L)"• = A 1cr(T1

4 
_ - ~~·) 

I I 
-- + ·- - - 1 
E, Ez 

(25) 

(26) 

Os resultados podem ser observados na Tabela I . Esta 
mostra que os resultados obtidos com o modelo proposto, quando 
se minimiza a energia perdida para fora do cilindro, apresentam 
boa concordância com a solução analítica para cilindros infinitos. 

Tabela 1.- Validação do Modelo 

L Rl O t iL Energia Q[ IL 

(m) R, Monte Cario perdida analítico 
( W/m) % (W/m) 

2 25684.79 1,26 2570 1.95 
100 3 31 186,95 2,63 303 19.37 

4 39333.14 4. 10 33523.83 
5 36399,39 5,07 35877,83 



APRESENTAÇÃO E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

A Tabela 2 contém um resumo dos resultados obtidos 
após várias rodadas do programa de computação. onde se mostra 
as variações do calor trocado por ambas superficies e a energia 
perdida pelo sistema quando variam o comprimento dos 
cilindros, a re lação dos raios dos cilindros c o numero de pacotes 
admitido. 

Na parte superior da tabela mostra-se o efe ito do 
comprimento para um número fixo de pacotes e uma relação de 
raios R2/R 1 também fixa. Pode-se notar que, para as condições 
do problêma. é conveniente o uso da hipótese de ci lindro infinito 
só quando o comprimento for maior do que I 00 m. pois neste 
caso o erro que se comete é próximo do I%. ou seja, a energia 
perdida representa aprox imadamente I% da energia trocada pelas 
supertlcies. No caso de se considerar o comprimento maior do 
que I 00 m. para um valor de ra10 do cilindro interno igual a 
0. 1 m c relação entre raios (R2/R 1) igual a 2, a hipótese de 
cilindros infinitos dependerá muito da cxatidão requerida pela 
aplicação especí fica. Por exemplo, para I m de comprimento o 
erro seria da ordem de 30 %. fora do intervalo de erro usual para 
qualquer aplicação. 

Na segunda parte da tabela mostra-se que, para um 
comprimento suficientemente longo, no qual o sistema pode-se 
considerar intinito ou quase infinito, o número de pacotes 
utilizado para o cálcu lo pouco influencia na solução. 

Tabela 2.- Resumo dos Resultados ( Rt = 0,1 m) 

L R2 N2de O t iL 02/L Energia perdida 
(m) 

----=. 
pacotes R, 

N (W/m) (W/m) 

W/m % 

I 14436,39 3 1997,38 17560,98 34,88 
2 1886 1,25 30290.86 11429,61 22.70 
5 2 20000 21864,00 282 11.83 6347,83 12,61 
lO 23713.99 27522.18 3808.19 7,56 

100 25684,79 26319,06 634.28 1,26 

200 26180,63 26684.03 503,40 1.00 
100 2 2000 25702,40 26306,48 604,08 1,20 

20000 25684,79 26319,06 634,28 1,26 
200000 25962.9 1 26607,76 644,85 1,28 

2 14436.39 3 1997.38 17560,98 34,88 
I 3 20000 10476,07 48703,04 38226,98 53.67 

4 7835.42 66938,56 59 103, 15 64, 15 
5 4358,64 85500,28 81141 ,64 71,79 

2 18861.25 30290,86 11429,6 1 22,70 
2 3 20000 16413.07 43787,99 27374,69 38.43 

4 14205,9 60 148.9 1 45943 ,02 49,87 
5 11829,17 76826, 11 64996,95 57,51 

2 21864 28211 ,83 6347,83 12,61 
5 3 20000 23116,29 39207,74 16091.44 22,59 

4 2 1244,29 50213.16 28968,88 3 1,44 
5 21288,82 64908,32 436 19,5 38,60 

2 23713.99 27522, 18 3808, 19 7,56 
lO 3 20000 26 104,5 36354.88 10250,37 14,39 

4 28296,5 46053,7 17757,2 19,27 
5 26945,39 55 194,38 28248,98 25 ,00 

2 25684,79 263 19,06 634,28 1,26 
100 3 20000 31186,95 33060,36 1873,42 2,63 

4 39333 ,14 431 !0.29 3777,15 4,10 
5 36399,39 42129,43 5730,04 5,07 
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A terceira parte da tabela mostra resu ltados para uma 
variação da relí).ção entre raios (R2/R 1) para um conjunto de 
comprimentos (L). Estes resultados foram plotados no gráfico da 
Fig. 9. Gráficos similares foram construidos para outros valores 
de raio interno (R I), como mostram as Fig. I O e I I. Dos gráficos 
podemos observar que, :para uma dada relação comprimento-raio 
interno, o aumento entre a relação de raios (R2/R 1 ), provoca um 
aumento na fraçào de energia perdida e este aumento é mais 
acentuado a medida que a re lação comprimento-raio interno 
diminui. Por outro lado, as figuras também mostram como um 
aumento da relação comprimento-raio interno provoca uma 
diminuição na fraçào de energia perdida. 

100 ! ·-··--- .. ·-----'---·· ·-----'-· -·-···-- .. - ·--·-'" 

R1; 0 ,1 (m) 

ao 
LIR 1; 10 

~ 
~~-·· 

60 / L/R 1; 20 .. , 
~ ., 
a. .. 

/ -~ 
40 LIR1; 50 ., 

c: 
w 

LIR1 ; 100 

20 

LIR 1; 1000 

o I ,...----- ·--- ---

2 3 5 6 
Relação enlre Raios(~ I R1) 

Fig. 9.- Efeitos dos Parâmetros (L/R 1) c (R2/R 1) Sobre a Energia 
Perdida. Raio do Ci li ndro Interno R 1 = O, I m. 
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Fig. I 0.- Efeitos dos Parâmetros (L/R 1) e (R2/R 1) Sobre a 
Energia Perdida. Raio do Cilindro Interno R I = 0,2 m. 

' ,, 
I 



illiWP 
I 
ti' 

l 

I 
:!I 

li ' 
l\; 
[[: 

i'l• 

I~ ~ 

!i 

\ii: 

t\' 
1 •. 

li 
I 
1) ~ 

t 
~ 

~ 

! 

100 ~-....L---- - -- · -- ---- - --- ~--- · ·- _ _l - -

1 

I R1= 0.5 (m) 

I 
80 1 

• I 

60 

40 

20 

o '·-·-- --- - ·------------~- --·-· 

UR,=2 - T 
UR,=4 

. UR,= 10 

UR,= 20 

L!R,= 200 : 

2 3 4 5 6 
Relação entre Raios (R2 / R1) 

Fig. 11.- Efeitos dos Parâmetros (L/R 1) e (R2/R J) Sobre a 
Energia Perdida. Raio do Cilindro Interno R 1 = 0,5 m. 

Os resultados obtidos mostram também a mesma perda 
percentual de energia radiante para as geometrias com as mesmas 
relações (L/R 1) e (R2/R 1) como se pode observar, por exemplo. 
para LIRj=IO e R2/Rt variando de 2 a 5. 

CONCLUSÕES 

Foi detalhado um modelo matemático baseado no método 
de Monte Cario para o cálculo da troca de calor radiante entre 
duas superfícies cilíndricas concêntricas de comprimento tinito, 
podendo as superfícies serem tanto especulares como difusas, ou 
uma combinação de ambas. O meio entre as superficies é não 
participante. No caso do exemplo analisado a superficie interior é 
totalmente difusa. enquanto a exterior é 70% difusa e 30% 
especular. representando o mais exatamente possível o 
comportamento de uma superficie real. 

Foi feito uma análise do calor trocado pelas super!1cics c 
da encrg1a perdida pelo sistema em função dos parâmetros 
geométricos: comprimento e relação de raios. Concluiu-se que 
ambos parâmetros são fundamentais para a aplicação da hipóteses 
de cilindros concêntricos infinitos. 

Devido à falta de informação disponível e à 
complexidade do cálculo analítico para abordar o caso analisado­
na literatura só se define o fator de forma (]uando ambas as 
superfícies são consideradas perfeitamente difusas - a validação 
do modelo proposto foi feita admitindo um comprimento 
suficientemente longo para o sistema se comportar como infinito. 
Os valores obtidos foram comparados com os valores 
encontrados pelas equações para o cálculo aproximado. obtidos 
pela ponderação dos fluxos difuso c especular. com boa 
concordância dos resultados. 

Os resultados obtidos mostraram uma mesma perda 

percentual de energia radiante para as geometrias com as mesmas 

relações (L/R 1) e (R2/R 1 ). 
Tratando-se de superfícies com altas temperaturas em 

relação à ambiente, o modelo não considerou a troca de calor 
radiante com o mesmo, bem como os efeitos da convecção 
natural. 
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ABSTRACT 

A mathematical model for the calculation of radiative 
heat flux exchange between two finite concentric cylindrical 
surfaces was established. The internal surface was considered 
black and the externa! surface as gray, reflecting both diffusely 
and specularly. Because of the difficulty of the mathematical 
solutión for tinite cylindrical surfaces. in many practical 
applications this calculation is performed considcring the 
surfaces as intinite cylinders. With the model obtained in this 
work it was possible to investigate this assumption validity. This 
model is three•dimensional ançi is based on the Monte Cario 
Method. 
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RESUMEN 

En este trabajo se propone una metodología de cálculo de/ factor de forma, asimilando la forma 
de la persona a una esfera, cone/ objeto de determinar la temperatura media radiante en ambientes 
interiores paralelepípedos. 
Se presenta la metodología y se compara exhaustivamente con los valores obtenidos 
experimentalmente por Fanger (1970). Se concluye con que la temperatura radiante media en 
ambientes interiores puede ser calculada con la metodología propuesta con un excelente nivel de 
ajuste y con mayor simplicidad de cálculo. 

INTRODUCCION 

En ambientes urbanos, las personas viven y trabajan 
la mayor parte dei tiempo en ambientes interiores, a tal 
punto que aproximadamente el 85 % dei tiempo, la vida 
d~ las mismas transcurre en el interior, es decir, en 
viviendas, oficinas, escuelas, etc. En ellos, se crean 
ambientes artificiales de modo de obtener lugares más 
confortables que el ambiente exterior, sobretodo en 
climas templados, donde las condiciones climáticas 
exteriores reinantes se mantienen fuera de los límites de 
confort la mayor parte dei aiio. 

Desde la década de los aiios 70, existe una tendencia 
bacia el ahorro de energía debido a los precios y la 
escacez primero y en los aiios recientes debido ai 
aumento de contaminación por emisiones a la atmósfera. 

La conservación de energía y los sistemas solares 
pasivos, implementados a un edificio para transformado 
en bioclimático, aparece como una seria opción para 
proveer de un ambiente confortable, combinando además, 
sustanciales ahorros de energía y sin producir emisiones 
perjudiciales para el medio ambiente. 

En los ambientes interiores de las viviendas 
bioclimáticas se maximizan los intercambios radiantes ya 
sean de baja longitud de onda (durante el día) como de 
alta longitud de onda (durante la noche). 

Dentro dei ambiente interior, el intercambio radiante 
entre la persona y los elementos sólidos que la rodean se 
mide a través de la temperatura radiante media (TRM). 

El intercambio de radiación entre la persona y los 
elementos sólidos que la rodean, puede calcularse por 
medio de la ley de Stefan Boltzman, teniendo en cuenta 
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que el aire es transparente a este intercambio: 

donde: 

Aeff = area efectiva de radiación dei cuerpo vestido 
a = constante de Stefan Boltzman 
t = emisividad 
Tcl = temperatura absoluta de la superficie exterior 

dei cuerpo vestido. 
TRM = temperatura radiante media. 

La temperatura realmente percibida por los ocupanks 
(temperatura operativa, TO), es una combinacion lineal 
de la temperatura de bulho seco dei aire (TBS) y la 
temperatura radiante media (TRM), que de acuerdo a 
Audoin et al (1981) tiene la expresión de la Eq. (2). 

TO = J.L TBS + (l-11) TRM (1) 

El valor de J.t depende de la velocidad dei aire 
circundante y se indica en la Tabla I. 

Tabla 1: variación de J.t con la velocidad dei aire 

V(m/s) 

p. 

0,05 0,1 0,2 0,3 I ,O 4,0 
0,43 0,51 0.58 0.63 O, 74 0,84 

La TRM se define como la temperatura uniforme de 
un medio ambiente negro, el cual, produce la misma 
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pérdida de calor radiante que una persona en una postura 
dada, coo un nível de vestimenta determinado y situada 
en un punto dado de la hahitación. 

La postura juega un rol determinado. La TRM no será 
la misma respecto a una persona sentada o parada. 
Además es necesario conocer la localización y 
orientación ya que la TRM variará punto a punto dentro 
de la hahitación y coo una orientación acimutal dei 
cuerpo. 

EV ALUACION DE LA TEMPERATURA RADIANTE 
MEDIA 

La evaluación de la TRM se dará para una persona 
uhicada en un ambiente rodeado de N superficies, 
consideradas isotérmicas, coo temperaturas Tl, T2, 
T3, . .. , Tn ( o K), coo emitancias d ,1'2, ... ,m y factores de 
forma entre la persona y las superficies Fp-1 , 
Fp-2, ... ,Fp-n. 

. Si alguna de las superficies dadas no soo 
isotérmicas, debería subdividirse en superficies más 
pequenas de modo que cada una de las mismas pucdan 
considerarse isotérmicas. 

. Se asume que las superficies soo grises y ade~ás 
que la radiación emitida y reflejada está difusamente 
distribuida, esto último es cierto para la mayoría de los 
materiales no conductores de la electricidad (Incropera, 
1981). 

Estas consideraciones implican que la radiación 
emitida y reflejada desde una superficie no sean 
distinguihles direccionalmente, luego, su suma da lugar 
a lo que se conoce como "radiosidad", B: 

Bi = e o Ti 4 + r H (3) 

Para superficies grises tenemos r = 1 - ti y la 
radiosidad Bi se distrihuye en forma difusa . 

Considemndo que las N supcrficies dei ambiente 
tienen mdiosidades Bl, B2, . .. , Bn, la Eq. (4) indica la 
expresión pam calcular la TRM. 

TRM4 = (1/cr) [Bl Fp-l+B2 Fp-2+ ... -+Bn Fp-n] 

(4) 

El problema consiste en determinar las radiosidades 
desconocidas teniendo en cuenta que no sólo depende de 
la temperatura y emitancia de la superficie sino también, 
de la radiación incidente desde todas las demás 
superficies. Estas deberán calcularse por medio de un 
análisis total dei campo radiante. 

Podría considerarse que, como la mayoría de los 
materiales de construcción tienen una alta emitancia, 
despreciar las reflecciones asumiendo que todas las 
superficies en el recinto soo negras no producirá un error 
apreciahle. 
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Luego: 

TRM4 = T1 4 Fp-1 + 124 Fp-2 + . . . + Tn 4 Fp-n 

(5) 

En otms palahms, la temperatura media radiante se 
calcula como la media de las temperaturas de los muros 
elevada a la cuarta potencia y promediadas de acuerdo a 
la magnitud de los factores de forma respectivos. 

Es decir, que se requiere conocer los factores de forma 
entre el cuerpo humano y las superficies que lo rodean 
pam e! cálculo de la TRM a que estará sometida la 
persona ubicada en el interior de ese local. 

FACTOR DE FORMA 

También llamado factor de configuración o factor de 
vista, es una cantidad geométrica asociada coo la 
cantidad de radiación que abandona una superficie y 
alcanza otra superficie. 

El factor de forma Fij se define como la cantidad de 
radiación que saliendo de la superficie i es interceptada 
por la superficie j . 

Como el factor de forma es la "fracción" que sale de 
i y es interceptada por j, tenemos: 

Fij 
t J f cos e. cos e. 
-; I J 

Az Ai Aj 2 dA dA 1t R I J 
(6) 

Similarmente, el factor de forma Fji se define como la 
fracción de radiación que saliendo de Aj es interceptada 
por Ai. Puede ser demostrado que: 

Fji = _!_ J J cos ai cos e. 
Aj Ai Aj ~? J dAi dA (6) J 

Fanger (1970), propone que e! factor de forma entre 
el cuerpo humano y una superficie rectangular a x b tiene 
la expresión indicada en la Eq. (7). Luego de una serie 
de experimentos para un relevante número de casos y 
para ambientes paralelepípedos, obtuvo los valores de 
estos parámetros y los volcó a un grupo de diagramas. 

Fp-1 lffiP y dxdz 
-:; a b (x2 +y2 +z2)3/2 

(7) 

donde: fp es el factor de área proyectada. 

La Eq .(7) se refiere a la Figura N o 1, en la cual, la 
persona se ubica en el punto P y mira bacia el centro dei 



sistema de coordenadas. En esta ccuación fp se determina 
en función de alfa y beta donde: 

I> = tan - 1 - -'-(z/=y'-<-)­

[( ~ )2 + 1]1/2 
y 

(9) 

Summers , 1983 and Kalisperis , 1985 elabordron un 
conjunto ddc gráficos teniendo en cuenta un método 
paralelo a1 de Fanger. E! método también rcquiere cl 
cálculo dei "factor de área proyectada" de la persona. 

(W) 

(ll,c,l) 

Figura N " 1: esquema para cl cálculo dd factor de 
forma s/Fanger. 

Steinman, 1991, extiende el método a superfícies 
inclinadas para e! caso de posturas de pie . 

Cannistraro, 1992 propone su cálculo a partir de 
funciones exponenciales incorporando parámetros 
dependientes de las proporciones relativas de las 
superfícies rectangulares. Estas expresiones fueron 
derivadas a partir de los datos experimentales obtenidos 
por Fanger. Correctamente ohserva la limitación de que 
ai elegir la forma esférica, aparecen las diferencias que 
dependen de la postura de la persona, teniendo en cuenta 
el trabajo de Bona vi ta, 1989. 

Sin embargo, e! cálculo dei factor de forma no es cl 
objetivo final dei presente estudio, sino de obtener 
buenos valores de la TRM utilizando un método sencillo 
para calcular los factores de forma cn c! ambiente 
radiante que de por sí es bastante complejo. 

Bonavita, 1989 ha indicado que la forma esférica 
puede utilizarse para e! cálculo de los factores de forma 
y presenta un programa computacional , pero no 
demuestra en forma exhaustiva en cuánto afecta cl 
cálculo de los factores de forma, respecto de los 
obtenidos por Fanger. 

Asimilar e! cuerpo humano a una superfície esférica 
además de la simplicidad de cálculo, nos permitiria por 
ejemplo calcular los factores de forma para una superfície 
inclinada colocando las distancias apropiadas a los 
planos. 

Se propone para c! cálculo dei factor de fom1a entre 

una esfera y una superfície rectangular, trabajar con la 
cxprcsiôn indicada en la Eq.(9) , que responde a la Figura 
N " 2. 

Fp-1 

donde: 

X 
a 

c 

(/0) 

b (11) y 
c 

Figura N 2: esquema para cl cálculo dei factor de 
fonna cn el método propuesto. 

RESULTADOS 

Se desarrolló un programa computacional para obtener 
los factores de forma respectivos y comparados con los 
valores obtenidos por Fanger. 

Se ha calculado el factor de forma para cada postura 
adoptando la nomenclatura indicada por Cannistraro, 
1992 . Los valores de a/c y b/c utilizados fueron los 
siguientes: 

. valores discretos de a/c: 0,2; 0,5; 1; 1 ,5; 4; 6 y 10. 

. valores de b/c: desde O hasta 1 con intervalos de O, 1 
y desde 1 hasta 1 O con intervalos de 1. Estos 
intervalos cubren todas las situaciones que ocurren en 
los ambientes interiores. 

Las Figuras N 3 y 4 muestran los resultados de 
comparar las metodologías y la Tabla I muestra los 
valores del coeficiente de correlación obtenidos para la 
metodología propuesta. 

Como pue.de observarse el coeficiente de correlación 
menor resulta ser de 0,604 para la postura STK1 y de 
0,687 para la postura SEK1 . Para e! resto de las posturas 
resulta ser mayor de O, 75 y especialmente en el caso de 
orientación desconocida, mayores de 0,8. Se 
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puede observar que la mayor dispersión aparece cuando 
tenemos posturas fijas, es decir, la metodología 
propuesta se aleja de la metodología de Fanger, aunque 
podría interprestarse que el factor de forma resulta 
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Figura N. 3: comparación entre el método propuesto y la mctodología de Fanger para las distintas posturas sentadas. 
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compensado al calcularse para uno de los elementos 
opacos que rodea a la persona en toda su extensión. 

0.14 

0.12 

0.1 

~008 
c 
~o 06 

0.04 

0.02 

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 
Método propuesto 

0.14 ,-~-~~--.---~~-----, 

0.12 j 
o 1 t 

~ooaJl_ •- .... 
c : : :• 

s:_0.06 ~·- ';~~>;· 
0.04 . . -_ 4fi'. •• •. 
0.02 . . . ... : . -. 

o : : : 

. .. 

I 
l 

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 

0.14 

0.12 

0.1 

~008 
c 
~006 

0.04 

0.02 

0.02 0.04 o 06 0.08 0.1 0.12 o 14 
Método propuesto 

1697 

0.14 ----,--

0.12 

0.1 ./ 
Õi 0 08 I• . "'. ,. 
; o 06 ..... 
u. :!;,•. 

0.04 . .t.d.: 

oo~L~- ~ _ 
o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 

Método propuesto 

Figuras N" 4: comparación entre el método 
propuesto y la metodología de Fanger para las 
distintas situaciones de pie. 

Tabla II: coef. de correlación 
para las distintas posturas. 

Post. Rmax. Rmin. 

SEK1 0,714 0,909 
SEK2 0,904 0,982 
SEK3 0,992 0,921 
SEK4 0,997 0,978 
SEK5 0,990 0,943 
SEK6 0,926 0,719 
STK1 0,977 0,604 
STK2 0,990 0,966 
STK3 0,959 0,758 
SEUl 0,999 0,930 
SEU2 0,996 0,949 
STU1 0,992 0,954 
STU2 0,978 0,808 

Cuando se proyecta un edifico conocer la orientación de 
la persona de antemano es difícil, no así su postura. Se 
propone por lo tanto, en este trabajo, calcular la TRM 
para este último caso, es decir, para la postura STUl y 
STU2, SEUl y SEU2 teniendo en consideración los 
factores de forma calculados de acuerdo a las dos 
metodologías, de modo de conocer el error en que se 
incurre al utilizar la metodología propuesta. 

Sea como ejemplo el ambiente indicado en la Figura 
N" 5. AI calcular la TRM, nos permite conocer la 
situación radiante en el interior. 

Para tomar en consideración una mayor variabilidad en 
el cálculo se ha trabajado con distintos valores de 
temperatura en cada uno de los elementos sólidos de 
manera de simular las temperaturas existentes en edifícios 
solares pasivos, que es el objeto indicado anteriormente. 
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Las Figuras N · 6 para el caso de la postura de parado 
y la Figura N · 7 para el caso de la postura sentado, 
indican la comparación entre las dos metodologías y el 
coeficiente de correlación lineal. Como puede observarse 
la correlación es excelente en ambos casos, lógicamente 
es mayo~ en el caso de tomar la postura sentado donde la 
forma se asemeja más a la esfera que la postura de pie. 

CONCLUSIONES 

Se ha demostrado la conveniencia de utilizar la 
metodología propuesta para la determinación de los 
factores de forma siempre y cuando no se conozca la 
orientación de tal postura, que es la que ocurre en la 
mayería de los casos. 

~ 
lh 

z 5. 

~~~ 

Figura N 5: ejemplo de local para el esLJio de 
caso. 
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. Figura N · 6: Resultados dei cálculo de TRM, 
postura de pie. 

El cálculo de la TRM arroja valores que ajustan 
excelentemente con los obtenidos por Fanger en un 
amplio rango de situaciones térmicas existentes en 
edificios solares pasivos. Por lo tanto, constituye una 
metodología simple y muy práctica para su utilización 
toda vez que se quiere determinarse la situación térmica 
radiante en el interior de recintos paralelepípedos. 
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Figura N 7: resultados dei cálculo de la TRM para 
la postura sentado. 
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RESUMO 

Neste trabalho é apresentada uma correlação para estimar a radiação solar difusa a partir de dados 
experimentais da radiação solar global incidente. O modelo foi ajustado para o Brasil e leva em conta o 
ângulo de elevação solar e as variáveis climáticas de temperatura do ar e umidade relativa. A validação do 
modelo foi efetuada empregando-se dados experimentais de radiação difusa medidos entre 1994 e 1995 em 
Florianópolis (27'36'S- 48"34'W) e apresentou um RMSE relativo global de 0,3. 

INTRODUCÃO 

O conhecimento da componente difusa da radiação solar 

incidente na superfície, tem grande importância no estudo do 

comportamento térmico de edificações e na agrometeorologia. 

No entanto a medição da radiação difusa é feita com muito 

menos freqüência que a da radiação global, devido ao fato dos 

equipamentos utilizados com esta finalidade possuírem uma 

maior complexidade e necessitarem de maiores cuidados 

quanto a manutenção e operação. 

Programas de simulação térmica utilizam correlações 

estatísticas para determinar a parcela difusa da radiação solar a 

partir da radiação global. Estas correlações foram 

desenvolvidas quase que na totalidade utilizando dados 

medidos no hemisfério norte. Isto aliado a particularidades 

regionais devido a diversidade climática, faz com que a parcela 

de erros dos resultados estimados, aumente ainda mais quando 

a simulação é feita para localidades no hemisfério sul. 

A inexistência de dados confiáveis de radiação solar 

difusa medidos continuamente durante vários anos, fez com que 

poucas iniciativas tenham sido tomadas no sentido de 

desenvolver estas mesmas correlações para o Brasil. Melo e 

Rizatki (1993), determinaram uma correlação a partir de dados 

de dois anos medidos pelo Laboratório de Energia Solar da 

Universidade Federal de Santa Catarina (LABSOLAR - EMC -

UFSC) mas não fornecem informações sobre os erros 

associados às estimativas obtidas. O presente trabalho visa 

apresentar e validar um novo modelo para estimação da 

radiação difusa, desenvolvido a partir do modelo de Reindl 

(1990), com dados atualizados, medidos por novos 

A(astaúo úo INPE, CP515, S.J.Campos, SP 12201-970 
I 
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equipamentos do LABSOLAR e comparar os resultados 

obtidos com os modelos anteriores. 

MODELOS PARA ESTTMATIV A DA RADIACÃO DIFUSA 

Os diversos modelos propostos por diferentes autores, 

procuram correlacionar variáveis climáticas costumeiramente 

medidas, com a relação entre a radiação difusa e a global ljl. 

Os métodos mais conhecidos para estimar a radiação 

difusa a partir da radiação global medida baseiam-se em, 

regressões lineares ou não lineares com os dados experimentais 

(Liu e Jordan, 1960; Ruth e Chant, 1976; Collare-Pereira e 

Rabi, 1979; Orgill e Hollands, 1977; 'Erbs, 1980; lqbal, 1983). 

Liu e Jordam propuseram um modelo correlacionando o índice 

de limpidez///, ( K,), da seguinte forma: 

1/1 =ao +La;. (III,/ (I) 

onde, /dé a radiação difusa horária, I é a radiação global horária 

incidente e /, é a radiação solar horária extraterrestre (kJ.m.2). 

As constantes de regressão a; são ajustadas com dados 

experimentais. 

O modelo proposto por R~indl et ai. ( 1990), é o mais 

completo pois inclui a influência de variáveis climáticas, 

normalmente medidas nas estações solarimétricas, sobre a 

parcela difusa da radiação. Reindl efetuou um estudo sobre a 

importância relativa dessa variáveis climáticas sobre as 

estimativas do modelo e selecionou somente as mais 

significantes no sentido de diminuir o erro na estimação da 

radiação difusa. O modelo utiliza além de ///"' o ângulo de 
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elevação solar, a temperatura ambiente e a umidade relativa na 

seguinte forma: 

Jjl =ao +aJo( /110 ) + b.sen( a) + c. To + d. r/J (2) 

onde a é o ãngulo de elevação solar, 7;, é a temperatura 

ambiente, ("C) e rp é a umidade relativa (%). as constantes 

a,a~ob.c,d também variam neste caso para diferentes intervalos 

de III,. As variáveis adicionais deste modelo são as que mais 

contribuem para o espalhamento da curva 1,/1 versus III,. Uma 

versão simpliticada deste modelo utiliza apenas III,. e, a da 

seguinte forma: 

/jl = a,.+ a 1.(111,) + b.sen( a) (3) 

Esta correlação é muito útil quando não se dispõe das variáveis 

climáticas, pois a, o ângulo de elevação solar, pode ser sempre 

determinado por uma expressão analítica que pode ser 

encontrado em qualquer livra-texto sobre radiação solar (lqbal, 

1983). 

Neste trabalho procurou-se determinar a expressão para a 

radiação difusa empregando-se uma combinação do modelo de 

Reindl e o modelo típico de Liu e Jordan de regressão não 

linear. 

DESCRIÇÃO DO MODELO 

Neste trabalho procurou-se obter os coeficientes de 

regressão e validar o modelo de Reindl para dados de radiação 

obtidos no Brasil. Além disso, adotou-se uma pequena 

modificação no modelo de Reindl a fim de levar em conta a não 

linearidade da curva III, versus 1,/1 nos diversos intervalos de 

validação definidos por Reindl. O modelo proposto assume que 

a radiação difusa pode ser dada pelo seguinte sistema de 

equações de regressão: 

/jl = a0 +La;.(fl!j + b.sen(a) + c.T11 + d.f/J (4) 

ajustada para os seguintes intervalos de regressão: 

I) O <:;, III, <:;, 0,3 e /j/ <:;, I ~ i=l,2 
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2) 0,3 <:;, ll/0 :5, 0,78 e /,//;?O, I ~ i=l,2,3 

3) III,;? 0,78 e /j/;? O, I· ~ i=l 

A base de dados para efetuar essas regressões foram os valores 

de radiação global horárias coletados entre julho de 1994 e 

outubro de 1995 pelos piranômetros Kipp & Zonen (CM II) da 

estação solarimétrica do LABSOLAR em Florianópolis, SC 

(27"36' S - 48"34'W). Os dados climáticos também foram 

obtidos por instrumentos meteorológicos operando nessa 

mesma estação. Para fins de cálculo de erros das estimativas 

foram empregados os dados obtidos por um piranômetro 

idêntico, dotado de anel de sombreamento. Os dados medidos 

de radiação difusa não sofreram nenhum tipo de correção. 

Os coeficientes de regressão da equação 5 são mostrados 

na tabela abaixo, junto com os erros-padrão entre parênteses: 

Tabela I. Coeficientes de regressão do modelo. 

intervalo a" a, az a_~ b c d 

11 $ ///, $ 11,3 II.Y77 11.347 · 1.76 ....... ·11.11121 ·II.IXJ47Y 11.0526 
(11.1114) (II.UXII) (tl.23) (ti.IM1475) (IUXKI3) (ti.OI2) 

tl,]$//1, s 11.7X 11.526 2.97 · X. 51 5.tKJ ti . 19X ·IIIX13ti {1.11429 
(II.IX2) (1.07) (2 .115) (1.26) (11.1112) (II.IMKJó) (11.1121) 

/1/, ?.0.?X · 1.5X 2.26 ····· ..... .tJ.J4R O.IKI5ó t1.24ti 
(I.XI) (2.23) (11.1111) (II.IK15X) (11.210) 

A Tabela 2, abaixo, mostra os resultados dos erros 

quadráticos médios (RMSE) das estimativas relativos às médias 

dos valores medidos de 1,11 para os principais tipos de modelos 

e para o modelo proposto nesse trabalho, ajustados sobre a 

mesma base de dados. 

Tabela 2. Comparação dos erros quadráticos médios (RMSE) 
relativos para os principais modelos. 

modelo RMSE observações 

Orgill e Hollands, 1977 0.388 /j/linear 

Collares-Pereira e Rabi, 1979 0,325 tipo Liu e Jordan 

Reindl et ai., 1990 0.300 equação (2) 

este trabalho 0,298 tipo Reindl 

* total de 4222 pontos 



Pode-se notar que o ganho introduzido pelo modelo mais 

complexo (nosso) é relativamente pequeno com relação ao 

proposto por Reindl, mas pode ser considerado significativo se 

comparado aos modelos mais simples como o linear de Orgill e 

Hollands e os não lineares tipo Liu e Jordan. 

A Figura I mostra a distribuição dos desvios para o nosso 

modelo. Nota-se que a distribuição é normal e a maior parte dos 

desvios ( > 80%) encontram-se na faixa entre -0, I e O, I com 

uma ligeira tendência para superestimar os valores de/,//. 

40 
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o ~+-f-~~~~~~~~~~-+-+-4 
-0. 7 -0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.5 O. 7 

desvios 

Figura I. Histograma de distribuição dos desvios entre 
estimativa e medida de/,//. 

Na Figura 2 mostra o gráfico dos desvios em função de 

/,//. O caracter assimétrico dos pontos mostra que os desvios 

são preferencialmente negativos (subestima) para 1,// < 0,5 e 

positivos (superestima) para valores maiores que 0,5. De uma 

forma geral, o grande espalhamento dos pontos é 

principalmente devido a fatores atmosféricos que não puderam 

ser levados em conta na equação (5), tais como a micro-física 

das nuvens, os aerossóis atmosféricos e o albedo da superfície. 

Dentre esses, os aerossóis são, possivelmente os mais 

significativos pois podem estar presentes em grandes 

quantidades nas regiões urbanas, industrializadas e durante a 

seca devido a queima da biomassa. A quantificação desse 

parâmetro é um assunto que tem despertado grande interesse da 

comunidade científica devido a sua importância na modulação 

da intensidade e característica da radiação solar incidente 

(Pereira et ai, 1996). 
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Figura 2. Gráfico dos valores estimados de/,// e dos desvios 
entre estimativa e medida. 

Um estudo dos componentes principais para os quatro 

parâmetros empregados para a regressão do modelo mostra 

pesos estatísticos diferentes na variabilidade das estimativas de 

1,/1. Para o primeiro intervalo (O ::::; ///0 ::::; 0,3), apenas dois 

fatores foram indicados, com III" e a umidade relativa lf! como 

primeiro fator e o sen( a) como um outro fator isolado - a 

temperatura do ar é menos importante para a variabilidade dos 

dados nesse intervalo. Já no segundo intervalo, (0,3 ::::: ///" ::::; 

0,78), onde ocorre a maior variabilidade de 1,/1, apenas um 

fato r foi selecionado, com predominância de sen( a), Ta e lf! - a 

umidade relativa é pouco importante nesse caso. No último 

intervalo, para ///" 2: 0,78, novamente aparecem dois fatores 

com sen( a) e lf! no primeiro fator e ///" isolado no segundo fator 

- a temperatura do ar não parece ter muita importância nesse 

intervalo. 

CONCLUSÕES 

As dificuldades experimentais impostas na obtenção de 

dados de radiação difusa levam ao emprego de modelos de 

estimação. Contudo, a grande maioria desses modelos são 

ajustados para o hemisferio norte e, portanto, não asseguram 

resultados validos para o Brasil. O modelo apresentado nesse 

trabalho foi validado com dados brasileiros e leva em conta 

algumas variáveis climáticas. O erro quadrático médio obtido 

pelo modelo foi de 0,3 e os desvios entre as estimativas e os 

valores medidos de I ,/1 ficaram entre -0, I e + O, I em mais de 



80% dos casos. A maior parte dos desvios encontrados foram 

entre 0,3 ~ III" ~ 0,78, onde todos os modelos também 

apresentaram a maior dispersão. Esse mesmo modeiÓ deverá 

ser, em breve, validado a partir de uma base de dados mais 

(4}mpleta, incluindo outras estações brasileiras que dispões de 

valores medidos para a radiação difusa e empregando dados 

corrigidos para o anel de sombreamento. 
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SUMÁRIO 

Este trabalho descreve a formulação matemática de um modelo computacional elaborado para projetar 
coletores e radiadores para uso em controle térmico de veículos e satélites espaciais .O coletorlradiador é 
composto por uma placa absorvedora com aletas retangulares. Sobre o conjunto placa-aletas é montado um 
vidro ou um plástico seletivo semitransparente no uso do coletor mas para o radiador esta cobertura é 
eliminada. O conjunto é montado sobre um equipamento eletrônico com temperatura constante. A análise 
témlica é feita com a radiação acoplada com a condução. R utilizado o modelo de bandas no espectro solar 
e infravermelho. 

INTRODUÇÃO 

Em satélites e veículos espaciais, a energia solar é 
responsável pela maior parte da carga ténnica através da 
incidência díreta ou albedo terrestre, impondo elevados 
gradientes de temperatura. Um controle térmico se faz 
necessário para que equipamentos que os compõem operem 
dentro de faixas de temperaturas preestabelecidas (Cardoso e 
Garcia, 1989). No controle térmico são usados dispositivos como 
coletores c radiadores de calor. 

O sol emite 98 % de sua radiação em comprimento de onda 
de O a 3 l-lll1 (banda solar). Os coletores e radiadores estando em 
temperaturas abaixo de 400 K emitem 99,8% em comprimentos 
de onda superiores a 3 l-lll1 (banda infravermelha - L V.) (Saboya, 
1987). 

Este trabalho descreve a fonnulação do modelo 
computacional desenvolvido para análise de dois dispositivos 
básicos: 
- Coletor Espacial (C.F. ): coleta a radiação solar e aquece um 
determinado equipamento; 
-Radiador Espacial (R. E.): resfria um equipamento, liberando o 
calor para o espaço. 

O C.E. apresentado na figura I é composto por uma placa 
absorvedora plana com alctas retangularcs. Sobre o conjunto 
placa-aletas é colocado rnn vidro ou plástico seli!tivo (Gama et 
ai. , 1986 )_ 

p l ac a 

Figura I -Configuração básica do Coletor Espacial 
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O comportamento térmico é analisado com condução c 
radiação combinados. Na radiação é utilizado o modelo de 
bandas com análise no espectro solar e I. V .. O vidro seletivo é 
semitransparente no I. V. e transparente na banda solar. Desta 
forma obtêm-se um filtro e o "efeito estufa" com o 
aprisionamento de energia térmica. A condução de calor é 
assumida unidimensional com temperaturas variáveis. Não há 
convecção. Para o R.E. não é usado o vidro, pois neste o objetivo 
não é aprisionar e sim liberar energia. A análise é feita em 
apenas uma "célula" composta por duas aletas, placa e vidro, 
montado sobre o equipamento com temperatura constante T., ; 
aletas isoladas por simetria; a troca de calor por unidade de área 
q; entre o equipamento e C.E. ou R.E. é dada por tuna 

condutância de contato prescrita hc; a radiação solar Hsot 

atravessa o vidro e incide somente e perpendicularmente na 
placa; o vidro perde calor para o espaço por fluxo q;x calculado 
localmente. As células básicas para o C.E. e R.E. são 
apresentadas na figura 2 _ 

q'é 

EQl 'IPAMENTO 

COLE TOR 

LJ 
qe 

EQU!Pi\MENTO 

RADIADOR 

Figura 2 -Célula básica para o C. E. e R. E. 
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A figura 3 apresenta a seção transversal do dispositivo 
genérico usado na formulação matemática onde são identificadas 
as superficies, dimensões e os eixos usados. 

RADIACAO SOLAR 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 1 t 
·~~I DR~ --1 

----------. 
E4 i ~SUPF:RFI CIE ~ EIXO x1 J/j > ? ,/7 7f 7 . . -{> 

ALE TA ALE TA 
L 1 suPE-irioE-·1', /~JPF.~F-lCT ~~ 3 

2El 

---~-· -··--- --·-

E2 EIXO Y1 

-~z477 7 7 T . EIXO Xz 

~F ICI E ~-{> 
PLACA- -

ABSORVEOORA 

EIXO Y7. 

Figura 3 - Identificação para a formulação matemática 

As seguintes hipóteses são assumidas: regime permaJ)ente; 
valores médios e constantes de emissividades e refletividades 
em cada banda; emissão difusa; dimensão infmita com 
temperaturas constantes no sentido longitudinal. Utilizando a 
simetria 

Radiosidades. Como mostra Sparrow and Cess (1978), a 
radiosidade B, de uma dada superficie é dada pela parte emitida 

mais a refleti da das radiosidades das 11 superficies vizinhas B .. 
J 

Fazendo p, = 1-c, : 

B, = c,.a.T,' +(I- c,).LJ BJ"dr~-dA, 
j=l A

1 

Devido a transparência na banda solar, a radiosidade do vidro B
4 

é nula nesta banda. Na placa, a radiosidade B, além das 

contribuições das aletas e do vidro há também a participação 
solar H sol . Por simetria, as temperaturas e radiosidades das 

aletas são idênticas: T,(y
1 
)= T,(y

2
) e B

1
(y

1 
)= B,(y

2
) . Como o 

C.E. e R.E. emitem apenas no LV., a parte de emissão da 
radiosidade na banda solar é nula. Têm-se então duas equações 
de radiosidades na banda solar B

5
, respectivamente, para a aleta 

e placa: 

Bs, (Y,)=(I-cs, / J B,,(x2 ).dF~, dA,+ J Bs,(y,) . df~, -dA,] (I) 
tA2 A) 

B,, <x2 )=(1-cs, / f Bs, (Y, ).dFdA,-dA, + f Bs,(Y, ).dFdA,-dA , +Hro,lc
2

) 
i A1 A1 J 

e uma a mais no I.V., já que o vidro não é totalmente 
transparente nesta banda. Assim, respectivamente para a aleta, 
placa e vidro, as radiosidades no I. V., B

1
, ficam como: 
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8 1, (y, )=E r,- a.T,'(y1 )+(1- E 1, >[J B1, (x2 ).dFdA,-dA, + 
A, 

+ J Br, (y, ).dFdA, · dA, + J B,, (x, ).dFdA,··dA,] (
3

) 
A, A, 

B, (x,)=c, .a.T,'(x,)+(l-Er >{J BI (y, ).df~. -dA+ 
2 2 2 l "'"' 2 \ 

A, 

+J B1, (y, ).dr"'.t.,-dA, + J B1, (x, ).dF"dA,-JA,] (
4

) .. , ... 

BI, (XI)= E r, .a.1~4 (XI )+PJ, r f Bl, (y, ).dFdA, -dA, + L, 

+I, B,, (x2 ).dF <JA. -dA, +!, B1, (y, ).dF dA. dA, ] (S) 

Balanço de Energia na Parede. Para placa delgada de 
espessura E2 e condutividade térmica k2, o balanço de energia é 
realizado num elemento infmitesimal de acordo com a figura 4. 

Í' q'~(x,) ~' 

L _!:..z::) 
x, 

Figura 4- Balanço de energia na placa 

O balanço de energia neste elemento fica: 

q;d, (x, ).E,= q;d, (x, + dx, ).E2 + q~, .dx2 + q;.dx, (6) 

Expandindo em série de Taylor o primeiro termo do lado direito 
da Eq. (6): 

q~d (x, +dx)=-k_r!"h_k d_'lJ, . .~.. (7) 
l l 2 dx 2"dx 2 .«<, 

l ' 

O segundo termo do lado direito da Eq. (6) corresponde ao 
fluxo líquido de energia por radiação, sendo dado por: 

q"R, (x2 ) =c 1, .a.T2 
4 (x2 )- a 5 , .H s, (x2 ) - a I, .H 1, (x2 ) (8) 

O primeiro termo da Eq. (8) corresponde a energia emitida 
pelo elemento na aleta. O segundo e o terceiro termos da mesma 
correspondem a irradiações na banda solar e I. V. 
respectivamente, sendo dados por: 

H s, (x,)= Bs, <x,_) (9) 
l-li s, 

8 1 (x2 )-c1, .a.1'2
4
(x2 ) (10) 

H 1, (x2 ) = - -'' ·---~=-~·-- - -
I , 

Com as Eq. (9) e (I O) na Eq. (8) obtêm-se o fluxo líquido de 
energia por radiação na fonna seguinte: 



O terceiro termo do lado direito da Eq. (6) corresponde ao 
fluxo de calor trocado com o equipamento sendo dado por: 

Combinando as Eq. (7), Eq.(ll) e Eq.(l2) na Eq. (6 ), obtêm­
se a equação de balanço para a placa: 

(13) 

Como 7;(y
1 
)= T,(y

2 
), têm-se as condições de contorno: 

(14) 

A figura 5 apresenta um elemento infinitesimal na aleta: 

q" 
R, 

[> 

Figura 5 - Balanço de Energia na Aleta 

Este balanço tica: 

A expressão para q~, é similar a Eq. ( 11 ); assim de maneira 

análoga ao realizado para a placa, obtêm-se a equação de 
balanço na aleta na forma: 

B~(!i>_:~'·s, ( 16) 
1-cs, 

com condição de contorno na base: 
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A outra condição depende do dispositivo em análise. Para o 
C.E., a temperatura da ponta é igual a da junção com o vidro. 

Para o R. E. a condição para ponta da aleta é especiticada por 
uma balanço de energia como: 

A tigura 6 apresenta o balanço de energia em elemento 
intinitesimal no vidro: 

Figura 6 - Balanço de energia no Vidro 

O balanço de energia para o elemento do vidro tica: 

O terceiro termo do lado direito da Eq. (20) corresponde ao 
fluxo de calor trocado com o espaço: 

No vidro somente a irradiação no I. V. deve ser considerada 
sendo dada por: 

!fi, (xl) = E~lxi!_=_&!..• .a.T:~xl_) (22) 
Pt. 

E o fluxo líquido obtido na forma: 

Com as Eq. (23) e (21 ), e fazendo um desenvolvimento 
análogo ao realizado para a placa, obtêm-se a equação de 
balanço no vidro na fonna: 

Como 7;(y
1 
)= T,(y

2 
), as condições de contorno ticam em: 

(25) 



A quarta potência da temperatura r• causa não-linearidades 

nas equações de balanço de energia, Eq. (13 ), ( 16) e (24 ). Esse 
problema foi resolvido com linearizações usando série de Taylor 
(Shih, 1984) 

T' = T' l +(T- T') t!f ' I <26) 
r ~ r · dr Ir-r 

sendoT' um valor da iteração anterior. Realizando a derivada 

obtêm-se a linearização na forma seguinte: 
r• = 4T'.r -3T' (27) 

Calor Perdido. Para o C.E. , o fluxo de calor perdido pela 
emissão é dada por q;, . Como o vidro é transparente na banda 

solar e semitransparente no infravermelho, outras perdas 
também acontecem. Tais 11uxos são dados respectivamente, na 
banda solar e LV., por: 

q", , (x,) = 2.J B,, ( y, ).dFdA, -JA , + J B, , (x, ).dFdA, · dA , (
2

8) 
AI .!l l 

q;y, )= [ 1-( li 1, + P1, )).[2.J B1, (y, ).dr~. - dA , + J B1, (x, ).dr~. dA, ] 
AI A ! 

(29) 

Com a integração nas áreas dos t1uxos perdidos, as perdas por 
unidade de comprimento q' , q' e q' são obtidas; desta forma 

l'X Ps Pr 

a perda total por 1m idade de comprimento resulta cm: 

q'p = q',., +l/p. +q' (30) 
- p , 

Para o R.E. , as equações acima para q; c q; são válidas 
s 1 

impondo & 1 e p1 nulos no programa numérico. A perda 
' 4 

dada por q:_. no RE. é formulada para troca de calor pelas duas 

pontas das aletas com o espaço. Assim: 

q'n "'2.E, .(c 1 .a. 7;\0) -c s, . Hro~) (31) 

Balanço de Energia Global. O balanço de energia é dado por: 
energia que entra deve ser igual a que sai. Para o C. E.: 

Hw~.IJ=q',+q'. (32) 

Para o R. E., o balanço é dado por: 

H,o~.l)+q', = q'• (33) 

O desempenho é dado pela energia trocada com o equipamento 
sobre a energia que o equipamento estaria trocando sem o C.E. 
ouR.E.: 

(V = -- . - ..... !/.... ____ - · -- ( 34) 
<:,,. D.H"" - & 1, .D.a.T: 

O modelo computacional calcula a temperatura média 

2 f 1. I Jn I J" [. · l;<y,).d)'J+D. /~(x,). dx,+D. l,(x,)dx, 35 
T = - - ------- --- - -- -- - - - -- -- --- - - - - ( ) 

Wm 4 

e o erro obtido pelo resíduo do balanço global de energia . As 
discretizações foram feitas por diferenças finitas em conjunto 
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com o método iterativo de Gauss-Seidel combinado com o 
método direto TDMA (Patankar, 1980). As equações de 
radiosidadcs na banda solar são lineares. Na banda L V são não­
lineares c por isso resolvidas en1 conjtmto com as equações 
também não-Encares de balanço de energia na parede do 
dispositivo. 

RESillTAOOS 

Os resultados são apresentados baseados nas configurações 
mostradas da tabela l, que foram os dados de entrada do modelo 
computacional. 1\ tabela 2 apresenta os res,1ltados 
correspondentes. As propriedades tem10-ópticas foram obtidas 
do catálogo técnico da MAP ( 1993 ). 

Tabela I -Configurações analisadas no C.E c R.E. 
' 

COLETOR RADWX>R 
No de Pontos 61 81 

T, ( K) 300 300 

L( m) 0,01 0 ,01 
D(m) 0,01 0,01 
E

1 
( m) 0,001 0,005 

E
2 

( m) 0,001 0,005 

E
4 

( m) 0,001 --X--

H l·fl 
.<O/ 1 nl soo 250 

h W ' 
C /'m' .K 

1.800 1.800 

kl W/ 1 200 
' m .K 

k2 W/ 
1 m .K 

I 200 

k4 W/ 
J m .K 

I --X--

E si 0,94 0,20 
[.' s, 0,94 0,20 

c,, 0,80 0,80 

l: 12 0,80 0,80 

C I, O, I O --X--

p,. 0,70 --X--

tolerância ]()'" 
L_ -

10'" 
-

Tabela 2 - Resultados para as configurações da tabela I 

COLETOR RADIADOR 

Tw., ( K) 298,07 299,63 

q, Wí'm 
R, 

0,172 1,068 

q, Wlm 
R, 

-4,245 1,058 

q, IV/m 
R, 

- O,(JOS --X-

t/., W!m 0,435 3,155 

({'.-' Ul m 0,127 1,456 

q' W!m 
PI 

0,881 4,173 
·-

q'P Wim 1,443 8,784 

q: W!m 3,436 -6,491 

Erro (%) 2,4 0,6 

m 3,35 2,05 



As figuras 7 e 8 apresentam as distribuições de temperatura 
no C.E. e R.E. , respectivamente, e as figuras 9 e 10 apresentam 
os fluxos obtidos. As figuras 11 e 12 apresentam as radiosidades 
das superficies. Os dados são p1otados em fi.mção da distância 
característica adimensiona1 respectiva à superficie analisada, ou 
seja, 7~ ou j{ . 
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Figura 7- Temperaturas adimensionais de:;envolvidas no Coletor 
Espacial 
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Figura 8 - Temperaturas adimensionais desenvolvidas no 
Radiador Espacial 
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CONC1 .lJSÕF.S 

Os resultados mostram que este tipo de C.E. alcança hom 
desempenho. Como dispositivo para controle térmico de satélites 
ou veículos espaciais, o uso do C.E. pode ser vantajoso em 
relação a outras técnicas normalmente usadas como controle 
térmico ativo por resistências elétricas ou "heat pipes" . Em 
superficies externas de satélites e veículos espaciais, a absorção 
de energia é limitada pela relação da absortividade na banda 
solar com a emissividade no L V. Usando esta mesma relação, 
como apresentado, com o uso de C.E. a absorção de calor pode 
ser amnentada em mais de três vezes. Deve ser salientada a 
facilidade e o baixo custo de construção de um C. E .. Os mesmos 
comentários se aplicam ao R.E .. 
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Do ponto de vista matemático, o modelo computacional 
desenvolvido foi testado em várias outras situações e em todas 
estas se mostrou consistente, dando assim confiabilidade. O 
tratamento do acoplamento condução-radiação, o modelo de 
bandas empregado e o método numérico desenvolvido fornece 
subsídios para futuros trabalhos. 
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SUMMARY 

This work describes the mathematical j01mulation of a 
computational model done to project collectors and radiators to 
use in thennal contra/ of the space vehicle and satellite. The 
collectorlradiator is composed by a absorbed plate with 
rectang/e fins. Over the plate-fins assembly IS set up a 
semitransparent selective glass or plastic in the collector use 
but in the radiator this cover is eliminated. The assembly is set 
up over a equipment with constant temperature. The thennal 
ana/ysis is done with tire radiation coupled with the conduction. 
The band model insolar and infrared spectra/ is utilised. 
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RESUMO 

São apresentadas algumas conclusões obtidas através da análise experimental do comportamento 
termohidráulico de um circuito fechado operando com água por convecção natural. Em prosseguimento às 
conclusões apresentadas no Xlll COBE.M (com o trabalho "Análise experimental do comportamento termo­
hidráulico de um circuito fechado operando por convecção natural"), que apresenta o comportamento do 
modelo em regime permanente, decidiu-se continuar a investigação do fenômeno no regime transitório. 
Além da importância do estudo devido à critica/idade do sistema quando acionado, é interessante observar 
as respostas das curvas de temperatura da água em função do tempo durante esta fase transitória. 

INTRODUÇÃO 

Este trabalho baseia-se no conceito de sistemas passivos, ou 
seja, sistemas que independem de interferência humana ou 
mecanismos complexos para funcionarem. A motivação do 
presente estudo é a tendência atual de adotar-se tais sistemas em 
reatores nucleares referigerados e moderados a água leve, uma 
vez que os acidentes ocorridos em Three Mil c Island ( 1979) e 
Chemobil ( 1986) demonstraram vulnerabilidade nos sistemas de 
segurança utilizados nas usinas atuais. 

Uma das maiores dificuldades, em caso de acidente nuclear, 
é remover o calor residual do núcleo do reator gerado pelos 
produtos de fissão. Neste caso estuda-se, atualmente, a 
viabilidade de adotar-se sistemas passivos que utilizam o 
princípio de circulação natural para a remoção deste calor. 
Segundo Botelho, (I 991) um sistema de remoção de calor 
residual em um reator PWR de pequeno porte permite dissipar 
2% da potência nominal, respeitando-se, deste modo, os limites 
térmicos dos elementos combustíveis. 

Alguns modelos teóricos de circuitos fechados foram 
elaborados e analisados a partir da hipótese unidimcnsional, que 
considera a velocidade do escoamento c temperatura uniformes 
em qualquer scção transversal do circuito. Estes modelos de 
circulação natural também adotam a aproximação de 
Boussinesq, que considera a massa específica do fluido de 
trabalho constante nas equações de balanço, exceto nos termos 
associados com o cálculo da diferença de pressão hidrostática. 

Zvirin (1981) utilizou um modelo analítico válido para 
regime permanente e para regimes transitórios lentos. Além 
disto, desenvolveu um aparato composto por uma fonte quente e 
dois trocadores de calor bitubulares. As diferenças entre os 
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resultados obtidos teoricamente em relação ao modelo 
experimental foram da ordem de 30%. 

Através dos mesmos princípios já citados, Huang e Zelaya 
(1988) estudaram analítica e experimentalmente a circulação 
natural, em regime permanente, de um termossifão retangular. 
Para isto utilizaram um valor empírico para o Coeficiente Global 
de Troca de Calor (U). 

Liflan ( 1993) descreveu, teoricamente, as oscilações 
ordinárias e caóticas da vazão da água em um modelo de 
termossifão toroidal, onde relaciona as posições das fÓntes com a 
estabilidade da vazão. A transição para o caos foi descrita 
através de técnicas de perturbação singulares para circuitos de 
elevado comprimento (sistemas muito dissipativos). 

Lavrador et ai. (1994) apresentaram um estudo sobre o 
comportamento transitório de um circuito fechado, de geometria 
retangular em regime de circulação natural. Tal análise teórica 
consistiu no desenvolvimento de um modelo numérico 
unidim;nsional, baseado no método dos volumes finitos. Os 
dados experimentais, que comprovaram satisfatoriamente a 
análise, foram obtidos no mesmo aparato que o utilizado no 
presente trabalho. 

O objetivo do presente trabalho é contemplar diversas 
situações de operação do circuito experimental no regime 
transitório (em continuação ao trabalho de Lavrador et ai. (1995) 
que focalizava o regime permanente). 

Este estudo, de cunho essencialmente experimental, analisa 
as respostas fornecidas pelas curvas de temperatura da água em 
função do tempo durante o regime transitório. Desta forma, 
pretende-se, com este trabalho, gerar subsídios para futuros 
estudos teóricos sobre regime transitório em circulação natural, 
onde seja necessária comprovação por resultados experimentais. 
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APARATO EXPERIMENTAL E PROCEDIMENTO 

A Figura I apresenta o circuito principal (primário) do 
aparato construido no Laboratório de Termociências da PUC-Rio 
e consta, principalmente, de um ciiéuito fechado (primário) 
cujas dimensões básicas estão evidenciadas. Utilizou-se água 
como fluido de trabalho e o material da tubulação é cobré. O 
circuito tem diâmetro interno 33,5mm e possui, em seu trajeto, 
duas fontes térmicas, uma quente e uma fria. Desta forma, o 
circuite pode ser dividido em dois trechos denominados perna 
quente e perna fria. A fonte fria encontra-se na parte superior 
direita do circuito. Trata-se de um trocador de calor formado por 
um segmento de tubo (com 60 mm de diâmetro) envolvendo um 
trecho de 0,7 m do circuito, com água corrente escoando em 
contracorrente na região anular formada (circuito secundário). A 
fonte quente situa-se na parte inferior esquerda do circuito e 
consiste em um segmento da tubulação com diâmetro maior que 
os tubos da linha, formando uma camisa que abriga o conjunto 
de 3 resistências elétricas (potência nominal máxima de 7,5 
kW). 

~-15 I 4 mlll--f 

~ 
~ 

{ 
Ol8mm 

2 mm 

+ 472 mm 

-+- -
Figura I - Dimensões do circuito experimental 

Para controlar a potência das referidas resistências (Resiluz, 
mod. 106) construiu-se um circuito elétrico que possibilitou 
diversas combinações de ligação entre as mesmas e ainda 
permitia alternar-se a tensão de 110V para 220V. Desta forma, 
foi possível obter-se II níveis de potência para a fonte quente. 

A leitura da potência foi determinada pelo produto V. I, onde 
a tensão era medida na saída da fonte, com incerteza de 1 volt e 
a corrente era obtida através da queda de tensão em um "shunt" 
(resitividade constante de 2mV/A) com incerteza de 0,5 mV, 
correspondendo, assim, a 0,25 A. Desta forma, utilizando-se a 
potência típica de 2200W, obtém-se a incerteza de 50W na 
leitura da mesma. Estas duas medidas de tensão (na fonte e no 
"shunt") eram obtidas através de um "datalogger" marca Fluke, 
modelo 224GB. 

As variações de volume da água, devido ao aquecimento, 
foram controladas por um pressurizador instalado na parte 
superior do circuito. 

Para monitorar a temperatura da água no circuito utilizou-se 
9 termopares tipo K (cromel-alumel) dispostos conforme se 
observa na Figura 2. Também foram instalados 2 termopares 
tipo T (cobre-constantan) para medir a temperatura da água de 
resfriamento na entrada e na saída do trocador de calor. Utilizou­
se o mesmo "datalogger" citado no parágrafo anterior, para 
leitura simultânea dos sinais dos tennopares. 

Estes termopares foram calibrados no Laboratório de Pressão 
e Temperatura do ITUC/PUC-Rio, utilizando um termómetro 
padrão PT -100 e um banho de água com temperatura controlada 
na faixa 25 - 95 °C . Baseando-se no erro médio causado pelo 
ajuste das curvas de calibração, assim como na incerteza do 
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aparelho (fornecido pelo fabricante), 
aproximadamente 0,2 °C a incerteza 
temperaturas. 

estimou-se em 
de medição das 

A vazão no circuito secundário foi monitorada através de 
uma placa de orificio de razão p = 5/8, conectada a um 
manómetro em "U" contendo mercúno como fluido 
manométrico. A relação entre a coluna de mercúrio e a vazão foi 
obtida experimentalmente, através de cronometragem e pesagem 
da massa dágua circulante. Desta fonna obteve-se uma curva 
logarítimica, a partir de 38 pontos lidos. Baseando-se na 
incerteza de leitura da coluna de mercúrio, associada ao erro 
médio causado pelo ajuste da referida curva, estimou-se cm O, 15 
kg/s a incerteza da medição da vazão no circuito secundário. A 
vazão no circuito primário não foi medida. 

I 
""T 

: ,..J'I·· 
11 ~-+-

1 
5235 

Figura 2 - Disposição ctas tomadas de temperatura no circuito 

Todo o circuito foi isolado termicamente por blocos semi­
cilíndricos de silicato de cálcio (termosílica) e ainda envolvidos 
por cartolina isolante. 

Deve-se ainda ressaltar que, a nível de procedimento 
experimental, todos os testes foram iniciados com o sistema em 
equilíbrio térmico com o ambiente. No instante t = O era então 
ligado o conjunto de resistências elétricas (fonte quente), já com 
a água do circuito secundário escoando através do trocador de 
calor (fonte fria) na vazão desejada. 

RESULTADOS 

A Figura 3 ilustra o comportamento das temperaturas obtidas 
pelos termopares TI c T2, que são os situados no segmento 
vertical da perna quente (TI encontra-se na saída do aquecedor). 
Os valores da potência térmica da fonte quente e da vazão de 
água do secundário são apresentadas na própria figura (Q e ms, 
respectivamente). Nota-se o comportamento oscilatório de 
ambas as curvas. Tal comportamento pode ser explicado pela 
seguinte sequência de fatos (tomando-se como referência o 
exemplo do termopar TI): 

a) Aciona-se o aquecedor (fonte quente); 
b) A temperatura da água na perna quente aumenta em virtude 
do calor fornecido pela fonte quente. A temperatura registrada 
por TI aumenta; 
c) A diferença de densidades entre as pernas quente e fria 
(causada pela diferença de temperaturas) resulta na diferença de 
pressão hidrostática entre as mesmas, ocasionando a 
movimentação do fluido. 
d) A temperatura da massa de água, que passa pelo aquecedor, 
passa a aumentar menos acentuadamente, cm virtude desta ter 



menos tempo de exposição ao calor. A temperatura registrada 
por TI diminui; 
e) Nem todo calor fornecido pelo aquecedor é removido pelo 
resfriador, resultando no aumento de temperatura da perna fria. 
Em consequência da diminuição da diferença de tcmpcratvra 
entre as pernas quente e fria, diminuindo a diferença de pressão 
hidrostática, resultando na diminuição da vazão. 
f) Com uma menor vazão, a temperatura da massa de água que 
passa pelo aquecedor aumenta mais, em virtude desta ter mais 
tempo de exposição ao calor. Portanto, a temperatura registrada 
por TI aumenta. 
g) Desta forma, ocorre normalmente um acréscimo na diferença 
de pressão hidrostática entre as pernas quente c fria, 
aumentando, consequentemente, a vazão; 
h) Novamente repete-se o fenômeno descrito pelo ítem "d". 

Tais oscilações são amortecidas e, conforme observa-se 
experimentalmente (Figura 3) tendem a desaparecer, à medida 
que aumenta-se a temperatura média do circuito. 

35 

G 3o 
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20 

I 5 
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t( segundos) 
Figura 3 - Variação das temperaturas dos termopares TI e T2 

A Figura 4 compara as curvas de temperatura obtidas por 
dois termopares típicos da perna quente (T3 e T4), com as 
curvas fornecidas por dois termopares localizados na perna fria 
(T8 e T9). Nota-se que as curvas da perna fria têm amplitude de 
oscilação bem menor do que as curvas da perna quente. Isto 
porque os "picos", que revelam pontos de temperatura alta, 
desaparecem na perna fria em virtude da troca de calor com a 
água de resfriamento. 
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Figura 4 - Comparação entre as curvas da perna quente c perna 
fria 

Foram realizados testes variando-se a vazão da água de 
resfriamento (circuito secundário) entre 2kg/s, 1 kg/s e O,Skg/s. A 
Figura 5 apresenta a evolução das temperaturas, em função do 
tempo, indicadas por um termopar típico da perna quente (T3) 
para os três casos descritos. Nota-se que, na faixa testada, não 
houve qualquer influência no comportamento qualitativo das 
temperaturas no regime transitório (a defasagem entre as curvas 
se deve exclusivamente às diferenças das temperaturas iniciais). 
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A Figura 6 apresenta a evolução das temperaturas das pernas 
quente e fria (fornecida pelos tcrmopares T3 e T8) em função do 
tempo, para as potências 183W, 2200W e 4400W. Através de tal 
figura observa-se que tanto a frequência oscilatória quanto a 
amplitude de oscilação aumentam com a potência. Nota-se que a 
defasagem de temperatura, entre as curvas da perna quente e 
perna fria, também aumenta com a potência. 
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Figura 6 - Variação das temperaturas - 183W, 2200W e 4400W. 

A Figura 7 apresenta a diferença de temperaturas entre as 
pernas quente c fria, registradas respectivamente pelos 
termopares T3 c T8 no teste realizado a 4400W. Observa-se a 
convergência para o valor médio de 7,5 C. Convém ressaltar a 
importância desta diferença de temperaturas que, conforme já 
citado, influencia dirctamente a vazão de água provocada pela 
circulação natural. 
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Figura 7 - Diferença de temperatura entre as pernas quente c fria 

Foram realizados testes com a finalidade de verificar-se o 
comportamento das temperaturas do circuito cm consequência de 
variações da potência fornecida durante a execução dos ensaios. 
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A Figura 8 apresenta a variação da temperatura com o tempo 
no caso em que a potência foi aumentada de 11 OOW para 
2200W. Observa-se que após a alteração da potência (t = 600 s) 
é reiniciada a oscilação. 

55 

50 

45 

g40 
JS 

mudança de potência ~ 

·-----
: ,.....~ 

•: / 
? ___ J- [ nj 

( .......... r--
~-~- ... 

200 400 6()() 800 1000 
I (sc~undos ) 

Figura 8 - Variação das temperaturas com aumento da potência 
em t=600 s 

A Figura 9 apresenta, basicamente, o mesmo caso anterior, 
com a diferença que a potência foi diminuida de 2200W para 
llOOW. Da mesma forma, a oscilação foi restabelecida. Cabe 
ressaltar que, neste caso, a oscilação reiniciou invertida em 
relação à forma inicial, ou seja, na primeira variação de 
temperatura, a mesma decresceu. 
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Figura 9 - Variação das temperaturas com redução da potência 
em t = 600 s 

Foi ainda realizado um teste com o objetivo de analisar o 
comportamento da temperatura na superficie externa da 
tubulação do circuito principal. Para isto foi instalado outro 
termopar (tipo K), designado Tt, na superficie da tubulação, em 
um trecho próximo ao termopar T2. A Figura I O apresenta uma 
comparação entre as temperaturas da água e da superficie 
externa da tubulação (medidas pelos termopares T2 e Tt), para 
três potências diferentes ( 11 OOW, 2200W e 4400W). Nota-se 
que, apesar da defasagem de tempo entre as curvas de T2 e TI , 
estas mantém as mesmas frequências entre si. Por outro lado, é 
possível observar um aumento da defasagem das temperaturas 
com o crescimento da potência. 
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Figura I O -Comparação entre as variações de temperatura de T2 
c Tt, para 3 potências 
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CONCLUSÕES 

O presente trabalho apresenta o modelo experimental 
utilizado no estudo do fenômeno de circulação natural em um 
circuito fechado, também denominado termossitão. Além de 
detalhes a respeito do circuito principal, forneceu-se também 
informações sobre a instrumentação utilizada. 

Este estudo dirigiu-se ao comportamento térmico do circuito 
em questão durante o reg1me transitório, justificando, 
inicialmente, o comportamento oscilatório das curvas de 
temperatura em função do tempo. 

Conforme esperado, as curvas de temperatura da perna fria 
têm amplitude de oscilação bem menor que as curvas da perna 
quente. Isto porque os "picos", que revelam pontos de 
temperatura alta, desaparecem em virtude da troca de calor com 
a água de resfriamento. 

A variação da vazão da água de resfriamento (circuito 
secundário) não influenciaram (na faixa medida) as curvas de 
temperatura da água do circuito principal no regime transitório. 
Por outro lado, variando-se a potência fornecida pela fonte 
quente, observou-se variação diretamente proporcional da 
frequência oscilatória, da amplitude de oscilação e da defasagem 
de temperatura entre as pernas quente e fria. 

Quanto às variações forçadas de potência, observa-se que 
sempre é reiniciada a oscilação e os resultados finais se 
relacionam com a segunda potência empregada. 
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RESUMO 
Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um modelo e método de cálculo para análise do 

sistema de retirada de calor de decaimento radioativo através do vaso de segurança de reatares rápidos 
{llvfR). O calor residual gerado é retirado através de uma corrente de ar ascendente que escoa lateralmente 
ao vaso de segurança devido à convecçao natural. Os resultados destes cálculos mostraram uma boa 
concordância com dados obtidos de fabricantes de reatores (General Electric, Rockwel/lntemational). 

INTRODUCÃO 

Este trabalho faz parte dos estudos do projeto REARA 
(REAtares RÁpidos), que está sendo coordenado pelo Instituto 
de Estudos Avançados( CT A ). 

Em usinas nucleares, uma das principais preocupações 
com relação à segurança é com a retirada do calor residual 
gerado pelo decaimento de produtos radioativos após o 
desligamento do núcleo do reator. Este calor deve ser retirado 
pelo Sistema Primário de Transporte de Calor (SPTC) com as 
bombas funcionando a baixa vazão. Em caso de falha do SPTC 
os sistemas de segurança devem supri-lo para manter a 
temperatura do núcleo abaixo dos limites de projeto. Os 
Sistemas Passivos de Segurança (SPS), utilizados nos principais 
projetes de reatares avançados de todo o mtmdo(K want, 1988; 
Lancet,l990; D'auria,l994), correspondem a estas exigências. 
Estes são mais simples e independem da ação de operadores da 
usina e da atuação de equipamentos mecânicos, o que os tomam 
menos sujeitos a falhas. 

Os sistemas passivos são baseados nos fenômenos de 
convecção natural e irradiação térmica. Estes podem ser 
classificados em dois tipos para reatares rápidos(LMR) do tipo 
piscina, como mostra a Figura l : 
• Sistema Direto de Retirada de Calor (SDRC), e 
• Sistema de Retirada de Calor do Vaso do Reator (SRCV). 

O SDRC é formado por um circuito com um trocador 
de calor mergulhado na piscina quente do reator. Neste circuito 
o fluido escoa devido à diferença de densidade entre a fonte 
quente e fria. O calor absorvido da piscina quente pelo trocador 
(fonte quente) é retirado por um radiador (fonte fria), que 
também funciona a convecção natural. 

O SRCV consiste do resfriamento da superficie 
externa do vaso de segurança, através de uma corrente de ar 
ascendente que escoa devido às forças de empuxo. O calor 
gerado no reator percorre o seguinte caminho: - condução e 
convecção no sódio ; - condução na parede do vaso do reator, -
irradiação entre os vasos do reator e de segurança; - condução no 
vaso de segurança; - radiação para a parede do coletor e 
convecção das paredes do vaso e do coletor para o ar. 

O SRCV retira uma pequena quantidade de calor do 
reator em operação normal, pois a temperatura da piscina fria 
está baixa (-300 °C), com a 0corrência de um acidente, esta 
temperat:ura pode aumentar de valor, melhorando a eficiência 
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deste sistema, já que um dos meios de transferência de calor é 
por radiação ténnica. 

Pela pesquisa realizada, vários trabalhos concluídos 
mostraram o alto grau de segurança dos projetas de reatores 
avançados como o PRISM, o SAFR e outros com a utilização de 
sistemas passivos de segurança. Hung(l990) apresenta um dos 
principais trabalhos nesta área com a análise da remoção do 
calor de decaimento radioativo pelos sistemas passivos de 
segurança depois do desligamento dos reatores PRISM e SAFR, 
utilizando o programa computacional MDSNP. Van Tuyle(l990) 
utiliza o programa MINET para investigar a segurança do 
PRISM e SAFR. Lancet(l990) e Dunn(198S) analisam acidentes 
postulados sem "scram" com o programa SASSYS. Senna(l98S) 
estudou o escoamento do ar entre dutos com um modelo 
considerando duas dimensões. 

O objetivo deste trabalho consiste no desenvolvimento 
de um modelo e método de cálculo para análise do SRCV. Neste 
estudo dois tipos de cálculo serão realizados: 
• uma vez dada a potência e a temperatura do ar na entrada do 
canal, obtém-se as temperaturas do ar na saída do canal e do 
sódio na piscina fria do vaso do reator, ou 
• dada a temperatura do sódio na piscina fria e do ar na entrada 
do canal, calcula-se a temperatura do ar na saída do canal e a 
potência retirada. 

Conhecendo-se a temperatura do sódio e a potência 
retirada pelo ar, pode-se dizer, em caso de acidente, se o SRCV 
mantém as temperaturas do núcleo do reator dentro dos limites 
de normas de segurança. Além disto, como foi dito 
anteriormente, este sistema permanece atuando o tempo todo, 
mesmo em operação normal, portanto, é importante conhecer a 
potência do reator perdida nestas c~ndições, uma vez que isto 
acarretará em perda de rendimento da usina. 

NOMENCLATURA 

A - área de escoamento 
AL - área lateral de troca de calor 
dh - diâmetro hidráulico 
f- fator de atrito 
g- gravidade 
G, - número de Grashof 



h. - coeficiente de troca de calor 
K- condutividade ténnica 
k - coeficiente de perda de carga 
L - comprimento 
m- vazão 
P- potência 
Pr - número de Prandtl 
q" - fluxo de calor 
R - raio dos vasos 
Re - número de Reynolds 
T - temperatura 
T w - temperatura da parede 
Ta - temperatura do ar 
8 - espessura 
E- emissividade térmica 

SRCV 
AR 

Figura I -Esquema dos Sistemas Passivos de Segurança. 
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cr- constante de Stefan - Boltzmwm 
p - massa específica 

MODELOS ADOT ADOS 

Para analisar este problema, supõe-se que toda a 
potência gerada no núcleo pelo decaimento radioativo dos 
produtos de fissão será retirada pelo escoamento do ar devido à 
convecção natural. Uma vez fomecida a potência que deve ser 
retirada pelo ar e a sua temperatura de entrada, resolvendo-se as 
equações de conservação para o volume compreendido entre o 
vaso de segurança e o colctor, pode-se calcular a temperatura 
média e a vazão do gás. Com esta temperatura e as condições do 
escoamento, fazendo-se um balanço de energia nas paredes do 
coletor c do vaso de scgurw1ça, obtém-se as temperaturas nas 



superficies destas paredes. A partir destas temperaturas, a 
potência fornecida e as resistências térmicas conhecidas, 
determina-se a temperatura da piscina fria do sódio do reator. A 
Figura 2 apresenta a geometria do problema analisado. 

Modelo de Convecção Natural Para o modelo de 
convecção natural do ar, considera-se escoamento numa única 
direção e estado estacionário no balanço das equações de 
conservação. 

Desta forma, o balanço de energia pode ser escrito: 

(1) 

ou seja, a potência fornecida resulta no awnento de entalpia do 
ar. 

(a) Seçào transversal 

R 

Rvs 

L 

·· --t~~ 
(b) Seçào longitudinal 

Figura 2 - Geometria do problema. 

No balanço da quantidade de movimento, considera-se, 
apenas, que a força de empuxo é igual à das perdas por atrito 
nas paredes. Portanto, obtém-se: 

(2) 

Integrando-se a equação (2) e supondo-se um perfil 
linear na variação de p, obtém-se: 

(3) 
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onde, ôp é a diferença entre as massas específicas da entrada e 
da saída. 

Somando-se os efeitos de chaminé ( Lch ôp) às forças 

de empuxo e de perdas localizadas ( k ) ao atrito nas paredes, 
pode-se reescrever a equação'(3): 

(4) 

O coeficiente de atrito ( f ) é dado pela seguinte 
correlação (Hung,l990): 

f = {0,184Re-
0

•
2 

, Re > 1500; 
64 /Re , Re ~ 1500 . 

(5) 

Balanco de Energia nas Paredes As seguintes 
hipóteses serão adotadas para se formular o balanço de energia 
nas paredes: 
• estado estacionário:- os termos relativos ao acumulo não são 

considerados, porém, esta é un1a hipótese conservativa, ou 
seja, parte do calor gerado será gasto para aquecer toda a 
estrutura; 

• os cilindros são considerados concêntricos e infinitos no 
cálculo dos fatores de fonna; 

• as superficies são difusas cinza e as propriedades constantes; 
• a irradiação do gás é negligenciada; 
• não existe condução através da parede do coletor, ou seja, 

perfeitamente isolada; 
• o gradiente de temperatura é considerado apenas na direção 

radial. 

Desta forma, o balanço de energia nas superficies do 
canal por onde escoa o ar, como mostra a Figura 3, pode ser 
escrito: 

{ 
p = A L3 q h,3 +A L3 q ~ 

AL4 qh.4 = AL3 q;' 

Os f1 uxos de calor são dados por( Ozisik,1985 ): 

qí: = h8 (Tw- T8 ) (convecção); e 

(6) 

(7) 

Com isso, pode-se escrever na superficie externa do 
vaso de segurança: 

(9) 



Tr 
Figura 3 - Balanço de Energia nas paredes. 

ou seja, a potência total a ser removida é igual ao calor 
transferido por convecção natural ao ar e irradiado à superfície 
do coletor. 

O coeficiente de transferência de calor ( h8 ) é dado 

pela seguinte correlação(Ozisik,1985): 

l ((r r k')Y. 
142 w- • 104 < Gr Pr < 109 · h = • L • L • 

• 1,3I(rw-r.)X , 109 !>GrLPr<I013 ; 

(10) 

onde, a dimensão característica ( L ) é o comprimento aquecido 
do canal. 

Na superfície do coletor, pode-se escrever que: 

AL3cr(rár3- rár4) • 

AL4ha4(rw4-ra)= 1/ +(AL3 / )(11 -1) 
/ &3 / AL4 / &4 

(11) 

ou seja, a quantidade de calor irradiada da outra superfície é 
igual ao calor transferido por convecção ao ar. 

Modelo de Resistências Térmicas Considerando-se as 
mesmas hipóteses da seção anterior e conhecendo-se a 

temperatura da parede externa do vaso de segurança ( Tw 3 ), 

pode-se obter as temperaturas das outras paredes e do sódio na 
piscina fria do reatar: 

p 
rw2 = rw3 + A L3 K (12) 

(Rvs +Ovs}ln[(Rvs +Ov}(,] 

Tw1= 
p 

ár2 + cr Au (13) 

[x~ +(~~:)(x2 -1)] 

1716 

p ·e 
rwo=Twi+ ALI K ' 

(Rv +ov}In[(Rv +ov){v] 

p 
T + -­Tsodio = WO h

5
A LO 

MÉTODO DE SOLUÇÃO 

(14) 

(15) 

Inicialmente, calcula-se a diferença de temperatura 
(óT) entre a entrada e a saída do ar e a sua vazão através de um 
procedimento iterativo de cálculo, utilizando-se as equações (I) 
e (4). 

A temperatura média do ar é dada por: 

T
8

=T +óT f -
2 

(16) 

Novamente, um método iterativo é usado para se obter 
as temperaturas das superfícies das paredes rw3 e rw4 uma 

vez que o coeficiente de transferência de calor do ar (h) depende 
destas temperaturas, utilizando-se as equações (9) e ( 11 ). O 
sistema de equações não lineares, formado pelas equações (9) e 
(II), é resolvido pelo método dá secante a cada iteração. 

Finalmente, com rw3 e resolvendo-se as equações de 

(12) a (15), pode-se calcular a temperatura do sódio ( rsodio ). 

Caso seja dada, como condição de contorno, a 
temperatura do sódio ( rsodio ) e se queira obter a potência, o 

método iterativo inverso é considerado. 
Utilizando-se estes métodos iterativos, foi escrito um 

programa computacional, denominado SIRC ( Sistema de 
Retirada de Çalor ). Este programa foi escrito em linguagem de 
programação C++ para microcomputadores. 

RESULTADOS 

Os resultados obtidos com o programa SIRC foram 
comparados com dados de outros trabalhos teóricos e do 
fabricante ( projetista ), simulando-se dois reatares: o 
SAFR(Lancet,I990) e o PRISM(K want,1988). 



Simulação do reator SAFR O SAFR é um projeto 
conceituai de reator rápido refrigerado a metal líquido de 900 
MW (térmico) que foi desenvolvido, principalmente, pela 
Rockwell International (RI) como parte do programa americano 
de reatores rápidos avançados. Este reator utiliza dois sistemas 
diversos e 'passivos de remoção de calor de decaimento 
radioativo, para o caso em que o sistema principal de transporte 
de calor (primário, intermediário e secundário) estejam 
impossibilitados de atuar. Os dois conceitos de sistemas 
passivos, utilizados no SAFR, são o SDRC e o SRCV. Os 
parâmetros de referência relativos a este reator encontram-se 
descritos na Tabela I. 

Tabela I -Parâmetros de referência do SAFR. 

•' ·diâmetro interno do vaso do reator [m] : I2,5 
• espessura do vaso do reator [m] :O, I 
• diâmetro do vaso de segurança [m]: I3,5I 
• espessura do vaso de segurança [m] : 0,025 
• diâmetro do coletor [m] : I4,63 
• comprimento do vaso de segurança [m]: 9,2I 
• comprimento da chaminé [ m] : 17,07 
• área de escoamento do ar [m2

]: 23,41 
• área de escoamento do ar na chaminé [m2

] : 5,95 
• temperatura de entrada do ar [0 C] : 37,8 

As Figuras 4 e 5 apresentam comparações deste 
trabalho (programa SlRC) com os resultados do programa 
MDSNP (Hung,I990), utilizando os dados da Tabela 1 e 
variando o comprimento da chaminé. A condição de contorno 
adotada foi a temperatura do sódio na piscina fria de uJO °C. Os 
valores calculados do calor retirado pelo ar com o programa 
SIRC foram aproximadamente 25% inferiores aos do programa 
MDSNP, como mostra a Figura 4. Isto se deve ao fato do 
programa MDSNP considerar em sua modelagem aletas na 
superficie do coletor, aumentando a eficiência de rejeição do 
calor, além disto, o valor do coeficiente de convecção utilizado 
por Hung é maior que o deste trabalho. Hung(l990) adotou a 
fórmula de Dittus-Boelter que é adequada para convecção 
forçada. Consequentemente, a diferença de temperatura do ar 
entre a entrada e a saída tan1bém é menor, quase na mesma 
proporção (30%), como indica a Figura 5. 

3,5 
---Ã-- M DSNP 

§' 
3 ---~ 

~ 
1'11 
'ij 
r:: 

•GI 2,5 õ c. • • • 
2 

o 10 20 30 

altura da chaminé [m] 

Figura 4 - Potência removida pela circulação do ar em função da 
altura da chaminé. 
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::::==: 120 
[ 
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:t:: 
Gl 
"C ---Ã-- M DSNP 40 

----SIRC 

o 
o 10 20 30 

altura da chaminé [m] 

Figura 5 - Diferença de temperatura do ar entre a entrada e a 
saída em função da altura da chaminé 

A Tabela 2 apresenta uma comparação entre os 
resultados obtidos pela Rockwell(Van Tuyle,I990), pelo modelo 
de Van Tuy1e(l990) e por este trabalho (SIRC). Nesta 
simulação, utilízou-se como condição de contorno a potência de 
3,90 MW, que é o valor onde o calor retirado iguala-se ao gerado 
pelo decaimento radioativo. Os dados mostram uma boa 
concordância entre os resultados da Rockwell e os deste 
trabalho, com uma diferença percentual menor que IO%, tanto 
na vazão de ar como na diferença de temperatura entre a entrada 
e saída do canal. 

Tabela 2 - Diferença de temperatura e vazão de ar do sistema de 
remoção de calor. 

t1T (oC) vazão (kg/s) 

Rockwell 99,4 39,0 
Van Tuyle 102,5 37,2 

SIRC 94,4 36,8 

Para se conhecer o calor perdido em operação normal 
do SAFR, utiliza-se como condição de contorno a temperatura da 
piscina fria, 4ue é de 427 °C. Nesta situação o calor removido 
foi de 1,2 MW, o que corresponde a menos de 0,2% da potência 
térmica do reator. 

Simulação do reator PRISM O PRISM é um projeto 
conceituai de reator rápido refrigerado a metal líquido de 47I 
MW (ténnico) que está sendo desenvolvido, principalmente, 
pela General Electric (GE) como parte do programa americano 
de reatores rápidos avançados. Este reator apresenta um único 
sistema passivo de remoção de calor de decaimento radioativo. 
O conceito de sistema passivo utilizado no PRISM é o SRCV . 
Os parâmetros de referência relativos a este reator encontram-se 
descritos na Tabela 3. 

A Tabela 4 apresenta uma comparação entre os 
resultados obtidos pela GE(Van Tuyle, 1990), pelo modelo de 
Van Tuyle, 1990 e por este trabalho (SIRC). Nesta simulação, 
utilizou-se como condição de contorno a potência de 2,42 MW, 
que é o valor onde o calor retirado iguala-se ao gerado pelo 
decaimento radioativo. Os dados mostram uma boa concordância 
entre os resultados da GE e os deste trabalho, com uma 
diferença percentual menor que 15%, tanto na vazão de ar como 
na diferença de temperatura entre a entrada e saída do canal. 



Tabela 3 -Parâmetros de referência do PRISM. 

• diâmetro interno do vaso do reator [m] : 5,64 
• espessura do vaso do reator [m] : 0,051 
• diâmetro do vaso de segurança [m] : 5,95 
• espessura do vaso de segurança [m]: 0,051 
• diâmetro do coletor [m] : 6,56 
• comprimento do vaso de segurança [m] : 18,0 
• comprimento da chaminé [m]: 15,0 
• área de escoamento do ar [m2

] : 5,044 
• área de escoamento do ar na chaminé [m2

] : 4,0 
• temperatura de entrada do àr [0 C] : 20,0 

Tabela 4 - Diferença de temperatura e vazão de ar do sistema de 
remoção de calor. 

!:lT (°C) vazão (kg/s) 

fabricante (GE) 92,2 25,9 
Van Tuyle 91 ,7 26,0 

SIRC 100,1 21 ,9 

Para se conhecer o calor perdido em operação normal 
do PRISM, utiliza-se como condição de contorno a temperatura 
da piscina fria, que é de 329 °C. Nesta situação o calor remGvido 
foi de 0,7 MW, o que corresponde a menos de 0,2% da potência 
térmica do reator. 

CONCLUSÃO 

Com base nos resultados dos fabricantes dos reatares 
PRISM e SAFR, pode-se dizer que os resultados apresentam 
uma boa concordância (diferenças inferiores a 15% ), levando-se 
em conta as incertezas com relação aos coeficientes de 
transferência de calor e de perda de carga devido às 
singularidades. 

O programa SIRC é executado rapidamente, 
permitindo ao usuário realizar vários tipos de análises 
paramétricas num ambiente computacional interativo. 

A potência utilizada na condição de contorno dos 
problemas estudados é um valor fornecido pelo fabricante, onde 
o calor de decaimento radioativo toma-se igual ao retirado pelo 
SRCV. Neste ponto as temperaturas do sódio atingem seus 
limites máximos, a partir deste momento, estas decrescem 
exponencialmente. Para se ter uma análise completa do SRCV e 
obter este ponto limite, é necessário o estudo peste problema ao 
longo do transitório, o que será objeto da próxima etapa, na 
continuação deste trabalho. 
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SUMMARY 

This work concems with the modeling and calculation 
method for analysis of the reactor vessel air cooling system in 
pool type LMFBR. The generated residual heat is removed 
through the air flow upward due to the buoyoncy forces. The 
results from this procedure showed a good agreement with 
reactors manufacturer's data( General Electric, Rockwell 
Internacional). 
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RESUMO 
Em um reator rápido refrigerado a metal líquido são utilizadas bombas eletromagnéticas para o 

controle do escoamento nos circuitos de refrigeração. O princípio de funcionamento de bombas 
eletromagnéticas está baseado na lei de Faraday. A força resultante da interação entre a corrente elétrica e 
o campo magnético pode ser calculada considerando suas amplitudes e sentidos de direção. Neste trabalho 
apresenta-se o esquema de otimização de um protótipo de bomba, substituindo o magneto tipo "C", que 
gera o campo magnético, por imãs de terras raras. Os resultados de simulações computacionais de campo 
magnético e pressão estática, são comparados a dados dos ensaios experimentais. 

INTRODUÇÃO 

Sistemas de refrigeração, que utilizam metal líquido 
como fluido de trabalho, podem resfriar núcleos com altas 
densidades de potência. Este é o caso, por exemplo, de reatares 
rápidos, que utilizam bombas centrífugas ou eletromagnéticas 
para o controle do escoamento dos circuitos de refrigeração. No 
reatar rápido experimental norte americano EBR-II o 
escoamento de sódio líquido do circuito secundário é controlado 
por bombas eletromagnéticas de corrente contínua (Lcntz et ai., 
1985). 

As bombas eletromagnéticas não têm partes móveis, são 
completamente seladas, apresentam alta confiabilidade e 
permitem a utilização de fluido radioativo à alta temperatura. 
Estas características as tomam interessantes para utilização no 
reatar rápido exptrimental do projeto REARA (Prati et ai., 
1994), que está sendo desenvolvido no Instituto de Estudos 
Avançados (IEAv/CTA). Uma etapa deste projeto consiste na 
construção, caracterização e otimização de bombas 
eletromagnéticas (EM) de corrente contínua, que são 
componentes importantes para qualquer sistema de transporte de 
calor a metal líquido. 

Atualmente, já se projetou e ensaiou a primeira bomba 
eletromagnética de corrente contínua nacional (com magneto 
tipo "C"em aço SAE1020 e bobinas para se obter o campo 
magnético desejado), que funcionou satisfatoriamente em 
ensaios estáticos, em circuito fechado a mercúrio (Borges et ai., 
1995). Neste trabalho apresenta-se o esquema de otimização da 
bomba eletromagnética, utilizando o programa computacional 
LMAG2D (Abe et ai., 1996) para o projeto de dimensionamento 
de magnetos pennanentes de Samário-Cobalto a serem utilizados 
para geração de campo magnético em substituição ao magneto 
"C" e bobinas. Apresenta-se, ainda, o pnncípio de 
funcionamento e as medidas experimentais de distribuição de 
_campo magnético no centro do entreferro e de ensaios de pressão 
estática em circuito a mercúrio, para diferentes valores de 
corrente principal, visando definir os limites de operação da 
bomba eletromagnética de corrente contínua otimizada. Os 
resultados obtidos experimentalmente tanto de campo 
magnético, como de pressão estática apresentam desvios 
sistemáticos em relação aos das simulações computacionais. 
Estes dados são muito importantes no desenvolvimento de 
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modelos matemáticos para simulação confiável de bombas 
eletromagnéticas de corrente contínua. 

PRINCÍPIO DE FUNCIONAMENTO DA BOMBA 

Em uma bomba EM de corrente contínua a lei de 
Faraday define a intensidade e a direção da força exercida no 
fluido condutor sob influência da corrente elétrica e do campo 
magnético imposto. Observa-se, na Figura I o princípio de 
funcionamento de uma bomba eletromagnética de corrente 
coutínua. Admitindo-se o entreferro ( d), a altura do canal da 
bomba (a), a largura do canal (b) e o comprimento útil (c), 
monta-se o equacionamento para a avaliação do seu desempenho 
(Borges, 1991 ). 

Figura I : Princípio de funcionamento de uma bomba 
eletromagnética. 

Considerando-se a perfeita perpendicularidade entre o 
campo magnético B [Wb/m2

] , a corrente elétrica imposta e a 
direção do escoamento do fluido, a força resultante da interação 
entre campo e corrente pode ser calculada pela equação: 

F=B*L,*b (1) 

A corrente elétrica útil (Ie) é um parãmetro muito 

importante no projeto da bomba EM e pode ser calculada com 



base no circuito elétrico equivalente, apresentado na Figura 2, 
onde a corrente total I fornecida por fonte externa é subdividida 
em: 

Ie corrente útil que atravessa o canili da bomba pelo 

fluido condutor sob o efeito do campo magnético; 
Iw corrente de fuga pela parede do canal; e 

Ib corrente de "bypass", que é a corrente de fuga pelo 

líquido onde não há interação com o campo magnético. 

Rw Rb 
v 

Figura 2: Circuito elétrico equivalente da bomba EM de corrente 
contínua. 

Re , Rw e Rb são respectivamente as resistências 

elétricas do fluido no canal da bomba, da parede do canal 
(perpendicular ao campo magnético, na direção da corrente 
elétrica) e a resistência de "bypass". Esta é calculada 
multiplicando-se a resistência elétrica útil ( R e ) por um fator 

empírico que está relacionado com as geometrias envolvidas. 
A tensão elétrica da bomba é dada por: 

V= le * R e + E c =I * R 1 , (2) 

onde: 
R 1 é a resistência elétrica equivalente do circuito; e 

Ec é a força contra-eletromotriz resultante do 

deslocamento do fluido no campo magnético. Esta voltagem 
induzida pode ser calculada pela expressão: 

Ec =B * w I a (3) 

Nota-se que a corrente Ie é uma função da vazão 

volumétrica (w). Logo para vazão nula E c vale zero. 

Pode-se definir a pressão manométrica desenvolvida pela 
bomba como: 

P=F/(a*b) (4) 

Substituindo a Eq. (I) na Eq. (4) tem-se: 

P = B • I I a em [N/ m2
] ·e e , , (5) 

P = B • I e I (a • 1360) , em [cm Hg] , (6) 
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onde, 
Ie= (Rw+Rb) 

l+Re Rw *Rb 

(7) 

PROJETO DE OTIMIZACÃO DA BOMBA 

Em substituição ao magneto tipo "C" e bobinas 
pretende-se otimizar a bomba EM utilizando ímãs permanentes 
de Samário-Cobalto. Para o dimensionamento destes ímãs foi 
realizado um estudo, por meio de simulações computacionais 
com o programa LMAG2D, do comportamento de campo 
magnético gerado pelos ímãs. A dificuldade principal para a 
especificação dos ímãs é o efeito de borda, minimizado no caso 
do eletromagneto que é um circuito magnético fechado, que 
confina as linhas de çampo. No caso de ímãs permanentes, nas 
proximidades de suas bordas o campo magnético varia 
rapidamente, chegando a apresentar inversão de sentido na 
região externa próxima a seu contorno. 

Pretende-se colocar os imãs em contato com o canal da 
bomba, separados apenas por finas camadas isolantes. Deste 
modo, define-se a distância entre os ímãs somando-se a altura 
(a) do canal com duas vezes a espessura da parede de aço (I 
mm), obtendo-se um entreferro de 12 mm. Outro parâmetro 
geométrico importante é o comprimento ativo da bomba, que 
neste caso admite-se igual ao do barramento de cobre, ou seja, 
70 mm. Por fim a largura útil do canal de 30 mm complementa 
os dados geométricos necessários à definição dos magnetos 
permanentes. 

Para uma avaliação adequada e especificação dos 
magnetos permanentes o estudo é dividido em quatro partes: 

•estudo da dispersão de corrente elétrica no fluido 
condutor; 

•estudo do comportamento de campo magnético gerado, 
em função das dimensões dos magnetos permanentes; 

•cálculo da força magnetomotriz resultante da interação 
entre corrente elétrica e campo magnético, no fluido condutor, e 

•definição das dimensões dos magnetos, em função dos 
dados anteriores e das limitações práticas. 

Estudo da dispersão de corrente Considerando as 
dimensões do canal da bomba EM e do barramento de cobre por 
onde passa a corrente elétrica principal fez-se a análise de 
dispersão de corrente utilizando o programa LMAG2D. A Figura 
3 mostra o modelo geométrico e as condições de contorno 
adotadas neste estudo e a Figura 4 apresenta a malha de 
elementos finitos gerada. 

Na Figura 5 pode-se observar a curva de densidade de 
corrente elétrica normalizada no centro do canal em função do 
comprimento na direção do fluxo do fluido condutor. Nota-se um 
decréscimo de 80% do valor de pico a partir de 40 mm do 
centro, e que a 50 mm do centro da bomba a densidade de 
corrente ainda é superior a I 0% do seu valor de pico. 

Integrando a curva de densidade de corrente elétrica no 
canal da bomba (Figura 5) na região de mteresse (ou seja, onde 
há campo magnético contribuindo positivamente para a força 
magnetomotriz, para os ímãs escolhidos), obtêm-se o valor da 
corrente total que realmente contribui para a definição do 
cálculo da força magnetomotriz gerada pela bomba. Nota-se 
ainda, que os ímãs devem ser especificados de modo a se 
aproveitar ao máximo a corrente principal fornecida. 
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Figura 3: Modelo bidimensional usado no estudo de dispersão de corrente. 

Figura 4: Malha de elementos finitos gerada pelo LMAG2D. 
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Figura 5: Curva de densidade de corrente elétrica normalizada, 
calculada no centro do canal da bomba EM. 

Estudo de campo magnético Adotou-se como estratégia a 
simulação de um quarto do sistema estudado ou seja, metade de 
um dos imãs, e metade do entreferro, já que as co1.1dições de 
contorno pennitem este tipo de simulação computacional, 
aumentando a precisão do cálculo, sem aumento do tempo de 
processamento e memória computacional consumida. 

Considerando-se o entreferro definido (12 nun) e imãs 
de comprimento igual ao útil da bomba (70 nun), variou-se suas 
espessuras entre 1 O e 70 nun e obteve-se as curvas apresentadas 
na Figura 6. Nota-se um aumento crescente do valor de campo 
máximo obtido, proporcional ao aumento da espessura do 
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magneto permanente. Nota-se ainda, que os imãs de 70 nun de 
espessura apresentaram um acréscimo percentual de campo 
magnético muito pequeno em relação aos de 60 nun, sendo este, 
aparentemente, o mais interessante nesta análise. 
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Figura 6: Indução magnética em função da espessura dos imãs. 

Na Figura 7 apresenta-se para magnetos de espessura de 
60 nun, curvas de indução magnética para alguns comprimentos. 
Nota-se que quanto maior o comprimento dos magnetos maior é 
a área de campo constante, mas o seu valor máximo é menor, 
observa-se ainda, uma grande variação percentual de campo 
entre os vários comprimentos de magnetos simulados. 
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Figura 7 Distribuição de campo para imã de 60 mm de espessura 
e diversos comprimentos. 

Cálculo da forca magnetomotriz ' gerada Como já 
apresentado no equacionamento da bomba eletromagnética, 
pode-se calcular a força pontual exercida no fluido, 
considerando-se as geometrias envolvidas alem das densidades 
de corrente principal e de campo magnético em um dado ponto 
do canal da bomba. Deste modo, considerando-se os magnetos 
permanentes com 60 mm de espessura e 70 mm de comprimento 
e sua respectiva curva de distribuição de campo magnético 
(Figura 7), a curva de densidade de ·corrente elétrica 
normalizada (Figura 5) e o valor da corrente elétrica útil (le), 
obtém-se a curva de densidade de força exercida no canal da 
bomba EM, como apresentado na Figura 8. 
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Figura 8: Densidade de Força magnetomotriz obtida na bomba. 

Dimensionamento dos magnetos Considerando-se os 
resultados apresentados até o momento, concluiu-se pela 
necessidade de se utilizar magnetos de comprimentos superiores 
a 80 mm para tentar eliminar a força magnctomotriz em sentido 
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contrário ao do fluxo do fluido condutor. A inversão de força 
magnetomotriz constatada em simulações computacionais é 
devido ao campo magnético negativo resultante do efeito de 
borda, para imãs de 70 mm ou menores, ainda em uma faixa do 
canal onde a corrente elétrica principal é relativamente elevada 
(como se observa nas Figuras 5 e 7). 

Com base nos dados geométricos obtidos neste estudo 
fez-se uma cotação dos magnetos permanentes de Samário­
Cobalto, junto a firma ERIEZ. 

A prensa usada por esta firma especializada só pemute a 
obtenção de imãs com dimensões máximas úteis de 12 mm por 
23 mm por 30 mm, (Figura 9) o que toma necessário a aquisição 
de vários imãs para se compor os magnetos permanentes 
necessários ao desenvolvimento experimental. Neste trabalho 
foram usados imãs ERIMAX-1 (ERIEZ Ltda). 

Após a magnetização individual dos imãs na direção 
desejada (12 mm), estes deverão ser justapostos, em um total de 
cinco imãs (totalizando 60 mm) para se compor os blocos 
construtivos, que por sua vez deverão ser colocados lado a lado, 
de modo a se obter os magnetos nas dimensões desejadas. 

Nota-se que devido a força de repulsão, existente entre 
dois ou mais ímãs de mesma polaridade, quando colocados lado 
a lado, decidiu-se montar os magnetos da bomba EM com a 
largura máxima útil de um único imã (30 mm), que corresponde 
a largura do canal, deste modo o comprimento total dos 
magnetos é definido pelo número total de blocos construtivos 
colocados lado a lado. Para manter todos os ímãs que formam 
um magneto encostados, apesar das forças contrárias, e facilitar 
o controle do entreferro desejado entre os dois magnetos 
montados, foi necessário utilizar um dispositivo especialmente 
projetado para este fim (Borges et ai., 1996). 

~c~o 
I I ">0 

~ 

Figura 9: Geometria de um imã de Samário-Cobalto. 

Na Figura 10, como exemplo, pode-se observar o 
resultado da montagem final de um magneto, com quatro blocos 
construtivos, 

~ 
~[ ' 

w 
o,'l-

Figura 10: Dimensionamento final de um magneto de Samário­
Cobalto com quatro blocos construtivos. 
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A V ALIA CÃO DOS RESULTADOS 

Os dados experimentais e cálculos teóricos de pressão 
manométrica da bomba EM e de campo magnético no centro do 
entreferro dos magnetos permanentes devem ser comparado~ 
para avaliação e definição de fatores de ajuste para programas 
de simulação em desenvolvimento. 

Campo magnético Foi utilizado um sensor transversal de 
área ativa de 1,8 mm de diâmetro, acoplado a um Gaussímetro 
digital, para a medida da distribuição da densidade de campo 
magnético no centro do entreferro dos magnetos permanentes. 
Observa-se que há a necessidade de se calibrar as leituras, 
zerando o Gaussímetro com a câmara de campo nulo, antes de se 
iniciar o levantamento experimental de campo. Na Figura ll 
apresenta-se a curva de campo em função do comprimento do 
canal para montagens experimentais de magnetos de dois a cinco 
blocos construtivos. Nota-se vários picos de campo, nas posições 
que correspondem aos centros dos blocos construtivos, observa­
se ainda, que nas posições correspondentes às bordas o valor de 
campo magnético resultante é menor, devido ao efeito de borda 
dos imãs. 
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Figura 11: Campo magnético experimental no centro do canal. 

Na Figura 12 são comparadas as curvas de densidade de 
campo magnético obtidas por simulação computacional com o 
programa LMAG2D e por ensaio experimental para magnetos 
com quatro blocos construtivos, nota-se que o campo médio na 
região de interesse é aproximadamente o mesmo. Neste caso 
0,52 [Wb/m2

]. Pode-se, portanto utilizar este valor nos cálculos 
teóricos de pressão manométrica da bomba EM. 

Pressão estática da bomba EM Para se poder avaliar a 
pressão manométrica de bombas eletromagnéticas de corrente 
contínua com vazão nula foi projetado e construído um circuito 
experimental fechado em aço e vidro, para mercúrio, cujo 
esquema é apresentado na Figura 13. Nota-se as tubulações 
verticais em vidro, onde se pode verificar o deslocamento de 
mercúrio e o desnível total & (pressão estática) produzido na 
bomba EM, em função da corrente principal e do campo 
magnético fomecido; as demais partes do circuito são feitas em 
aço. 
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Figura 12 Comparação de distribuição de campo teórico e 
experimental. 

Os dados experimentais de pressão estática da bomba 
EM em desenvolvimento são obtidos variando-se o valor da 
corrente principal e medindo-se o desnível de mercúrio total 
(&) apresentado entre as duas tubulações de vidro. 

Observa-se que os ensaios experimentais de pressão 
estática da bomba EM otimizada, apresentados neste trabalho, 
utilizam dois magnetos permanentes de Samário-Cobalto 
ERIMAX-1, com quatro blocos construtivos cada, colocados 
encostados ao canal da bomba e separados somente por finas 
camadas isolantes. 

Nfvel do 

Tubula õo em 
aço 

··-· - - -------1~~--------· 

BOMBA 
E M 

Nlvel do 

7 

Figura 13: Esquema do circuito experimental a mercúrio. 

Na Figura 14 são apresentados os dados experimentais e 
teóricos de pressão estática da bomba EM em função da corrente 
elétrica principal. Nota-se que os valores teóricos são obtidos em 
função da corrente média útil (I. [A)), da geometria do canal da 
bomba (a=0,01 m) e do campo magnético médio para quatro 
blocos construtivos simulados pelo programa LMAG2D (0,52 
Wblm\ utilizando a Eq. (6). 

Observa-se que a corrente principal (I) lida no 
Amperimetro é a total e não a corrente útil (I.) a ser utilizada no 
equacionamento. Para o cálculo da corrente útil deve-se 
considerar as resistividades elétricas na temperatura de trabalho 
e as dimensões dos materiais envolvidos. Utiliza-se a Eq. (7) 



para esta correção. Considerando-se a geometria da bomba EM e 
a espessura da parede do canal (I mm), tem-se: Rw =15,0 w-5 

Oluns e Rc = 4,0 10-5 Oluns. Admitindo-se que Rb = 15,0* Rc, 

obtêm-se Ie = 0,75*1. 
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Figura 14: Curvas de pressão estática teórica e experimental. 

CONCLUSÃO E COMENTÁRIOS 

Para se ter um campo magnético médio no centro do 
canal, compatível com a necessidade de operação da bomba 
eletromagnética de corrente contínua, gerado por màgnetos 
permanentes, foi necessário a utilização de vários imãs de 
Samário-Cobalto ERIMAX-1 , devido às suas reduzidas 
dimensões, obtendo-se magnetos na geometria desejada. 

O programa LMAG2D mostrou-se bastante versátil, 
rápido e confiável face as várias situações simuladas, incluindo 
os estudos de dispersão de corrente elétrica no fluido condutor e 
de distribuição de campo magnético no centro do entreferro. 

As simulações e ensaios experimentais de campo 
magnético apresentaram resultados similares, com os mesmos 
valores médios na região central, mas com considerável 
discrepância na região externa aos magnetos (Figura 12). As 
pequenas oscilações de campo max1mo observadas 
experimentalmente (Figura 11) para vários blocos construtivos 
estão associadas ao efeito de borda dos ímãs. Novas 
configurações de magnetos devem ser estudadas para se 
diminuir os efeitos de borda observados. 

Outros resultados relevantes são: esta bomba não 
necessita de duas fontes de corrente contínua para seu controle, 
e obteve-se considerável redução nas dimensões finais do 
magneto usado para a geração de campo, diminuindo 
sensivelmente seu custo final. 

Os dados de pressão estática da bomba EM teóricos e 
experimentais apresentaram desvio considerável e constante 
(aproximadamente 23%). Nota-se que no estudo teórico 
considerou-se campo magnético constante e máximo em toda a 
largura do canal da bomba, apesar de se usar imãs de apenas 30 
mm de largura e não se levou em conta a força contrária ao 
deslocamento do fluido resultante do campo magnético negativo, 
devido ao efeito de borda dos imãs, próximo aos barramentos. 

Os dados obtidos nos ensaios experimentais 
demonstraram a importância de se desenvolver modelos 
matemáticos específicos para cada fenômeno estudado. Além 
disto, a comparação teórico-experimental determina os fatores 
de ajuste dos programas computacionais de simulação em 
desenvolvimento. 

Os ensaios de pressão manométrica da bomba EM com 
vazão nula apresentaram resultados relevantes. É necessário, no 
entanto, que sejam realizados os ensaios dinâmicos da bomba 
EM, de modo a se obter suas curvas características. 
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ABSTRACT 

Electromagnetic pumps are used for controlling the flow 
in "LMFBR" cooling systems. The electromagnetic pump's 
working principie is based upon Faraday's law. The resulting 
force due to the interaction between the main electric current 
and the magnetic field can be calculed considering their 
amplitudes and orientations. ln this paper it shows the pump 
prototype optimization scheme, substituting the C-type magnet 
by rare-earth magnets. The results of magnetic field and static 
pressure computational simulations are compared with 
experimental measurements data and they show good agreement. 



VI ENCIT I VI LA TC YM Florianópolis, SC BRAZIL {November, 1996) 

A a cm 
CIRNAT- ACODE FOR ONE ANO TwO-PHASE NATURAL CIRCULATION 

José Luís Ferraz Bastos 
Instituto de Pesquisas Energéticas e Nucleares - IPEN/CNEN 

Diretoria de Reatares 
Travessa R - 400 - Cidade Universitária 

05508-900 - São Paulo - SP 

SUMMARY 

This paper presents the CIRNA T code developed for one and two-phase natural circulation 
analysis. An one-dimensiona/ approach of the conservation equations was adopted with an 
homogeneous model for the two-phase flow representation. Severa/ heat transfer regimes were 
inc/uded as subcooled boiling, condensation, laminar and turbulent one-phase liquid and vapor, pool 
boiling, nuc/eate boiling, etc... The resufts of two studies are presented: transient behavior of a 
boilinglcondensing system and a "Loss of Flow Accident" in a pool research reactor core. 

INTRODUCTION 

Termosyphon is an opened or closed loop with a heat 
source, at a lower levei, connected to a heat sink by tubes 
(Huang and Zelaya, 1988). These devices transport heat by the 
natural convection mechanism and are widely used in solar 
systems, geothermal energy, cooling of electronic components, 
nuclear reactors, boi ler design, etc .... 

The fluid flow, for a single phase termosyphon, is 
generated by the density differential Jue to the thermal 
expansion ofthe working fluid (Zvirin et alii, 1981). ln boiling 
systems, the difference in density between the liquid and vapor 
phases provides the driving force for the t1uid circulation (Lee, 
1990). ln both cases heat is added to the fluid at the heat source 
and extracted at the heat sink. 

To analyse the performance of natural circulation 
systems operating in one and two-phase flows, acode, CIRNAT, 
based on a one-dirnensional formulation ofthe conservation laws 
is in development. The Homogeneous approach of the two-phase 
flow was implemented and different heat transfer regimes are 
considered: laminar I turbulent liquid and vapor flows, pool 
boiling, flow boiling and condensation. Thermal properties of 
water and vapor are estimated by correlations in a wide range of 
temperatures and pressions. Features like parallelloops, variable 
boundary conditions, reversal flows give to this code the 
capability to treat a large variety of systems. 

ln order to validate the code, experiments, for one 
phase flow, were held, first at a simrle square loop (Lavrador at 
ai, 1994) and afterwards in an integral test facility (Bastos, 
1993) which simulates the primary circuit of a pressurised water 
reactor. The agreement between numerical and experimental 
results were good. Two phase llow anaiysis in a 
boiling/condensing system were performed recently. A closed 
square glass circuit was built at the Chemical Engineering 
Departament of USP, and severa} experiments were held with 
different heat source leveis and cooling flow rates. The results 
were also encouraging although the sirnplicity of the two phase 
model adopted. 

This work is a description of the code and presents 
some results obtained for the IEA-R 1, a nuclear research reactor 
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trom IPEN and the boiling/condensing system mentioned in the 
previous paragraph. 

CONSERVA TION EQUATIONS 

The code is based on the "Finite Volume Technique" 
and the conservation equations are considered as one­
dimensivnal. Two equations, momentum and energy, are 
associated to the fluid nodes and one equation, heat balance, to 
the structural nodes. 

The integrated energy conservation equation for the 
lluid, has the form: 

where: 
Cp is the thermal capacitance ofnode P, 

(2) 

Gf is the the enthalpy transport conductance, 

(3) 

Gc I and Gc2 are the thermal conductances, 

Gc. = Gcond Gconv 

' Gcond + Gconv 
(4) 

Gcond and Gconv are the conduction and convection 
conductances respectively; 

The energy added to node P is placed at the source 
term S. This energy can be the heat flux dissipated by an 
externa! device ( electrical heater, nuclear rod, etc ... ), generated 
by chernical reaction or due to the connection of node P to a 
surge line node. 



Figure 1 shows a scheme of the heat flux exchanges 
between node P and it's neighbours where "S" is the preceding 
tluid node which depends on the flow direction, and "W1" and 
"W2" are structural nodes. 
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W2 

Figure 1 - Schematic Nodal Representation 

1 ; Notice that the thermal capacitance and the 
conductances are not constant but they depend on the enthalpy 
of node P due to the variation of the thermal properties. ln this 
way, equation ( 1) is non linear requiring an iterative procedure 
to be so1ved. 

lntegrating the momentum equation around the loop, 
equation (S) is obtained: 

dA1=!_l-z1p-!~ R +gÇ__! MrJ_J.Afit_r dAtl(S) 
dt It 2 p 2 p 2 p c d 

in this equation, 

r =! z2(i)- zl(i) 

;~t A(i) 
(6), 

where 72( i) and z I (i) are the fmal and initial spatial co-ordinates 
andA( i) the cross sectional area; 

D.P = POI, - pin (7) 

P out and Pin are the outlet and inlet pressures for an opened loop, 
for a closed loop this term vanishes; 

R= !(/z2(i)-:l(i) + K(i)) 
i=t d(1)A (1) A 2 (i) 

(8) 

where f is the friction factor, K(i) the fonn loss coetTícient and 
d( i) thc diameter ; 

n 

Ç= Lp(i)ezeg(z2(i)-zl(i)) 
i = l 

n- 2 . ,-42 -A 
.J oul 117 

(9) 

(lO) 

Aout and Ain are the outlet and inlet flow arcas for an opened 
loop, and is null for a closed loop. 

The last two terms are related to parallel loops. The 
parameters with the subscript "c" represent the portion of the 
loop belonging to more than one loop: 

I 

M, = LMJ (II) 
;~ I 

Mi is the mass tlow rate for the j loop. 

The heat balance equation for the structure nodes is 
shown in ( 12). 

C1 áf, =Gcl(Tx -Tr)+Gc2(TL -Tr)+Q (12) 
dt 

ln this equation nodes "K" and "L" are structural or tluid nodes 
in the radial direction. If "K" is a structural node, Gc I is a 
simple conduction conductance. If it is a fluid node Gc I is a 
conductionlconvection conductance. 

ln. two-phase flows the fluid presents high volume 
variations entraining pressure changes as it expands or contracts. 
To consider this effect, an expansion tank model was developed. 
An expansion tank is an reservoir connected to the loop by a 
surge line. The 11ow rate at the surge line is estimated by the 
continuity equation: 
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M s ·= -V djJ 
dt 

(13) 

where Ms is the mass 11ow at the surge line, V the total volume 
of the loop and p the volume average density of the loop 11uid. 

So, if djjl dt is negative (Ms>O), the 11uid at the loop is 

contracting and there is a tluid 11ow from the expansion tank to 
the loop. On the other side, if djJ/ dt is positive there is a fluid 

flow from the loop to the expansion tank. The energy 
conservation equation ( 1) is also valid for the surge line nodes 
and reservoir nodes. 

ln natural circulation the driving force for the tlow is 
the density variation. This force, g~, is a function of the 
temperature field. On the other side, the temperature field 
depend on the flow velocity and the structure temperatures. It is 
clear that equations (1), (S), (12) and (13) must be solved 
simultaneously. 

TWO-PHASE MODEL 

As a first approach a simple homogeneous model was 
adopted. The idea of the homogeneous model is to replace the 
two-phase tluid by a one phase pseudo-fluid. The physical 
properties of the pseudo-fluid are estimated as an averagt! of the 
liquíd and vapor properties. 

Con:-idering both phases at the sarne velocity and in 
thermodynamic equilibrium, expression ( 13) gives the quality of 
the mixiure. 

h-hL 
x= --

hw 
(13) 

where h is the enthalpy of the two-phase mixture, hL the 
enthalpy of the saturated liquid and hLc the heat of vaporisation. 
The density is estimated by expression (14) . 

I x 1-x 
(14) 

p P. PL 

The void fraction and other properties as viscosity, specific heat 
and thermal conductivity are calculated by expressions (IS) to 
(18) 

a= xp 

Pv 
(IS) 



1 x 1-x 
-=-+-- (16) 
fl flv flL 

cp = acpv +(1- a)cpL (17) 

(18) 

The second tenn on the right hand side of equation (5), 

1 A1 2R 
-----, represent the frictional prcssure drop. R is called 

2 p 

"Hydraulic Resistance" and is calculated by cxpression (8) as a 
function of the friction factor and the fonn losses. For a onc­
phase t1ow the tnction factor is estimated by the Churchill 
correlation (Churchill, 1977) for laminar and turbulent tlows. 
For a two-phase flow, a multiplier tàctor is used: 

f = t/J ~ofoP ( 19) 

where fop is the onc phasc tnction factor and ~\o is estimated 
by expression (20). 

(20) 

Thc conscrvation equations involve certain thennodynamic 
properties of the fluid. ln CIRNA T, these propertics are 
estimated by the ASME fonnulation. Thc subroutines are those 
of the Intemational Association for the Properties of Water and 
Steam (IAPWS). 

HEAT TRANSFER REGIMES 

A wide range of heat transfer regimes may be 
encountered in a natural circulation system with phase change. 
"The logic for selecting the heat transfer regimes is shown in 
Figure 2. Initially some numerical problems, rclated to a sudden 
variation of the heat transfer coefficients were detected. This 
problem was treated estimating, for a certain regime, the heat 
transfer coetlicient with different correlations and taking the 
largest among them. Thc condensing regime has three 
correlations: laminar film condensation in inclined surfaces, film 
condensation in tubes with stratified t1ow and turbulent film 
condensation in tubes. For the one phase liquid or vapor 
different correlations are available, figure 3. The adimensional 
Gr/Re2 evaluates if the heat transfer regime is mainly a forced 
convection regime or a natural convection regime. 

GENERAL CODE STRUC11JRE 

CIRNAT was developed in FORTRAN77 for SUN workstations 
and PC computers using a structured philosophy of 
programming. Three programs constitutes the heart ofthe code: 

PREPRO - is the pre-processor for the geometric 1md nodal 
description. The connectivity table and boundary conditions are 
automatically generated with a small number of instructions; 

LOOP - is tht> integrator of the coupled algebro-differential 
equations. A semi-implicit procedure (Crank-Nicholson) was 
implemented with automatic adjustable time step to reduce time 
consuming; 

INTIIG - generates files for common use graphic programs. 
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Figure 2- Heat Transfer Regimes 

Figure 3- One Phase Liquid or Vapor 

To simulate a complex system like a multi loop nuclear reactor, 
diflerent entities helps the geometric description: 

Node - the smallest entity of a modeL "lbere are two kinds of 
nodes: t1uid and solid. They are classified as "diflusive nodes", 
associated to the conservation equations, and "boundary nodes"; 



Bloc - is a group of nodes with a common geometric 
characteristic. There are solid and fluid blocs. This entity was 
created to reduce the number of instructions for the geometric 
description in the pre-processing phase; 

Loop - is an opened or closed path for the fluid flow and it is 
formed by a series of fluid blocs; 

Component - is a series of blocs (nodes) associated to special 
equations like a pressuriser or an expansion tank; 

System - is formed by allloops and components of a model. 

ANAL YSIS OF A BOILING/CONDENSING SYSTEM 

To generate data for the code validation, a series of experiments 
were held at a boiling/condensing loop built in Pyrex. Since the 
interest is a pararnetrical analysis, a small rectangular glass loop 
was designed with an electrical heat source and a coil cooler. 
The maín dímensions ofthe circuit are indicated in figure 4. The 
heater is a 75 mm cylindrical glass tube with two resistances. 
The power applied is controlled in the range of O to 7000 W. 
The cooler is ali made in glass with 33 mm internal diameter, 
61 O mm high and 2 parallel coils. The coolant is tap water at 
ambient temperature. An expansion tank is connected to the loop 
at the horizontal section of the cold leg to prevent vai'or 
entrainement. 

700mm 

2600 mm 

expansion tank. 

TP3 

TP2 

V1l 

T2 

TPl 

beater 
T1 

TP4 

TB 

T11 F 

Figure 4 - Schematic View of the Loop 

The experiment starts with the primary circuit filled 
with water at rest and the heater turned off. The fluid 
temperature is completely homogeneous and equal to the 
ambient temperature ali along the loop. The heater is tumed on 
with a constant heating power. The flow rate and the inlet 
temperature at the coil cooler are also kept constant. The nodal 
description ofthe system is presented in figure 5. The coil cooler 
was divided in 30 slices of the sarne size. Figure 6 shows the 
results for the hot and cold legs. At the beginning of the 
transient, from O to 1000 s, there is no phase change. For this 
part of the experiment, the model presents very good results for 
both temperatures. The hot leg temperature is very well 
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estimated and the cold leg is slightly overestimated. At the phase 
change region, the loop presents a very complex thermal­
hydraulic behavior with sustained oscillations due to chugging 
instabilities observed at the heater. The model is not able to 
predict the cyclic behavior of the system but the variables are 
"macroscopically" well estimated. It seems that the pressure, 
which is constant at the model, play an irnportant role in the 
prediction of the oscillations. 
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Figure 5- Nodal Description ofthe Circuit 
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ANAL YSIS OF TIIE IEA-Rl RESEARCH REACTOR 

ln nuclear reactors, the understanding of natural 
circulation is one of the major steps in designing more reliable 



systems to maintain the integrity of the core in accidental 
conditions. The reactor shall be conceived in such a way that 
natural circulation remains cooling the core, removing the 
residual heat generated by the decay products. The analysis 
presented here is a loss of flow accident for the IEA-R1 research 
reactor. 

IEA-R1 is a pool nuclear research reactor built at IPEN 
in 1957. The analysis presented here is part of the project to 
increase the power of the reactor from 2 to 5 MW. The reactor 
core is mt assembly of fuel and control elements. Figure 7 
presents a typical control element with 12 fuel plates and 2 
neutron absorber plates. ln normal conditions, the refrigerant 
flows from top to bottom through the channels formed by the 
fuel plates, region C. Ali elements are fi.xed at a matrix plate 
which is connected to the primary pump by a natural convection 
valve, "header". This study postulates the loss of the pump 
energy supply and as a consequence the loss of the flow rate 
through the core. Figure 8 shows the time variation of the 
normalised flow rate obtained experimentally. Due to the 
inertial disk coupled to the rotor axis, the flow rate varies from 
its nominal value to 0.20 in 27 seconds. After that time, the 
header is decoupled and the fuel elements are no longer 
connected to the prirnary pump and tubes. At this stage the only 
way to refrigerate the fuel plates is by natural convection. 
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Figure 7- Control Element Geometry 
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Figure 8- Flow Rate Time Variation 
Figure 9 presents the evolution of the heat flux generated by the 
decay of the fi.ssion products and figure I O the nodal description 
of the control element. The fuel elements region is divided in 30 
slices of the sarne dimensions. The notion of "equivalent nodes" 
was used to represent the 12 plates and 13 channels by a 
singular equivalent plate and channel. 
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Figure 9- Decay Heat F1ux Evo1ution 
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Figure 10- Control Element Nodal Description 

Figure 11 shows the temperatures and the mass flow rate 
evolution. The temperatures at the top and bottom of the control 
element is presented due to the flow reversal. The frrst part of 
the transient is a forced flow problem with a decreasing mass 
flow rate. It is observed that, at the beginning, the temperature at 
the bottom of the element increases but there is no phase 
change. At time t=27 s, the header.decouples the core from the 
prirnary circuit and a natural circulation regime starts. At t=30 s 
there is a flow reversal and the temperature at the top of the 
element rises gradually to 57 C approximately. After 60 seconds 
temperature and mass flow rate are nearly in equilibrium. 
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Figure 11 - Temperature and Mass Flow Rate Evolution 

CONCLUSION 

CIRNAT, a one-dimensional code for natural circulation 
analysis, was described. The homogeneous approach was 
adopted for the two-phase flow regime and different heat 
transfer regimes were considered. The code was exhaustively 
tested for one-phase flow systems. For two phase flows a 
boiling/condensing system was simulated. The results are 
qualitatively correct but the oscillations observed at the system 
were not captured by the model. Other two-phase flow tests 
must be done to show the limits of the homogeneous approach 
before the introduction of a more complex model. 
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SUMÁRlO 

O principal limite do projeto termohidráulico de reatares nucleares do tipo PWR consiste na 
ocorrência de fluxo crítico de calor, cuja verificação deste limite é efetuada através de correlações empíricas 
de largo espectro. No presente trabalho, as principais correlações de projeto, adotadas pelos projetistas, 
foram analisadas, através de comparações com dados experimentais, para utilização em reatares PWR com 
baixofluxo de massa no núcleo. Os resultados obtidos demonstram que a correlação EPRI, sem modificações, 
fornece resultados conservadores. do ponto de vista de segurança, e com menor espalhamento dos dados 
observados, sendo, portanto. a mais indicada para o projeto térmico do reatar. 

INTRODUÇÃO 

Um reatar a água leve pressurizada (PWR - Pressurized 
Water Reactor) é um reatar refrigerado a água, a qual é mantida 
sob elevada pressão para evitar a geração líquida de vapor à saída 
do núcleo. A Usina Nuclear Almirante Álvaro Alberto (Usina 
Angra I) é do tipo PWR, assim como são deste tipo as usinas 
incluídas noAcordo Nuclear Brasil-Alemanha (Angra II e Angra 
III). que se encontram em construção na Praia de ltaorna, em 
Angra dos Reis. RJ. Ainda. o reatar sendo desenvolvido pelo 
CTM!SP. orgão ligado ao Ministério da Marinha do Brasil. para 
propulsão de um submarino, também será do tipo PWR. 

Desta forma. pode-se observar que reatores deste tipo 
representam a opção brasileira para geração núcleo-elétrica. 

O principal limite do projeto termohidráulico de reatares 
nucleares do tipo PWR consiste na ocorrência de fluxo crítico de 
calor (FCC), usualmente conhecido como DNB (Departure from 
Nucleate Boiling). A verificação deste limite é, usualmente, 
efetuada através de correlações empíricas e a Margem de Projeto, 
estabelecida pela Mínima Razão de DNB (MDNBR), é 
fortemente influenciada pela correlação de projeto adotada. 

Objetivamente. deve-se garantir que. em quaisquer condições 
operacionais: 

q;;NB > J,Ü 
q;;,.,., 

(1) 

onde q"local é o fluxo de calor local de bperação e q''oNB é o fluxo 
de calor que causaria uma crise de ebuli ção. nas condições locais 
do fluido. Considerando-se q"oNn.coR como sendo a estimativa de 
q" IJNB . através de uma correlação empírica. deve-se impor: 

DNBR = q"DNB .COR > y > 1,0 
q"loc:al 

(2) 

com o valor de y dependente da qualidade da correlação 
empregada. na faixa de operação do reatar. e do nível de 
segurança desejado. 

Considere uma dada correlação emp mca e sejam J..l e a, 
respectivamente. o valor médio e o desvio padrão da razão entre 
os valores experimentais do fluxo crítico de calor, disponíveis na 
faixa de interesse do projeto, e aqueles fornecidos pela 
correlação. 
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Considerando-se as condições de operação em um dado local 
do reatar, a relação entre o valor do fluxo crítico de calor que, 
efetivamente, poderia ocorrer e o valor previsto pela correlação 
adotada irá se situar na faixa: 

q" 
~l - ncr < oNs < J..l + ncr 

q" DNB,COR 

(3) 

com n estabelecido pelo nível de confiança adotado no projeto. 
Considerando-se a Eq. 3, o valor mínimo do DNBR, dado 

pela Eq. 2, sobre todo o núcleo do reator, deve obedecer a 
relação: 

. . d I L1m1te e MDNBR > --- (4) 
J..l - ncr 

A questão de análise de fluxo crítico de calor em reatares do 
tipo PWR foi amplamente debatida por Tong (1967a). 

As correlações empíricas são usualmente estabelecidas com 
base em dados experimentais, obtidos em seções de ttt5tes que 
procuram simular as condições geométricas e operacionais elos 
elementos combustíveis. Na literatura, pode-se encontrar um 
grande número de correlações empíricas. Tradicionalmente, no 
projeto de reatares PWR de grande porte, tem sido utilizada a 
correlação W-3 (Tong, 1967b) que, para um nível de confiança 
de 95%, adotado em projetas nucleares e correspondente a 
n= 1.65, fornece 

MDNBR > 1,30 (5) 

Este limite para o MDNBR tem sido utilizado, de forma 
generalizada, pelos projetistas nucleares, no país. Entretanto, 
trata-se de uma margem de segurança estabelecida para a 
correlação W-3. Outras correlações exigirão o estabelecimento de 
valores diferentes para o MDNBR. 

Além da W-3 , pode ser mencionada a correlação EPRI 
(Reddy and Fighetti, 1983), sendo esta última adotada na forma 
inicialmente concebida ou com a modificação sugerida por Pei et 
ai. (1986), a qual será aqui chamada de EPRI_MOD. 

A utilização destas correlações exige o preciso conhecimento 
das condições térmicas e hidráulicas locais do refrigerante, nas 
condições operacionais do elemento combustível. A obtenção 
destas condições locais é, usualmente. feita através de programas 



computacionais de projeto que utilizam a técnica conhecida como 
"análise de subcaoais". Entre os programas adotados se 
encontram os programas da linha COBRA (Rowe, 1971 e 
Stewart et ai, 1977), os quais tem sido adotados de forma 
generalizada, e os da linha THINC (Chelemer et ai., 1967), de 
propriedade da Westinghouse. 

Embora as correlações mencionadas sejam utilizadas para 
escoamento em feixes de varetas, tratam-se de correlações de 
largo espectro, isto é. estas correlações procuram abranger uma 
faixa larga de dados geométricos e operacionais, utilizados em 
experimentos em seções de testes. Assim sendo, os desvios­
padrão, mencionados na literatura para estas correlações. foram 
estabelecidos para uma faixa bastante larga de condições 
operacionais e geométricas. Para faixas mais estreitas e 
particulares de condições de operação, tais desvios poderão ser 
maiores ou menores que os valores fornecidos. Além disso, a 
média da razão entre o FCC experimental e o FCC fornecido pela 
correlação pode não ser a unidade. Desta forma .. ao se 
desenvolver um projeto especifico de reator, toma-se necessário 
verificar a aplicabilidade delas para faixas estreitas e especificas 
de parâmetros de interesse. Esta verificação está vinculada à 
comparação de suas predições. obtidas com o programa de 
subcanais adotado para o projeto, com o maior volume possível 
de corridas experimentais. na faixa de dados geométricos e 
operacionais para os quais elas se destinam. 

Utilizando-se os dados experimentais referentes a reatores do 
tipo PWR, disponíveis em Reddy and Fighetti ( 1982), foi 
desenvolvido um banco de dados (Carajilescov et ai. 1994a,b) e 
um sistema de análise de FCC. conforme descrito em 
Caraji lescov et ai, ( 1994c), com o objetivo de faci litar a tar~fa do 
usuário. tendo em vista que a validação de uma dada correlação 
de FCC envolve diversas atividades tediosas. Tabela I apresenta 
dados gerais sobre as informações contidas no Banco de Dados. 

TABELA I. Informações gerais sobre o Banco de Dados 

PARÂMETROS TOTAL 
Fabricantes 7 
Tipos de seções transversais. STRAD 19 
Tipos de aquecimento axial. ST AXI 16 
Número de seções de testes 210 
Número de corridas 10790 

·----

Tabela 2 apresenta a faixa de valores dos parâmetros 
geométricos e operacionais referentes aos ensaios tabelados no 
Banco de Dados. 

TABELA 2. Faixa de valores dos parâmetros 

PARÂMETRO VALOR VALOR 
MÍNIMO MÁXIMO 

Diâmetro das varetas. mm 8,81 14,30 
Passo do feixe. mm 12,60 18,75 
Comprimento aquecido, m 0,76 4,27 

Fluxo de massa, kg/s/m2 34 6046 

Pressão, MPa 1,3 17,0 

Temperatura de entrada, oc 
lO 342 

-

O número de corridas em função do fluxo de massa da água, 
para todo o conjunto de dados. é apresentado na Figura 1. Desta 
figura. pode-se observar que o número de pontos experimentais. 
disponível para se validar uma correlação de FCC. para reatores 
PWR com fluxo de massa no núcleo abaixo de 800 kg/s/m2 (0.58 
Mlbm/hr/ft2

) , do tipo sendo desenvolvido no país, é reduzido 
comparado com o número total de pontos utilizado no 
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estabelecimento das correlações de largo espectro, como, por 
exemplo . a correlação EPRI. 
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Figura I. Histograma do número de corridas em função do fluxo 
de massa (I Mlbmlhr/ft2

= 1356 kg!s/m2
) 

O presente trabalho consiste, inicialmente, na seleção de 
dados experimentais. disponíveis no Banco de Dados 
desenvolvido, em uma faixa de valores operacionais típicos de 
reatores PWR de baixo fluxo de massa. As condições 
geométricas e operacionais dos casos selecionados são utilizadas 
para a simulação do fluxo crítico de calor, utilizando o programa 
COBRA-IV-I, considerando-se as correlações W-3 , EPRI e 
EPRI_MOD. Finalmente, é feita uma comparação entre os dados 
experimentais e o valores previstos pelas diversas correlações. 

ANÁLISE DOS CASOS 

Tabela 3 apresenta a faixa de valores de parâmetros 
geométricos e operacionais em tomo de dos parâmetros nominais 
típicos do reator considerado. 

TABELA 3. Faixas típicas de parâmetros do reator considerado 

PARÂMETROS MÍNIMO MÁXIMO 
Diâmetro da vareta, mm 8,81 14,30 
Passo entre as varetas, mm 12,60 18,75 
Pressãu, MPa 1,3 17,0 

Fluxo de massa, kg/s/m2 34 950 

Temperatura de entrada, °C 150 342 

Com exceção das faixas de valores para fluxo de massa e 
temperatura de entrada do refrigerante, os demais parâmetros 
representam todos os valores disponíveis no Banco de Dados. 

Para estas condições, foram obtidos os casos apresentados na 
Tabela 4. 

TABELA 4. Casos selecionados para análise. 

Tipos de casos Número de Observações 
corridas 

a 532 Aquecimento uniforme, 
sem parede fria 

b 65 Aquecimento uniforme, 
com parede fria 

c 15 Aquecimento não uniforme, 
sem parede fria 



Caso a: Aquecimento uniforme. sem parede fria 

Os resultados da análise com as correlações são 
apresentados nas Figs. 2. 3 e 4. comparados com os valores 
experimentais do fluxo critico de calor. 
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Destas figuras , pode-se observar que: 

• nas condições operacionais de fluxo de massa e temperatura 
de entrada, no local de ocorrência de FCC, o título 
termodinâmico local será, geralmente, elevado, fazendo com 
que a correlação W-3 não seja apropriada. Esta situação pode 
ser observada com clareza na Fig. 5, onde se verifica que a 
correlação W-3 fornece resultados razoáveis para baixos 
valores do título local, com os resultados se tomando cada 
vez mais discrepantes à medida que o título local vai 
aumentando; 

• para muitos dos casos selecionados, a correlação W-3 
forneceu valores absurdos, os quais foram descartados; 

• as correlações EPRJ e EPRI _ MOD fornecem resultados 
satisfatórios para a faixa de parâmetros selecionada, com a 
correlação EPRJ gerando resultados ligeiramente mais 
conservadores do que a versão modificada. 

Com base nas observações do desempenho inadequado da 
correlação W-3, a mesma não foi utilizada na análise dos demais 
casos (b e c) considerados. 
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A modificação da correlação EPRJ, sugerida por Pei et ai 
(1986). implica na divisão do MDNBR, dado pela correlação 
original, pelo fator 

F, = 1,0305-0,3647 X, (6) 

o qual leva em consideração o efeito do título local, X., no 
MDNBR. Na faixa dos parâmetros considerada, esta 
dependência do MDNBR, dado pela correlação EPRJ, com o 
título local não foi observada claramente, conforme pode ser 
observado na Fig. 6. Por outro lado, pode-se observar que esta 
modificação faz com que a média da razão entre os valores 
experimentais e os valores teóricos se aproxime da unidade, 
embora com um ligeiro aumento no desvio padrão do 
espalhamento dos dados, conforme mostrado na Tabela 5. 

TABELA 5. Parâmetros estatísticos da razão q"oNB.Exrlq"oNn,coR 
para aquecimento uniforme, sem varetas frias. 

Correlação No.Pontos Média Desvio Padrão 

EPRJ 532 1,131 0,149 
EPRJ MOD 532 1,005 0,153 
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correlação EPRl. 

Obsrvou-se. também, a influência do fluxo de massa no 
MDNBR. mostrada na Fig. 7. Verifica-se que o aumento do 
fluxo de massa tende a fazer com que a correlação EPRJ gere 
menores valores do MDNBR. No entanto, o reduzido número de 
pontos experimentais, para baixos valores do fluxo de massa, 
impede a correta consideração desta influência. Por outro lado, 
foi observado que a modificação de Pei faz com que estas 
distorções tendam a se agravar. 
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Caso b: Aquecimento uniforme, com a presença de varetas frias 

Os resultados são apresentados na Fig.8. Neste caso, pode se 
observar que os valores de fluxo crítico de calor, fornecidos 
pelas correlações EPRJ e EPRJ_ MOD são, de forma geral , 
superiores que os valores experit'nentais observados. Os 
parâmetros estatísticos desta comparação são mostrados na 
Tabela 6. 

TABELA 6. Parâmetros estatísticos da razão q"oNB. EX I'/q''oNH.COR 
para aquecimento uniforme, com varetas frias. 

Correlação No.Pontos Média Desvio Padrão 

EPRI 65 1,370 0.195 
EPRI MOD 65 - L_ 1,283-L_ 0,20J __ 

Estes resultados demonstram que o "'Fator de Parede Fria'", 
utilizado nestas correlações para corrigir o efeito provocado pela 
presenta de varetas sem aquecimento elétrico, nas seções de 
testes utilizadas nos ensaios. não corrige adequadamente o valor 
do fluxo crítico de calor, na faixa de parâmetros considerada . 
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Caso c: Aquecimento não uniforme, sem varetas frias 

O número de corridas experimentais, existente no Banco de 
Dados, é extremamente reduzido para este caso. Os resultados 
obtidos são apresentados na Fig. 9. 
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Os parâmetros estatísticos desta comparação são mostrados 
na Tabela 7. 

TABELA 7. Parâmetros estatísticos da razão q"oNB.EXI'/q"oNB.COR 
para aquecimento não uniforme, sem varetas frias. 

. 
Correlação No. Pontos Média Desvio Padrão 

EPRI 15 U60 0,160 
EPRI MOD 15 1,062 0,228 

Observe que não houve alterações sensível na média e no 
desvio padrão observados no caso de aquecimento uniforme, 
demonstrando que o "'Fator de Aquecimento Não-Uniforme'', 
utilizado nas correlações. tende a corrigir o fluxo crítico de calor. 
adequadamente. para este efeito. 

Tabela 8 apresenta os parâmetros estatísticos do 
espalhamento dos dados experimentais, em relação aos valores 
teóricos. fornecidos pelas correlações. considerando-se todos os 
pontos experimentais disponíveis. envolvendo os casos a, b e c. 



TABELA 8. Parâmetros estatísticos da razão q"oNu.ExP/q"oNu.coR 
para todos os casos analisados. 

Correlação No. Pontos Média Desvio Padrão Limite del 
MDNBR 

EPRI 612 1,157 0,171 1,143 
EPRI MOD 612 1,036 0,182 1,359 

Os resultados apresentados demonstram que, na faixa de 
parâmetros analisada, a correlação EPRI fornece valores 
conservadores para o fluxo crítico de calor. isto é, os valores 
fornecidos pela correlação são, de maneira geral, menores do que 
aqueles observados nos experimentos. No entanto, apesar deste 
desvio sistemático da média, o desvio padrão do espalhamento 
dos dados experimentais é menor do que aquele fomecido pela 
correlação EPRI_ MOD. Este fato fica mais evidente se os 
valores da razão q"DNU.EXP/q"DNB.COR forem normalizados para 
que sua média seja unitária, o que corresponde a se introduzir 
um fator multiplicativo nas correlações EPRI e EPRI_MOD 
equivalentes às médias observadas. Neste caso. o desvio padrão, 
apresentado pela correlação.EPRI, será igual a 0,148. enquanto a 
correlação EPRI _ MOD fomecerá um desvio padrão de O. 176. 
Ainda, utilizando-se as correlações com os fatore::; mencionados. 
os limites de MDNBR serão iguais a I ,323 e 1 ,409, 
respectivamente. 

CONCLUSÕES 

Considerando-se a análise de fluxo crítico de calor, efetuada 
para os casos de reatares PWR com baixo fluxo de massa no 
núcleo, envolvendo seções de testes com aquecimento uniforme, 
sem e com a presença de varetas frias, foram obtidas as seguintes 
conduções: 
• para a obtenção de tluxo crítico de calor. na maioria dos 

casos experimentais, tomou-se necessária a utilização de 
título termodinâmico local do escoamento elevado, sendo 
acima da faixa de validade da correlação W-3; 

• com tais títulos termodinâmicos elevados, a correlação W-3 
se mostrou inadequada para a utilização no projeto 
termohidráulico deste tipo de rcator; 

• a razão q''DNil.Exrlq''oNIJ.COR, fornecida pela correlação EPRI, 
apresentou menor espalhamento dos dados, embora seu valor 
médio tenha apresentado um desvio em relação à unidade; 

• a correção de Pei et ai., para a correlação EPRI, gerando a 
correlação EPRI _ MOD. corrige o desvio do valor médio da 
razão q"DNB.ExP/q"nNu,coR , porém provoca um aumento do 
espalhamento, estabelecido através do valor do desvio 
padrão; 

• o fator de correção para aquecimento não uniforme das 
varetas, na correlação EPRI, não provoca alterações sensíveis 
nas simulações, tanto no valor médio, quanto no desvio 
padrão. 

Finalmente. convém salientar que o limite de MDNBR 
apresentado não representa o MDNBR de projeto, a ser utilizado 
pelo projetista. Para o estabelecimento do MDNBR de projeto, 
deve-se levar em consideração as incertezas associadas com a 
obtenção do valor local nominal do fluxo crítico de calor. 
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SUMMARY 

The major li mil in the thermalhydraulic design of water cooled 
reactors consists in the occurrence of critica/ heat jlux, which is 
verified by correlation of large range of validity. ln the present 
work, the major design correlations were analyzed, through 
comparisons with experimental data, for •Jtilization in PWR with 
low mass jlux in the core. The results show that the EPRI 
correlation, with modifications, gives conservative results, from 
the safety point of view, with lower data spreading, being lhe 
mos/ indicated for the reactor thermal design. 
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Summary 

The integral transform technique is used to calculate the temperature field in a one dimensional slab 
subjected to time varying boundary conditions. Then a least squares procedure is used to estimate the 
thermal diffusivity from internal temperature variations. This methodology is applied to experimental data. 
The results show the feasibility of sue h an approach r o determine thermal diffusivity of solid. 

NOMENCLATURE 

fi functional temperature 
L length, m 
M number time step 
N number of measurements 
T temperature, K 
T0 initial temperature, K 
T max maximal temperature, K 
t dimensional time, s 
tmax dimensional maximal time, s 
x dimensional coordinate, m 

Symbol Greek 

q 

thermal diffusivity, m/s2 

dimensionless thermal diffusivity 
dimensionless temperature 

Superscripts 

* dimensionless variables 
order for the derivative 

This work concems the identification of the thermal 
diffusivity of an opaque homogenous isotropic solid. The 
method is developed first, then lhe experimental set-up used to 
validate lhe identification process is described and the results of 
the identification are discussed. 

ANALYSIS 

The case of a one dimensional transient regime is considered. 
lt is supposed that a minimum of three temperature histories, 
((t), are knnwn at different locations within the slab, xi, i = I, 2, 
.. .. ... ,n as shown figure L The heat propagation process is 
govemed by the linear heat diffusion equation in the one 
dimensional x coordinate system : 

I dT(x,t) 
in O :5: x ~L, t >O (I) 

a êlt 

---+ 
---+ o L 
~ r--------.Jr---------;+ X 

Subscript ---+ x/ 

j measurement location 
k current time step 

INTRODUCTION 

The increasing used of numerical methods to predict the 
thermal behavior of systems necessitate the knowledge of many 
thermal parameters. Among these, the thermal diffusivity of 
solids is one of the most frequently needed. Consequently, there 
are many works devoted to the direct measurements or to the 
development of inverse methods to determine thermal 
diffusivity. For example, Polezhaev and Narozhnyi (1973), 
Omelchenko and Pchelkina ( 1975), Serra and ai. (1983), 
Degiovanni and Laurent (1986), Amazouz and ai. (1987), 
Raynaud and ai. ( 1989) and Tervola (1989) have ali used 
different techniques. 

t UFPBILES/DTM 
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Figure I. 

The initial and boundary conditions necessary to solve 
equation (I) should be known. The temperature histories 
measured at x1 and Xn can be used as boundary conditions unless 
the temperature on the real boundaries are known. We assume 
that the temperature in the slab is initially constant : 

T(x,O) = T0 0:5:x:5:L (2) 

and we use the measured temperatures at x1 and Xn as boundary 
conditions : 

(3) 



T(xn,l) = fn(t) 

The following dimensionless variables are introduced : 

a·= L2 

lmax 

a+- a· 
a 

* • a t 
t =--

L2 

,I; 
* X 

X 
L 

lmax 

e= T(x,t) -T0 

Tmax -To ' 

rtco.r*) = ftCxt,tl-To 
Tmax -To ' 

f~(l , t•) = fn(X 0 ,t) -To 
Tmax -To ' 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(li) 

note that O :<::; t* :<::; I. This will be useful !ater for fitting the 

r; and f~ function by a 4th order polynomial. ln dimensionless 

form the equations I to 4 are now : 

a 2ecx*.t*) + aecx*,t*) 
? =a--. in O:<::; x' :<::;I , t'>O (12) 

dX •- dl 

initial condition 

ecx* ,O)=O o:-::; X.:-::; I (13) 

boundary conditions : 

eco,t') = r;ct) (14) 

e(l , t') = f~(t) ( 15) 

then the solution is splited into a fictitious steady-state problem 

* * for e 5 (X ,t ) : 

• *) a2e,(x ,t =o 
.2 

dX 

boundary conditions : 

o:-::; X. :-::;I (16) 

e
5
(0,r') = r;(t•) (17) 

es(l,t') = f~(t*) (18) 

and to a homogeneous problem for eh (x.' t.) given by 
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* * a2ehc//) =a+aeh(x .. t) +escx",t*) 
.2 dt dx 

inO~x':<;;l,t">O 

with the initial condition : 

eh(x ·,O) =o 0 :<::;X* :<::; 1 

and with the following boundary conditions : 

ehco, t·l =o 

eh(I,r·l =o 

( 19) 

(20) 

(21) 

(22) 

then, the solution for the original problem ( 12 - 15) is 
determined from: 

ecx'.r*) = e,(x.,t.) +eh(x.,t.) (23) 

The solution of the fictitious steady-state problem ( 16 - 18) 
is given by Incropera and Witt ( 1.981) : 

** ** [** **]* e 5 (X ,t )=ft(t )+ f0 (t )-ft(l) X (24) 

The proccdures of the integral transform technique 
described by bzisik and Mikhailov (1984) are used in thc 
solution of thc homogeneous problem ( 19 - 22), thus, we have : 

• 2 
~ * t (mrr) . • 

• • ~ sin(mn x ) I · - .-<1 -t l . · 
eh(x ,I ) = 2 .L.... m7t (-l)'e a fn(l )dt 

.i=l o 
• 2 

oo * t (mn) . . 

L sin(m7t x ) I - .-<1 -t l · · 
- 2 c a r, ( t )dt 

mn 
j=l o 

(25) 

The solution e ex' ,t') of the original problem is obtained by 

introducing equations (25) and (24) into equation (23). ,We find: 

ecx',t') = r;cr')+[f~(t')-f;(t')]x* + 

• t' ( jrr)' . • 
~ . (. ) --( t -t ) 

+22;SIOJ7tX J<-l)iea• fn(t)dt 
j=l J1t o 

(26) 

~ . . * t' (jrr) ' (t .-t.) 
-2 L sm(J7t x ) J e a • f1 (t )dt 

j=l J1t o 

This solution satisfies the boundary condition functions f 1(t') 
and fn(t') at x*=O and x*=l, respectively. 

* * e 5 (x , t ) is called fictitiOUS stcady-state since it does not 

correspond to a real stcady-state problem. lt is only the solution 
of the steady-state heat diffusion equation at a particular time t*, 
i.e., when the temperatures at x1 and Xn have particular values. 
This splitting technique is used rather than applying thc integral 
transform tcchnique directly to Eq. 12 (lordanov, 1984). since it 
leads to a solution (Eq. 26) which involves series that always 
converge well. 



However, in arder to calculate the temperature distribution 
from Eq. 26, analytical expression of the two boundary 

condition histories are needed. The function r; and f~ must be 

continuous since their derivatives are involved in Eq. 26. 
Moreover, the two integrais are calculated by parts which 
necessitate the knowledge of higher order derivatives. 
Practically, the number of integration by part is dane until the 
highest non continuous derivative is reached. ln our case, a 4th 
arder polynomial is used to fit the experimental data. 

The equation above allows to calculate the temperature 
within the slab at any time. lt is evidently a function of the 
solid's thermal diffusivity. The identification problem is then 
solved by minimizing the difference over the whole time domain 
between the measured temperature at severa( internal points and 
the calculated temperature at the sarne points. Herein, the least 
square procedure is used : 

(27) 

where 6(a' ) is the calculated temperature at the sarne location 
and time than the measured ones. The calculation of the 
derivative used to find the minimum of Eq. (27) leads to a 
transcendental equation and the bisection method is used to find 
the roots. 

EXPERIMENTAL SET-UP 

The experimental set-up has been designed to obtain a one­
dimensional heat transfer. The sketch of the set-up is shown 
figure 2. It consists of a parallelepipedic specimen made of 
PMMA. Its thickness, E=l5.01 mm, is small compared with the 
other dimensions ( 140 x 140 mm). The specimen is placed 
between two brass plates whose temperatures are regulated by 
two circulation of water. A heat-guard also made of PMMA 
surrounds the specimen but there is a 2 mm thick air layer 
between the specimen and the guard to minimize thc 
circunferential heat tosses. With such a guard and the thickness 
to width ratio, the heat transfer is one-dimensional within the 
specimen thickness. 

5 
3 

li I 
11 

2 
4 

6 

Figure 2- Experimental set-up 
( I - specimen, 2- guard, 3 and 4 - brass plate, 5 and 6-

controlled flow of water). 

Five 0.08 mm in diameter chromel-alumel thermocouples 
have been placed within the specimen at 2.49 , 4.75 , 7.41, 9.79 
and 12.52 mm from the top surface. These thermocouples have 
been stretched in a polyethylene mold where the PMMA has 
been poured. The contact between the thermocouple and the 
PMMA is after polymerization very good. The thermal 
resistance can be neglected. Moreover, the perturbation of the 
thermocouples on the heat transfer distribution within the 
specimen is negligible since they are very thin and placed as 
shown figure 3. The sensor locations were measured after 
polymerization with an enlarged X-ray photography. The 
uncertainty on the thermocouple location is 0.1 mm. Every 
thermocouple was calibrated over the temperature range of the 
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experiments. A Keithley 705 multiplexer and a Keithley 181 
nanovo1tmeter (resolution 0.1 mV on the 20 mV range) 
connected to a PC are used to record the thermocouple signals. 

:~r __ · ·_. _· ._ 
Figure 3 - The sensor locations. 

EXPERIMENTAL RESUL TS 

The experiment starts at steady state when the spccimen 
temperature is uniform, i.e., the temperatures of the two watcr 
flow do not differ more than 0.2 K. Then the water temperatures 
are varied and the temperature are recorded every I O s. Thc 
temperature histories at the five thermocouple locations are 
shown figure 4. The JJUality of the measurements is excellcnt 
since the noise is less than 0.4 mV, i.e. , less than 0.01 K. 
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Figure 4 : Measured temperatures. 

The fitting procedure is dane on the dimensionless variables. 
Since it was difficult to fit with a good accuracy the temperature 
history of the last thermocouple (because the temperature is 
constant for O < t < 120 s) the thermocouple at x= 2.49 and x= 
9.79 mm are used as boundary conditions. Then with the 
notation used in this paper, n=4, x1= 0.0, x2 = 2.26, x3 = 4.92 
and x4=7.30 mm. Similarly, the first five time measurcments 
which correspond to steady state are not used to estimate the 
thermal diffusivity. This is in fact not important at ali since thcse 
measurements do not contain any information on the therma1 
diffusivity (the temperature is constant). The time domain of 
interest is 5 < t < 500 s. Thus there are 2 x 45 measurements to 
estimate the thermal diffusivity. The ratio of number of 
measurements to number of parameter to be identified is thus 
90, which large enough to justify the use of a least square 
procedure. Figure 5 shows in dimension1ess form, the 
temperature variations at X~o x2, x3 and x4, and the two 
polynomia1s used to fit the temperature varbtions at x 1 and x4. 
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Figure 5 : Dimensionless temperature histories. 

The results of the identification are summarized table 1. 
Three cases have been tested. ln the first one, only temperature 
history measured at x2 is used to determine the thermal 
diffusivity. ln the second one, this is the temperature at x3 which 
is used and in the third one, both temperature measurements are 
used. The results are in good agreement since there is a J .7% 
difference between the values estimated by cases I ano 2. 
Nevertheless, it is important to examine the residuais, i.e., the 
difference between the measured temperature and the 
temperature calculated with the model. These residuais are 
shown figure 6 for case 3. ldeally, the residual should oscillate 
around zero and should not be correlated. This is not the case 
here which indicate that the thermal analytical model does not 
correspond exactly to the reality. 

Table I : Estimation of the thermal diffusivity. 

case 1 2 3 
thermal 

diffusivity o.I634 w-6 0.1662 10'6 0.1643 10'6 
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Figure 6 : Residuais at the two measurement locations. 

500 

What is called sequential estimation can be a1so used to 
appreciate the quality of the model. This procedure uses one 
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measurement at a time to determine the parameter. The 
parameter being a constant, the results of the identification when 
1, 2, ... , M time measurements are used should lead to the sarne 
value. If it is not the case, then it indicates that there is a conflict 
between the measurements and the model. The thermal 
diffusivity estimated by using the measurements at x2 and x3 for 
3 time domains are given table 2. There is only a 1.5% decrease 
of the identified thermal diffusivity when the measurements for 
300 < t < 500 are added to the previous one which shows that 
the model is not too far from the reality. 

Table 2 : intluence of the time domain on the identification. 

Thus it is believed that the litting procedure which was limited 
to a 4th order polynomial is responsible for the correlated and 
large residuais. This can be improved by increasing the order of 
the polynomial or by using another type of function to fit the 
data. This will be done as well as other experiments in the 
future. 

CONCLUSIONS 

An analytical method has been used to calculate the 
temperature field in a one dimensional slab subjected to time 
varying boundary conditions. Then a least squares procedure 
was used to estimate the thermal diffusivity from internal 
temperature variations. This methodology was applied to 
experimental data. The resu1ts were not perfect but showed the 
feasibility of such an approach to determine thermal diffusivity 
of solid. The thermal diffusivity estimated from this one single 
experiment is in agreement with the va1ues found in literature 
for this type of material. However, the method still need to be 
improved. The advantage of such an approach is the 
computational time which very small compared to the one that 
would be necessary if a numerical solution was used to calculate 
the slab internal temperature. 
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SUMARIO 

lê:\· te trabalho tem como objetivo a determinação da difusividade e condutividade térmicas efetivas do 
umcum (Bixa Orellana L), em regime transitório, utilizando a solução analítica das equações do regime 
regular. Foi observado que a temperatura exerce pouca influência nesse parâmetro. Com relação ao 
efeito da umidade , quanto maior a umidade , maior é a condwividade térmica. 

INTRODUÇÃO 

O Brasil tem se destacado como maior produtor mundial de uru­
cum (Bixa Orellana L. ) c de seus derivados. As condições climáti­
cas favorecem o cultivo dessa cultura, cujo principal interesse eco­
nómico e o de possuir em suas sementes alto teor de substâncias 
corantes. Seu cultivo tem sido impulsionado pela crescente proibi­
ção na utilização de corantes sintéticos, considerados canceríge­
nos, nas indústrias de alimentos como também de cosméticos. Em 
seu beneficiamento, se não for feito em condições apropriadas, ha­
verá a perda do seu principal corante, a bixina, que acarretará na 
sua desvalorização económica. 

A secagem do urucum é realizada para que a semente possa ser 
armazenada cm boas condições, evitando-se o desenvolvimento de 
fungos e microorganismos, além de evitar a exposição descontro­
lada a luz e calor. que é o que acontece quando o grão é seco natu­
ralmente, favorecendo a degradação da bixina nma vez que essa 
secagem natural ocorre em camadas expostas ao sol e portanto 
sem controle adequado. 

No projeto de equipamentos de transferência de calor, é neces­
sário o conhecimento das propriedades térmicas dos produtos en­
volvidos. O valor da condutividade térmica é um parâmetro fun­
damental para qualquer processo témuco, tanto no que diz respeito 
ao dimensionamento de equipamentos, sua otimização e conserva­
ção de energia, quanto à caracterização de substâncias. Se consti­
tui numa importante propriedade de transporte (Pictrobom ct ai. , 
I 987) c é fortemente dependente da água contida no material 
(Swcat & Haugh. 197 4 ). 

A determinação de propriedades térmicas apresenta grandes 
dificuldades (Silva & Alsina, I 9')5 ). Os métodos existentes po­
dem ser divididos cm dois grupos : os de regime permanente, 
onde o flu:xo de calor que passa através do corpo permanece cons- . 
tante cm magnitude c direção c o campo de temperatura é esta­
cionário, e os de regime transitório. No regime permanente. 
Gubulin ( 1984) estudou a condutividade térmica aparente para 
materiais sólidos como arenito. caldreo, brita. Silva & Alsina 
(1987) determinaram a condutividade térmica na estagnação 
para o sistema ar/feijão pelo método de perfil radial em regime 
permanente. São experimentos com longa duração e feitos com 
aparelhos de medida muito complexos (Luikov, 1966). Pela 
simplificação experimental, muitos experimentos são realizados 
e m regime transitório. dentre os quais citam-se os trabalhos de 
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Silva & Alsina (1995), Corrêa & Freire (1987), Pictrobon ct ai. 
( 1987) etc. Neste trabalho, foram realizados experimentos no re­
gime transitório, em que há aquecimento do material. Foi conside­
rado que a transferência de calor se dá em uma fase pseudo­
homogênea, ou seja, que a fase sólida c a fase fluida são uma única 
pseudo-fase e que a temperatura dessa fase é homogênca. O valor 
da condutividade térmica estimado é considerado efetivo entre o 
sólido e o fluido (Freire & Gubulin, 1986). 

Em geometria cilíndrica, considerando fluxo de calor apenas na 
direção radial e desprezando-se a resistência térmica do material 
que constitui a célula de medida, o balanço de energia em regime 
transitório é dado por: 

c1T = a~~( 
ilt r c1 r 

c'lT ) 
r-

Dr 
( I ) 

cujas condições inicial e de contorno são: 

C. L ( 2) 

cT 
I r ~o ( 3 ) C.C.l: o 

il r 

aT 
C.C.2. K - I FR = h ( T(R , l) - Tx: ) ( 4) ar 

A solução, mostrada em Luikov ( 1966 ). para essas condições 
limites é: 

-/at __ n_ 

R2 
( 5) 

Que pode ser ainda representada como: 

"' T-T I --"'- = A . 10 (Ji .r/R) e xp 
To- Too n n 

( 6) 

n=t 

O valor da raiz característica sucessiva 1-1; , mostrado em 
tabelas por Luikov (1966), é sempre maior do que o valor que a 



precede. isto é: 

111 < 11z < 113 < · · <11n 

Observando que !ln 2 é um expoente da curva exponencial, o 
valor da !>éric descrita na equação 2.16, para tempo suficientemen­
te longo, será pequeno em comparação com o valor do primeiro 
lermo. Por causa disso, a estimativa do valor da condutividade 
térmica, tomando-se só esse primeiro termo da equação 2. 16, não 
apresentará erros consideráveis, podendo ser escrita: 

2 
T-T -~ at 
--""- = A1.J0( 111.r/ R) cxp -- ( 7) 
To T"" R2 

A mudança de temperatura com o tempo será descrita por uma 
curva exponencial simples e se diz que se desenvolve o regime re­
gular:. 

MATERIAL E MÉTODOS 

Material Utilizado. O material utilizado para o estudo da seca­
gem cm camada fina, em leito fixo, foi o urucum da região nordes­
te. As propriedades tisicas dos grãos estão representados na tabe­
la I. 

Tabela I -Propriedades físicas de grãos de urucum. 

PROPRIEDADE 

Esfericidade cp (%) 

Densidade do Sólido 
p, (g/cmJ 

Diâmetro dp (cm) 

Capacidade Calorifica 
Cps (cal/g0 C) 

VN .OR 

69.7 

1.487 

0.346 

051 3 

Porosidade do leito. E(% ) 55.0 

Fonte: Silva (1991 ) 

MÉTOIX) DE OETERMINAÇAO 

Picnometria de ar 

Esfera de igual volume 

Misturas calorimétricas 

Picnometria de ar 

Equipamentos. O sistema utilizado para obtenção dos dados 
de aquecimento de urucum para cálculo da condutividade é 
mostrado na figura I . Consiste de uma coluna cilíndrica de 
17.80 cm de diâmetro e 60 cm de altura. Possui uma seção 
transversal tronco-cônica com esferas de vidro que funciona 
como um distribuidor de ar. Consiste ainda de um compressor 
radiaL rotâmetro, aquecedor de ar elétrico. chaves scleioras para 
termoparcs, controlador de temperatura c um milivoltímetro 
como auxiliar nas medições das temperatura de entrada c saída. 

Çélula de medida de condutividade. A cé lula de medida 
descrita na figura 2, consiste de um cilindro de alumínio, com 
diâmetro de 6 cm c altura de 24.7 cm. com espessura de pa­
rede suficientemente fina . de t ai modo que se possa desprezar a 
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resistência térmica da mesma. As extremidades são fechadas com 
borrachas isolantes, e numa das extremidades a borracha apresen­
ta dois orilicios : um no centro c outro na metade do raio. para in­
serção dos termopares de ferro-constantan . A célula de medida 
possui ainda alças de sustentação que permitem sua introdução 
na câmara de secagem para obtenção dos dados experimentais. 
Após a estabilização da temperatura do ar de aquecimento, a cé­
lula de medida , ja cheia de grãos e com os termopares inseridos, 
é colocada cuidadosamente na coluna de aquecimento e de 2 e 2 
minutos são lidas as temperaturas dos dois tcrmoparcs, para 
construção do gráfico de evolução da temperatura no tempo. 

' L - _...J_ - --1 

A Compressor 
B Rotâmetro 
C Aquecedor 
D Coluna 
E Chave seletora 
F Milivoltímetro 
G Controlador de temperatura 
H Registrador 

Figura I - Esquema dos equipamentos 

c~/ . / 
B 

A · Termopares 
B- Borracha isol•nte 

C- Cilindro de alumínio 

Figura 3 - Célula de medida de condutiúdade 

A ) 

~ 

Para obtenção dos ,·alores da condutividade térmica foram 
seguidas as seguintes etapas : 
I - Construção do gráfico (ln T* versus t ). c aplicação de rc­
!,'TCssão linear dos pontos para ambas as curvas do gráfico na 
região de regime regular. 
2- Observando a equação 7. temos : 

- /" a = inclinação 
R2 

( 8) 

ln (AI"J 0( 111.r/R)) = intcrsecão ( 9) 

2. I - Quando r/R = 0.0. ou s«ia. a medida no centro da célula. 
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temos: 

Ln A1 =intersecção (lO) 

2.1.a- Com o valor de A 1 • a partir das raízes características tabe­
ladas por Luikov ( 1966 ). calcula-se Bi 1 c daí se cncont1 a J.-11 . 

2.1.b- Com o valor de J.-11 . encontra-se a partir da equação H . o 
valor da difusividadc térmica cfctiva a 1 . 

2.1 .c- Sabendo-se que : 

(II) 

se pôde calcular a condutividade térmica cfctiva Ka 1 entre o meio 
sólido c o fluido. 

Para cálculo das condutividades térmicas cfetivas. foram utili­
zados os valores de capacidade calorífica c densidade aparentes 
correlacionadas pelas seguintes fórmulas, respectivamente: 

(12) 

( 13) 

2.2 - quando r/R= 0,5, ou seja, a medida de temperatura se dá na 
metade do raio da célula, a obtenção de A 1 e consequentemente 
J.-11 se faz de forma intcrativa, de tal modo que a diferença dos va­
lores de J..ll proposto e calculado seja menor que uma tolerância 
pré-fixada. A partir daí , se calcula a2 c Ka2 como descrito nos 
ítens 2.1 .b c 2.1 .c. 

Essas etapas podem ser resumidas no algoritmo proposto por 
Silva e Alsina ( 1995 ), apresentado na figura 4. 

Saída dos Resultados I 

Figura 4 - Algoritmo para determinação da condutividade 
térmica 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Foram realizadas experiências na célula de condutividade nas 
temperaturas de 65"C, 75"C e HO"C, para determinação da condu­
tividade térmica cfetiva do urucum. A vazão do ar de aquecimento 
na coluna foi de 200 m3/h em todos os ensaios. 
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Para cálculo da condutividade. foram feitos gráficos de ln de T* 
versus tempo como mostra a figura 5: 

0,2 

o •• + • 
-0,2 

f:_ 
-0,4 

.s -0,6 

-0,8 

-1 

+ 
• • 

• t 

• 

• r/R=0.5 

: r/R=O.O 

+ 
• + 

• 
-1,2 '------~----· ---~-------~--__j 

o 5 10 15 20 25 30 35 

tempo (min) 

Figura 5 - Evolução da temperatura de aquecimento do urucum -
Exp. O I (T, = H0°C) 

Tanto as curvas para as temperaturas medidas no centro como 
as medidas tomadas na metade do raio apresentam uma região de 
regime regular bem definida .. como mostrado na figura 6. Nela. 
podemos constatar um bom aJuste do modelo, com coeficiente de 
correlação 0,99 e desvios padrões menores que 0,2. 

0,2 

o c •• + • + •r/R=0.5 
-0,2 • + 

• I r/R=O.O 

f:_ 
-0,4 • t 

.s -0,6 • 
-0,8 + 

• + 
-1 • 

-1,2 
o 5 10 15 20 25 30 

tempo (min) 

Figura 6- Aplicação de regressão linear na região de regime re 
guiar Exp. O I - T"' = 80°C 

35 

As curvas obtidas para as outras temperaturas apresentaram 
comportamento semelhante. De acordo com o método de identifi­
cação paramétrica de trabalho descrito na figura 4, foi determinada 
a condutividade térmica efetiva do urucum. 

Para a análise da reprodutibilidade dos resultados obtidos, fo­
ram realizados três experimentos na temperatura de 80°C, na 
mesma vazão de 200m3/h . A umidade inicial dos grãos nos expe­
rimentos estavam na faixa de 15%. Os resultados se encontram na 
tabela 2: 

Ensaio a1. 107 az. 107 
Ka1. 101 

(m2/s) (m2/s) (W/m.''C) 

01 1,98 2.12 

02 2,00 2.01 2.05 

1 determinado a partir de medidas em r/R=O.O 
2 determinado a partir de medidas cm r/R=0.5 

K.z. 101 

W/m.°C) 

2.06 

Pode-se observar que os resultados foram bem reproduzidos, 
tendo cm vista a complexidade do modelocmprcgado. O desvio 
médio na condutividade térmica entre os dois expcri-



mcntos, com medidas de temperatura no centro do cilindro (r/R 
=0,0), foi na ordem de 1%. Quando se compara os resultados dos 
experimentos realizados com medidas na metade do raio 
(r/R=0,5), observa-se que esse desvio sobe para 7,4%, no primeiro 
experimento. A explicação para essa diferença se deve ao fato de 
que quando se está enchendo a célula de medida com os grãos, ou 
mesmo quando se vai inserir a célula na coluna de aquecimento, os 
tcrmoparcs tendem a se deslocar no interior da célula. Isso leva a 
erros de medida c, conseqüentemente, a erros de cálculo, o que 
provoca desvios entre os valores. Considerando-se que os erros 
são maiores nas medidas feitas com o tcm10par na metade do raio, 
pode-se concluir que essa medida é menos confiável, o que nos le­
vou a desconsiderá-la, sem prejuízo para o cálculo da condutivida­
de térmica do material cm estudo. 

Para o estudo do efeito da temperatura na condutividade térmi­
ca efctiva do urucum, foram feitos experimentos nos quais a tem­
peratura do ar variou de (,Q"C a 80°C, com umidade inicial dos 
grãos cm tomo de 15%. Os resultados são mostrados na figura 7: 
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Figura 7 - Efeito da temperatura do ar na condutividade térmi­
ca - U =o 15'Yo 

Como se pode observar, a temperatura tem influência na con­
dutividade térmica efetiva do urucum, dentro da faixa de tempera­
tura observada, aumentando com o aumento da temperatura, atin­
gindo um máximo em tomo de 75"C c decaindo após isso. Uma 
possível explicação para a presença do máximo é que poderia es­
tar relacionado com o fato de que, a altas temperaturas, uma fração 
importante do conteúdo de água no interior do grão se encontra na 
form.:t de vapor. 

Para se observar o efeito da umidade dos grãos na condutivi­
dade térmica cfetiva do urucum. foram feitos experimentos com 
umidades variando de OJ 7% b.s. até 18.5% b.s .. O resultado é 
mostrado na figura!! . 

fJ.J .----------------------, 

I II I ' 21l 

Umidade inicial b.s. (0 o) 

Figura 8- Variação da condutividade térmica efctiva do uru­
cum com umidade. 
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Se pode concluir que há uma tendência de aumento da condu­
tividade com o aumento da umidade dos grãos, dentro da faixa de 
temperatura observada. que foi de (,0 a 80°C. Resultados seme­
lhantes se encontram cm Brookcr ct ai. ( 197 4) para outros grãos e 
Silva & Alsina ( 1987), para feijão. 

CONCLUSÕES 

Os experimentos realizados, como também o modelo proposto 
para cálculo da condutividade térmica, tiveram boa reprodutibili­
dade, principalmente nas medidas feitas no termopar central na 
célula de medida. 

A condutividade aumenta com o aumento da temperatura, 
dentro da faixa de (,0 a 75"C. A partir de 75°C. há um decréscimo 
devido provavelmente á vaporização parcial da água no interior do 
grão. 

A condutividade térmica é influenciada pela umidade dos 
grãos, havendo . dentro da faixa observada, uma tendência de au­
mento da condutividade aparente com o aumento da umidade. 

SIMBOLOGIA 

E - Porosidade do leito de urucum (%) 
a.- Difusividadc térmica efetiva (m 2 Is) 
a., - Difusividade térmica cfctiva para r/R= 0.0 (m I s) 
a.2 - Difusividadc térmica cfctiva para r/R= 0.5 (m I s) 
Pr- Densidade do ar ( Kg!m·1 

) 

p, - Densidade real do urucum ( Kg/m3 
) 

Psa - Densidade aparente do urucum ( Kg/m3 
) 

111 - Raiz característica da equação 
J.ln- Raizes característica da equação 
An- Parâmetro da equação 2.21 
Bi - Número de Biot 
Cp.- Capacidade calorífica aparente do sólido (cal/g°C) 
Cpr- Capacidade calorífica do ar (cal/g°C) 
Cps -Capacidade calorífica dos grãos (callg°C) 
h -Coeficiente de troca térmica (W/m2 °C) 
Jo - Função de Bcssel de ordem zero 
J 1 - Função de Bessel de primeira ordem 
K. -Condutividade térmica cfctiva (W /m0 C} 
K.1 -Condutividade térmica cfc!iva para r/R= 0.0 (W/m°C) 
K.2- Condutividade térmica efctiva para r/R= 0.5 (W/m0 C) 
r - Vetor radial da célula (m) 
R - Raio da célula de medida (m) 
t -Tempo (min) 
T- Temperatura variável (°C) 
L - Temperatura do fluido de aquecimento (°C) 
T*- Relação de temperaturas (T-T.,.)/(To- L) 

To- Temperatura inicial do grão (0 C} 
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ABSTRACT 

The objective of this work is to dctennine the thennal conduc­
tivity of annatto seeds (Bixa Orellana L.). Transient regime was 
used and the analitical solution in the regular regime to calculate 
the apparent thennal diffusivity and conductivity. It was observed 
that temperature influences these properties: the thennal conduc­
tivity increases with temperature in the range 60 to 75°C and with 
the moisture content between 12 and 18%. 
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RESUMO 
Apresenta-se neste trabalho um método para a determinação simultânea da condutividade térmica, À., e da 
difusividade térmica, a. de materiais não metálicos, usando-se somente dados experimentais provenientes de 
uma face de acesso. A estimação de a baseia-se na adoção de um modelo térmico unidimensional de um meio 
submetido a um fluxo de calor transiente na superfície frontal e isolado na superfície oposta. Os mesmos 
dados experimentais das evoluções de fluxo de calor e temperatura na superfície frontal são usados para a 
obtenção de À.. Nesse caso, o modelo térmico usado é o de um meio semi-infinito. Para isso, estima-se 
também, um parâmetro definido como efusividade térmica, ( b = .JajÀ.) 

Introdução 

A medição de propriedades térmicas em meios já 
construídos requer algumas condições restritivas do ponto de 
vista do desenvolvimento de técnicas experimentais. Nesse caso, 
um requisito básico deve ser a característica não destrutiva do 
método . Em outras palavras qualquer inserção de sensores de 
medição deve ser evitada. Outra restrição reside no próprio 
acesso às superfícies do meio. Ou seja, a maioria dos meios 
existentes (e.g., edificações), tem normalmente apenas uma 
su~rfície de trabalho. Assim a excitação térmica para o 
esta»elecimento do problema térmico e, ainda, as aquisições de 
dados experimentais só devem se realizar em uma superfície. 

A maioria das técnicas experimentais existentes para a 
•obtenção simultânea de À. e a usam sensores no interior do meio 
ou em duas superfícies. Técnicas experimentais que usam dados 
oriundos de uma superfície somente permitem em sua maioria a 
obtenção de apenas uma propriedade térmica. Cita-se como 
exemplo, a medição da difusividade térmica pelo método Flash 
(Parker at all, 1961 ), ou a medição de b = .JU/À.. definido por 

alguns autores como efusividade térmica (Log, 1993). A obtenção 
simultânea de À. e a usando somente uma superfície de acesso é o 
objetivo e a principal contribuição desse trabalho. 

Qualquer método que determine parâmetros físicos deve 
propor um modelo teórico. Esse modelo, por sua vez, deve ser 
simulado experimentalmente com a maior fidelidade possível. 
Como os parâmetros físicos investigados são as propriedades 
térmicas À. e a de um meio ou amostra, o modelo térmico deve 
ser tal que contemple a equação da difusão de calor transiente e 
que permita o conhecimento a cada instante do fluxo de calor e 
da temperatura na superfície de medição. 

Devido às grandes espessuras dos meios in situ (meios já 
construídos), duas hipóteses surgem naturalmente: i) meio 
semi-infinito, ii) meio finito, com espessura L e isolado na face 
oposta ao acesso. O uso desses dois modelos físicos a partir de 
um mesmo conjunto de dados experimentais é a principal 
novidade da metodologia proposta nesse trabalho. Assim, para a 
obtenção das propriedades térmicas, dois domínios de cálculo são 
usados. Inicialmente usa-se o domínio da freqüência no modelo 
semi-infinito (Guimarães et al, 1995) para a obtenção do 

(*) O Eng. Sandra M.M.L. Silva é alua/mente aluno de doutorado do 
Curso de P,G. em Enf?. Mec. da Univ. Fed. Uberlândia. 
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parâmetro, b, e o domínio do tempo para a obtenção de a O 
conhecimento desses parâmetros permite, por sua vez, a 
determinação de À.. 

Fundamentos teóricos e simulação experimental 

O desenvolvimento do método será apresentado em duas 
fases separadamente. Inicialmente a abordagem do conjunto de 
sinais de fluxo de calor e temperatura na superfície de uma 
amostra de Polythene de 300x300x50 mm é feita através de um 
modelo semi-infinito, no domínio da freqüência. O resultado 
desse procedimento é a obtenção do parâmetro ( b = .fã/À.) . 
Posteriormente, o mesmo conjunto de dados (fluxo de calor e 
temperatura) são tratados, diferentemente, 'no domínio do tempo , 
resultando na estimação da difusividade térmica. 

Observa-se, entretanto, que os dados experimentais usados 
nesse trabalho são simulados numericamente. Para isso , impõe-se 
uma evolução típica de fluxo de calor, <j>1 (t) - usualmente obtida 
por efeito Joule através de resistência elétrica (Guimarães, 
1993) - na amostra. A solução da equação da difusão de calor, 
considerando-se a amostra finita e isolada é usada para a 
obtenção da temperatura experimental simulada, y1(t), ou seja 

Y1 (t) = T(O,t) + E(t) (1) 

onde E(t) é uma função erro aleatório que simula as incertezas 
presentes numa medição experimental. Salienta-se, assim, que o 
valor de E(t) situa-se na região de incerteza -0,25K<E(t)<0,25K, 
normalmente encontradas em medições de temperatura através do 
uso de sensores como termopares. 

A equação que define T(O,t) bem como a implicação do 
uso de y1(t) indistintamente nos modelos finito e semi-infinito são 
apresentadas nas próximas seções. 

Cumpre-se, ainda, observar que o êxito da técnica de 
estimação proposta é estabelecido se diferentes valores iniciais de 
b (modelo semi-infinito) e a (modelo finito) no processo de 
estimação convergirem aos valores exatos de b e a da amostra de 
Polythene. Assim, a curva experimental simulada, Y1(t), é obtida a 



partir da solução da equação da difusão, da geometria da amostra, 
da evolução do fluxo de calor imposto e das propriedades térmicas 
da amostra previamente fixadas. 

Modelo semi·infinito 

O problema térmico, como dito anteriormente, é formulado 
a partir da imposição de um fluxo de calor na superfície frontal 
da amostra (Figura 1 a). 

entrada, <!>1 

~~ 
T .r. om•••• ----) 

oc 

saída, T1 

a) Modelo térmico b) Sistema dinâmico 

Figura 1 - Modelo proposto para estimação de b 

O modelo físico nesse caso é o de um meio semi-infinito, 
homogêneo com propriedades constantes, sujeito a evoluçãÔ do 
fluxo de calor (cf>1) e a conseqüente evolução da temperatura (T1) 

na superfície de acesso (x=O). Esse modelo pode ser representado 
pela equação da difusão de calor. 

a 2e 1 a e 
ax2 =-;:;aí 

com as suas respectivas condições de contorno 

e(o, t)=T1(t)-T0 = e1(t) 

e(x,t)l =0 
x~~ 

ael '(O,t)=-À-h =<Pt(t) 
x=O 

e condição inicial 

e(x,O)=O 

onde 9 é definido por 

9(x, t) = T(x, t)- To· 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Aplicando a transformada de Laplace t,x ~ p,x nas Eqs. (2)-(6), 
obtém-se: 

e1 1 

~=i.JPiã 
(8) 

onde 

81=8(0,p) e <ll1=<ll{O,p) sendo que 9 e <ll são, respectivamente, 

a temperatura e o fluxo de calor no plano transformado p-x. 
Dessa forma o problema é reduzido a urna análise de sistema tipo 
entrada/saída com entrada X, definida por 
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X(p)=<l>t (9) 

e saída Y, definida por 

Y(p)=01 (10) 

A Figura 1 b apresenta o modelo dinâmico equivalente. 
Assim, usando-se as Eqs (8) - ( 1 O) define-se urna Impedância de 
entrada corno sendo 

.ra 1 - __!:_ 
Z(p)=-:;:· JP- JP (11) 

Obtém-se a inversa Z(t)= [z(p)r1 
usando-se as 

propriedades da transformada de Laplace (Abramovitz e Stegun, 
1968). 

b 
Ze(t)= fi! (12) 

Nesse ponto o método de estimação de parâmetros (Beck e 
Blackwell, 1990), pode ser aplicado no domínio do tempo . Nesse 
caso À e a seriam estimados através da minimização do quadrado 
da diferença entre os valores teóricos e experimentais de Z(t). 
Este método, no entanto, é de difícil execução devido ao baixo 
valor da impedância de entrada. 

Uma solução desse problema é a transformação do estado 
das variáveis para o domínio da freqüência (f), ou seja, a 
obtenção de Z(f). Para isso dois caminhos podem ser seguidos . 
Primeiro, a variável p pode ser simplesmente trocada na Eq. ( 11) 
pelo parâmetro complexo U2nf), onde /=-1. De outra forma, 
pode-se obter Z(f) aplicando-se a transformada de Fourier em 
Z(t). A escolha do último procedimento se deve às características 
de Z(f) . Corno a função resposta em freqüência é uma quantidade 
complexa ela pode ser convenientemente colocada em termos do 
módulo e da fa~e . Nesse sentido, a aplicação da transformada de 
Fourier é o caminho mais rápido para a separação desses termos. 
Assim, 

00 

Z(f)= Jz(t)e-j 2 1tf 1 dt 

o 
(13) 

Nesse caso o valor de b = .fã./À- será o melhor valor no qual se 

minimiza a função 

N 2 

s1= I. (jze(fk)Hzt(fk~) 
k=l 

( 14) 

onde jzeud e jz1 (fk ~ são, respectivamente, os valores discretos 

teóricos e experimentais do módulo de Z. O índice k corresponde 
a freqüência discreta f e Nf é o número total de amostragem de 
Z. Por simplicidade na notação a freqüência /k será substituída 
por f nas próxima5 seções. 

Identificação da impedância de entrada teórica, Z 1(f) 

Substituindo a Eq.(12) na Eq. (13) tem-se 

Z1 (f)=~ J e-j21tft 

fit 0+TJ~dt 
(15) 



f 

onde os intervalos variam de (O+ 11) ~ t ~ oo, sendo 11 um 

infinitésimo. Nesse caso o valor de tempo tendendo a infinito é 
T= 6379,00s que é o tempo total de medição. 

Integrando numericamente a Eq. (15) obtém-se 

1 ..[2; · { erf(.} j21tf T )- erf( ~ j2m: (O+ 11))) 
izt (f)l = 2 1t..j"J7 · 

(16) 
onde eif é a função erro definida como (Abramowitz & Segun, 
1968) 

2 t 2 
erf(t)= C J e-x dx 

"V1t o 
(17) 

Identificação da impedância de entrada experimental, Z.(f) 

A saída Y(t) pode também ser computada pela integral de 
convolução 

Y(t) = J Ze('t)X (t -'t) d't 
o 

(18) 

onde X ( t -'t) é o sinal de entrada com uma dafasagem de tempo 

't. Observa-se que se o sistema é linear com parâmetros 
constantes e fisicamente realizável Ze ('t) = O para 't < O (Bendat 

& Pierson, 1986). 

Usando o teorema de convolução (Bendat & Pierson, 
1986), a impedância de entrada Ze (f) pode ser identificada no 

domínio da freqüência 

Ze(f)= Y(f)/X(f) (19) 

onde Y(f) e X(f) são a saída e a entrada respectivamente, no 
plano transformado f. Seus valores são encontrados aplicando-se 
a transformada de Fourier nos sinais de X(t) = <PJ (t) e 

Y(t)=91 (t). Uma vez que os dados X(t) e Y(t) são valores 

discretos as transformadas de Fourier são realizadas 
numericamente usando-se o algoritmo de Cooley-Tukey 
(Discrete Fast Fourier Transform) (Bendat & Pierson, 1986). 
Multiplicando-se a Eq. (19) pelo conjugado complexo de X(f), 
obtém-se 

* X (f) Y(f) 

* (20) 
X (f) X(f) 

onde Sxy é a densidade espectral cruzada de X(t) e Y(t) e Sxx é 
a densidade auto-espectral de X(t). A Eq.(20) é mais adequada 
para o cálculo de Z(f) devido à maior estabilidade no 
comportamento com a frequência das densidade~ espectrais. 

Estimação de b 

Como o módulo da resposta em freqüência é função apenas 
da efusividade térmica, minimiza-se a função minimos quadrados 
Smod , derivando-a em relação a b e igualando seu resultado a 
zero. Usando-se esse procedimento e aplicando a linearização de 
Gauss (Beck & Arnold, 1977) obtém-se a equação de recorrência 
para b, ou seja, 
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(21) 

onde X 1 é o coeficiente de sensibilidade de I Z t I , i é o inteiro 

i=1,2,3, ... , Nt o número de medições usadas na estimação e n o 
número de iterações. Observa-se que X 1 pode ser obtido 
tomando-se a derivada de I Z t I em relação a b., 

(22) 

Encerra-se o processo iterativo quando a diferença entre o 
valor atual e a o valor da última iteração for inferior a 0.0001. 

Análise de resultados na estimação de b 

As Figuras 2 e 3 apresentam sinais típicos de entrada e 
saída. A duração do tempo do aquecimento simulado foi de 
aproximadamente 120 segundos com um pulso de calor gerado da 
ordem de 60 V (DC). Foram tomados para cada experimento 
1024 pontos com um intervalo de medição de 6,243s. 

N 

E --~ 
>< 

3.0E+2 .....----.--~---.--------, 

, 
2.3E+2 

. 

1.5E+2 

7.5E+1 \ 

O.OE+O -f-,r-r-~+'1""'1".,....,+"1""'!'...,...,-+"1""'1'.._,...-l 
O.OE+O 1.6E+3 3.2E+3 4.8E+3 6.4E+3 

tempo [ s] 

Figura 2 - Perfil típico de um sinal de entrada, X(t) 

~ 2.0E+0 -t----.!1.---+----+---+----l 
>-

O. OE+O -t-,.......,-~-t-.......,--.--rl-...,.-,.....,...-.--f---T-~~ 
O.OOE+O 1.60E+3 3.2E+3 4.80E+3 6.40E+3 

tempo [ s] 

Figura 3 • Perfil típico de um sinal de saída, Y (t) 



A componente real da densidade espectral cruzada é 
mostrada na Figura 4. O gráfico apresenta valores médios da 
densidade usando-se 20 simulações de experimentos. Observa-se 
na Figura 4 que a densidade espectral cruzada torna-se 

desprezível para valores maiores que 1,6 x w-3 Hz. Dessa 
forma, a região de freqUência de interesse da impedância de 
entrada situa-se numa faixa inferior a esse valor. Este é um 
resultado importante, uma vez que estabelece o intervalo de 
amostragem e o número total de pontos interesse na freqUência. 

N 
E --s 
~ 
~ 

$(' 
U) 

l 

2.0E+4 ..,..------,..---,----.,.-----, 

1.5E+4 

1.0E+4 

5.0E+3 

O.OE+O l· .. • j · . 
O.OE+O S.OE-4 1.6E-3 2.4E-3 3.2E-3 

f [ Hz 1 
Figura 4 - Componente real da densidade espectral cruzada 

Os valores experimentais e estimados do w-'.rJulo da 
impedância de entrada é apresentado na Figura 5. 

1.2E-1 . estimada I 
9.0E-2 

o simulada J 
~ 

~ -- I 

"' E 6.0E-2 
;:..:: 
~ 

- ., 
N 

3.0E-2 o . 
o . 
o~ ~r 

~~~()~i] p -tOJ J;J J;J J;J ( ~ ~!( 

O.OE+O . 
•' 

O.OE+O 1.0E-3 2.0E-3 
f [ Hz 1 

3.0E-3 

I 

I 

4.0E-3 

Figura 5 - Módulo da impedância de entrada, Z 

A efusividade térmica para a amostra de polythene foi 

estimada em b=l ,1610-03 ± 3.25% [m2 K w· 1 s" 112
], avaliada a 

uma temperatura média de 302K. Os valores iniciais para o 
processo de estimação variaram entre l ,Oxl0-02 < b0 <l,Oxl0-01 

[m2K w·I s·ll2] . 

A partir do conhecimento da efusividade térmica e de um 
novo tratamento nos :sinais da evolução do fluxo de calor e da 
temperatura, agora no domínio do tempo é possível a estimação 
da difusividade térmica e consequentemente a determinação da 
condutividade térmica. Este procedimento é apresentado na 
próxima seção. 
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Modelo finito 

Resta portanto, como proposto, a obtenção da difusividade 
térmica. Entretanto, a estimação de a a partir do modelo serni­
infinito é de difícil execução uma vez que À. e a são diretamente 
proporcionais à impedância. Nesse caso, À. e a não poderiam ser 
estimados simultaneamente, já que segundo os critérios de 
identificação (Beck e Arnold, 1977) os coeficientes de 
sensibilidade definidos a partir da impedância e dos parâmetros 
(À. e a) seriam linearmente dependentes. 

Uma solução para esse problema seria o estabelecimento de 
um modelo teórico que contemplasse a difusividade térmica 
como a única variável dependente desconhecida. Observa-se, 
todavia, que esse modelo deve simular de forma satisfatória o 
comportamento experimental do fluxo de calor e das 
temperaturas superficiais usados no modelo anterior (semi­
inifinito ). 

Ocorre que o comportamento térmico superficial de um 
meio finito, de espessura L, sob certas condições de tempo pode 
ser considerado idêntico ao de um meio semi-infinito (Becket ali, 
1992) . Ainda, esse comportamento tende a ser o mesmo quanto 
maior a espessura do meio e menor o tempo de difusão de calor. 
Assim, a adoção do modelo finitD e isolado na face oposta ao 
aquecimento, considerando-se a espessura do material e terripo de 
difusão, é o procedimento proposto para a obtenção da 
difusividade térmica. 

Uma simulação prévia em relação à espessura e o tempo de 
difusão de calor para diversos tipos de materiais deve, portanto, 
ser feita an tes da elaboração do projeto experimental. Nesse 
trabalho , uma simulação da evolução da temperatura superficial 
considerando-se os modelos finito e semi-infinito para diversas 
espessuras em relação ao material investigado é apresentado. 
Seus resultados , todavia, são mostrados em seção seguinte 
(Figura 8). 

A Figura 6 apresenta o modelo proposto . uma amostra 
homogênea de espessura L e temperatura inicial T0 sujeita a um 
fluxo de calqr transiente e unidimensional, 11>t (t), num instante 
t = O na superfície frontal e isolada na superfície oposta. 

TI (t) 

l)> 1 (t) lr-
amostra 

isolado 

Figura 6 -.Amostra sujeita a uma evolução de um fluxo de calor 

Sob essas condições, o problema térmico pode ser escrito por 

a 2T I a T 

ax2 =~a~ 

sujeito as condições de contorno 

À. -aTI =IIIJ(t) 
- dx. x=O 

dT I =0 
a X x=L 

( 23 ) 

( 24) 

( 25) 

~ 
' • i 
i 
< 
j 
i 

i 
~ 

1 
~ 

''!! 
lo : 
' ·,~ 

·~ 



e à condição inicial 

T(x,O)=To (26) 

Identificação da temperatura teórica, T(O,t) 

A solução do problema dado pelas Eqs. (23)-(26) pode ser 
obtida através do uso da de funções de Green (Lima e Silva, 
1995). Nesse caso, T(O,t) pode ser escrito como sendo, 

(27) 

onde ~m são os autovalores definidos por Pm = m7t/L, com 
m=1,2,3 ... =. Observa-se na Equação (26) que a forma de cf11(t) 
deve ser conhecida para que as integrais envolvida~ possam ser 
resolvidas analiticamente . Nesse caso, a evolução do fluxo de 
calor, (Figura 2), permite uma aproximação polinomial secionada 
de 5a ordem, com uma correlação de 0.999 (Lima e Silva, 1995). 

Observa-se ainda, da Eq.(27), que a temperatura na 
superfície frontal T1(t) é função exclusiva de a, uma vez 
conhecido o valor de b . Assim, analogamente à efusividade 
térmica, estima-se a através da técnica de estimação de 
parâmetros . Entretanto, a minimização se dá nesse caso, em 
relação à função mínimos quadrados S2 definida como, 

N 
S2 = L(Yl (i)- Tl (i))2 (28) 

i=l 
onde y1(i) representa a temperatura experimental e T1 (i) a 
temperatura calculada pelo modelo teórico, Eq. (27) e i o tempo 
discreto. De forma análoga a b, a equação de recorrência para a é 
dada por (Lima e Silva, 1995). 

i=l i= I 

onde X2 é o coeficiente de sensibilidade que é obtido 
derivando-se a temperatura em relação a a . 

(30) 
Identificação da temperatura experimental, y(i) 

Assim, a partir da T(O,t) dado pela Eq. (27) e da Eq.(l) 
obtém-se os dados experimentais da evolução de temperatura 
y1(t), na superfície. Salienta-se aqui, que os dados experimentais 
y1(t) são os mesmos usados na obtenção dos valores de 9(t) 
experimentais através da definição da Eq.(7), ou seja, 
9(t)=Yl(t)-T0 

Uma vez que a técnica de estimação de parâmetros é 
utilizada, torna-se interessante uma análise do comportamento do 
coeficiente de sensibilidade X2. A Figura 7 apresenta essa 
evolução . 
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Figura 7 - Coeficiente de sensibilidade, X2 

Observa-se que para a estimação de a os valores de X2 

aumentam com o tempo. Todavia, tempos muito grandes podem 
causar problemas quanto ao uso simultâneo dos dois modelos 
teóricos. Isso se deve à evolução da temperatura superficial de 
um meio finito desviar-se do modelo semi-infinito. Esse fato 
pode ser constatado através de uma simulação do comportamento 
térmico para os dois modelos. Apresenta-se essa simulação na 
Figura 8. 
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Figura 8 - Evolução das temperaturas experimentais simuladas 

Assim existe um intervalo de tempo de medição ótimo no 
qual as temperaturas experimentais deverr, ser tomadas. Todavia, 
nesse trabalho a otimização do tempo total de medição não foi 
tratada. O procedimento, nesse caso, foi usar os dados de 
temperatura e fluxo de calor adquiridos durante toda a medição. 

A Tabela 1 apresenta um processo típico de simulação para 
a estimação de a e a conseqüente determinação de Â.. Nesse 
caso, o valor de b usado no modelo é ':auele determinado no 
domínio da frequência, ou seja b= 1,161 o-o [m2 K w-1 s-112

]. 



Tabela 1 Processo de estimação de a e À para um experimento 
típico 

iterações a x10 7 [m21s] À x 101 [WimK] 
o 1,00 2,72370 
1 4,28542 5,63850 
2 2,46681 4,27795 
3 2,46681 4,27795 

Resultados da Estimação de a e À para a Amostra de 
Polythene 

A amostra de polythene com espessura de 50 mm e área de 
30 x 30 cm2 apresenta o valor de difusividade térmica 
estimado e condutividade térmica calculada em 

a= 2,47530 X 1 0"7 m2 Is e Â. = 0.42853 w I m.K 

avaliados a uma temperatura média de 302K. Observa-se que 
os valores da condutividade térmica e difusividade térmica 
fixados para a obtenção das temperatura experimentais 
simuladas foram de 0,40 W I m.K e 2.3x10"07 Assim o valor 
de À estimado apresentou um desvio de 7,13% enquanto o 
encontrado para a difusividade térmica foi de 7,62 %. 
Observa-se ainda que a dispersão entre os valores estimados 
de Â. e a foram inferiores a 7%. 

Conclusão 

A união entre os domínios do tempo e da freqüência 
permitiram, a obtenção de Â. e a. A partir dos dados de fluxo de 
calor e temperatura fez-se um tratamento diferente para os dois 
domínios. Partiu-se da definição de um corpo semi-infinito com 
fluxo de calor imposto na superfície frontal, para a construção do 

modelo térmico a ser usado na determinação de b = Jfi /'A no 
domínio da freqüência. Um outro modelo térmico, um meio finito 
e isolado em x = L, foi adotado para a determinação de a no 
domínio do tempo. Seu uso deveu-se a possibilidade de se variar 
a espessura da amostra até a obtenção de uma solução, cujo perfil 
de temperatura na superfície frontal fosse idêntica ao perfil do 
modelo semi-infinito. A definição desta espessura permite então 
o uso simultâneo dos dados experimentais nos dois domínios. 
Salienta-se, que o valor de a é extremamente sensível à obtenção 
precisa do valor de h. Esse fato implica que a incerteza no valor 
de h, deve ser minimizada para que haja sucesso na estimação do 
parâmetro a. 
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ABSTRACT 

A new method for simultaneous determination of thermal 
conductivity, k, and diffusivity, a of the non-metalic materiais is 
presented. The use of experimental data from only one surface 
access is the main novelty of the technique . For the thermal 
diffusivity estimation an one-dimensional thermal model is used. 
A heat flux history is imposed at the frontal surface of a sample 
with the other surface isolated. The sarne experimental data are 
used to thermal conductivity determination. However, at this 
ca~e. the heat flux and temperature evolution at the frontal 
surface are used in a semi-infinite thermal model. ln this sense, 
the thermal effusivity is also estimated 
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SUMÁRIO 

No dimensionamento de processos térmicos, a obtenção das propriedades relativas aos alimentos 
processados é um grande problema. N'a literatura os parâmetros são normalmente aproximações, não 
refletindo as reais características do alimento. Dentre as propriedades térmicas dqs alimentos, a difusividade 
é a mais usual, pois é um parâmetro que relaciona diretamente outros (massa es/Jecifica, calor especifico e 
condutividade térmica) . O problema na determinação da dzfusividade térmica em produtos alimentícios é a 
heterogeneidade dos mesmos. A solução para. isto foi a implementação de um Aparelho de Dickerson, que é de 
fácil construção, operação e requer um tempo pequeno para aquisição de resultados. 

INTRODUÇÃO • 

A transferência de calor é o principal fenômeno de 
transferência utilizado nas operações unitárias da maioria dos 
processos de conservação de alimentos. O objetivo primordial do 
tratamento térmico nos alimentos é assegurar a destruição ou 
inativação dos organismos vivos capazes de deteriorá-los ou 
prejudicar a saúde do consumidor. Segundo Hersom e Hulland 
( 197 4 ), o tratamento térmico a ser adotado depende de diversos 
parâmetros e fatores. 

Um grande problema na determinação dos parâmetros 
térmicos na Engenharia de Alimentos é a heterogeneidade dos 
produtos. Devido a este fato, Dickerson e Read (I 975) 
confeccionaram um equipamento capaz de determinar a 
difusividade térmica destes produtos. 

Propriedades como a condutividade térmica, calor específico 
e massa específica desempenham um papel importante nas 
análises e projetas de equipamentos, relacionados com o 
processamento térmico de alimentos. Em situações onde a 
transferência de calor ocorre em estado transiente, isto é, há 
variação da temperatura com o tempo de processamento, a 
propriedade chamada difusividade térmica torna-se muito útil. 

O projeto aqui descrito, surgiu da dificuldade de serem 
encontrados na literatura os valores de determinadas propriedades 
necessárias aos cálculos pertinentes ao Processamento .Térmico 
de diferentes tipos de alimentos. Assunto este, estudado nas 
disciplinas de Engenharia Bioquímica do curso de Engenharia 
Química da Escola Politécnica da PUCRS. Surgiu, então, a 
necessidade de implementação de um Aparelho de Dickerson, 
pois este equipamento, como será descrito, é de fácil construção, 
operação e requer um tempo relativamente pequeno para 
obtenção de resultados. 

DIFUSIVIDADE TÉRMICA 

Os componentes de uma mistura são parcialmente separados 
quando esta está sujeita a um gradiente de temperatura, 
recebendo o nome de difusão térmica ou termodifusão. Devido ao 
fato da termodifusão ser muito lenta em sólidos, sua 
aplicabilidade é mais estudada, portanto, em líquidos e gases, 

existindo na literatura mais de um milhão de referências à 
separação de misturas por este método (Perry e Chilton, 1982). 

Tais referências incluem-se nas seguintes categorias: 
• Experimentos em estágio simples: como a separação é muito 

pequena, tais experiências são realizadas com o único intuito 
da determinação da difusividade térmica, existindo métodos 
para a determinação em misturas líquidas e gasosas. 

• Experiências em coluna ou cascata: a mistura fluida é 
submetida a um gradiente de temperatura horizontal. Este 
dispositivo foi testado para verificação da teoria da coluna ou 
separaçflo de uma substância desejada. Também serve a 
mistmas líquidas e gasosas. 

• A capacidade que um determinado corpo possui de conduzir 
calor às suas moléculas adjacentes, servindo como uma 
medida da quantidade de calor absorvida a um dado gradiente 
de temperatura, pode ser definida como difusividade térmica. 
Teoricamente a difusividade térmica, de um determinado 

material , é expressa através da Eq. (I) que representa a relação 
entre a massa específica deste material (p), a condutividade 
térmica (k) e o calor específico (Cp) deste mesmo material. 

k a=--
p.Cp 

(I) 

Como pode ser visto, o cálculo da difusividade térmica pela 
Eq. (I) requer o conhecimento de outras três propriedades, o que 
torna sua utilizaçflo um tanto quanto restrita. Assim sendo, foram 
desenvolvidos alguns métodos para determin~çpo da 
condutividade térmica tais como: o método do aran\e quente 
(Vos, 1955), método transitório pelo qual a medida pode ser 
tomada em 
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õf =a(a'T + a'T + a'T) (2) 
at ax' ()y' az' 

I O minutos ou quem sabe o desenvolvimento do aparelho da 
condutividade térmica da chapa quente (Pelanne e Bradley, 1962) 
que revela somente uma medida de condutividade térmica, porém 
requer medidas simultâneas de massa específica e calor específico 
para permitir a evolução da difusividade térmica. 

Difusividade Térmica em Alimentos. O conhecimento da 
difusividade térmica de um alimento é de grande importância na 
previsão das curvas de aquecimento e resfriamento do seu 



processamento, como também na determinação da taxa de 
letalidade, que é um parâmetro relacionado com a morte ou 
inativação dos organismos presentes nos produtos alimentícios 
(Leonhardt et ai., 1983 ). 

Dickerson ( 1968), Hill et ai. ( 1967), Reidy ( 1968) e 
Woodman e Nowrey ( 1968) compilaram os dados exp.erimentais 
existentes na literatura para a condutividade té'rmica e a 
difusividade térmica de vários alimentos e produtos acabados. 

A difusividade térmica de um alime:::to é afetada pelo 
conteúdo t'le água, temperatura, composição química e 
bioquímica e também pela porosidade. Muitos produtos 
alimentícios são heterogêneos, acarretando em uma variação 
deste parâmetro de um ponto para outro no produto a ser 
analisado. 

Características tisicas inerentes aos alimentos fazem com que 
durante o tratamento térmico a condução de calor se dê em uma 
única direção (unidirecionalmente). Estes alimentos apresentam 
uma alta resistência térmica, pois seu "corpo" funciona como 
isolante entre o centro do próprio alimento e a fonte de calor. 
(onde a incidência de calor é menor.) 

APARELHO DE DICKERSON 

A falta de dados sobre as propriedades térmicas dos 
alimentos é um dos maiores obstáculos aos cálculos de 
processamento térmico . A difusividade térmi~ é uma destas 
propriedades e pode ser determinada, cm alimentos, de inúmeras 
maneiras. Os principais métodos de determinação desta 
propriedade foram descritos por Woodams and Nowrey ( 1968) e 
Qashou et ai ( 1970). Basicamente a difusividade térmica é 
determinada para alimentos, à partir da Eq. (I), ou do Aparelho 
de Dickerson (figura I) . 

::::::."--·1 ['"'--'(~ -- _:ic~:-

l iwk--~---~~" 

Figura I - Esquema de um Aparelho de Dickerson (Dickerson, 
1968) 

Esta segunda maneira de determinação da difusividade 
térmica é chamada de método di.-eto. Este equipamento é 
constituído basicamente de um banho termostático com água, 
onde se coloca um cilindro infinito (comprimento 
significativamente superior ao diâmetro). São utilizados também 
dois termopares, um fixo à superficie do cilindro medindo assim 
a temperatura da superficie (T,) que inicialmente é 
aproximadamente igual à temperatura do banho (Tb) e o outro 
encontra-se dentro do cilindro, onde é colocada a amostra, mais 
precisamente no centro, medindo assim a temperatura central 

(Tc)-
0 sistema, inicialmente em equilíbrio (Tb =Te), é submetido 

a um aquecimento constante. A partir deste momento são 
determinadas as temperaturas do banho e do centro do cilindro 
em tem~os pré-estabelecidos. Considera-se que a temperatura da 

1754 

superfície do cilifldro (onde encontra-se um dos termopares) 
aumenta igualmente com a temperatura do banho e a temperatura 
no centro do cilindro aumenta, também. porém com uma 
diferença temporal entre elas. 

A figura 2. apresenta o comportamento da temperatura do 
·banho e do centro do cilindro em função do tempo. 

l! 
; 
l! .. o. 
E 
$ 

-----·----·-----------------~--------

Temperatura do 
banho 

tempo 

Temperatura do 
centro 

Figura 2 - Relação tempo versus temperatura em um Aparelho de 
Dickerson 

A partir dos dados obtidos da figura 2, plota-sc a diferença 
das duas temperaturas (Tb e Te) em função do tempo. obtendo-se 
assim o gráfico apresentado na figura 3. Este segundo gráfico 
apresenta uma curva onde observa-se que posterior a um 

determinado tempo a diferença de temperatura (L'>T) se mantém 
constante. Este L'>T é chamado de diferença de temperatura no 

equilíbrio (L'> Teq)- O comportamento da curva na figura 3, é 
decorrente do fato de que no início do aquecimento do banho 
existirá uma lacuna temporal entre a superfície e o centro do 
cilindro, ou seja, o tempo necessário para observarmos a 
condução do calor da superficie ao centro do cilindro . 

A transferência de calor no sistema em estudo ocorre de 
forma transiente, isto é, os parâmetros em estudo variam com o 
tempo. A Eq. (2) representa este tipo de transferência. 

õT =a( a'T + a'T + a'T) 
at ax' ay' az' 

(2) 

Entretanto, como o volume de controle do sistema que 
compõe o Aparelho de Dickerson é um cilindro o uso da Eq (2) 
não é pertinente, pois esta representa um sistema cartesiano (x, y 
e z). Logo é necessária a transformação desta equação para 
coordenadas cilíndricas (r, 8 e z), obtendo-se a Eq. (3). 
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Figura 3 - Relação entre a diferença de temperatura entre o centro 
e a superficie do cilindro versus o tempo de operação do 

Aparelho de Dickerson 

Desconsiderando-se a temperatura graduada paralela ao eixo 
do cilindro e também levando-se em conta a falta de temperaturas 
diferentes ao redor da circunferência, tem-se que,: 

a'T a'T -=-=0 
az' ae' 

Logo: 

aT =a(a'T +_.!_ aT) 
at ar' r ar 

(4) 

(5) 

Considerando-se o D.Teq obtido da figura 3 e utilizando-se as 
seguintes condições de contorno: 

r= O 
r = R 

onde: r= variação da distância radial; 
R = raio do cilindro utilizado na confecção do Aparelho 

de Dickerson. 

obtém-se a Eq . (6): 

dT 4a(T,-TJ, 

dt R ' 
(6) 

Isolando-se a (difusividade térmica) da Eq. (6) chega-se à 
Eq. (7), que é a equação geral para o método direto de 
determinação deste parâmetro. 

(7) 

Comparando-se a Eq. (7) com a Eq. (I), nota-se que esta 
última necessita apenas poucos dados e estes, por sua vez são 
obtidos em um único experimento. 

MATERIAIS E MÉTODOS 

Este projeto, como já citado, está em fase de implementação, 
sendo que até o momento foram realizados apenas 5 ensaios para 
verificar a repetibilidade dos dados. Para isto foi utilizado como 
amostra: um creme de cenoura. 

A montagem do equipamento seguiu as especificações dadas 
por Dickerson ( 1965). As temperaturas foram registradas em 
função do tempo com o auxílio de um registrador especialmente 
calibrado para termopares de cobre-constantan. O meio de 
aquecimento empregado foi um banho com agitação suficiente 
para fornecer uma boa homogeneidade ao sistema. O cilindro foi 
construido em aço inox com diâmetro interno de 3 cm. 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

A tabela I apresenta os dados médios obtidos no 
experimento de padronização. Na última coluna da tabela está 
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representada a diferença entre as temperaturas do banho e do 
centro do cilindro. 

Tabela I - Parâmetros médios obtidos em um Aparelho de 
Dickerson 

tempo 
(minutos) 

o 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 

21,0 
29,4 
37,7 
46,2 
54,6 
63,.1 
71,5 
79,7 

21,0 
23,0 
26,2 
29,1 
37,5 
45,8 
54,3 
62,5 

Com os dados da tabela I, pode-se obter: 

D.Teq = 17,2 °C 
dT/dt = (79, 7-46,2)/(70-30) = 0,8375 °C/min 

0,0 
6,4 
11,5 
17,1 
17,1 
17,3 
17,2 
17,2 

Sabendo-se que R= I ,5 cm e aplicando-se a Eq. (7), calcula­
se a difusividade para o alimento em estudo: 

a= (0,8375.1 ,52)/(4.17,2) = 0,02738 cm2/min 

Comparando-se este valor com os dados encontrados na 
literatura (Leonhardt et ai., 1983) observa-se uma variação de 
34%. Conforme Dickerson (1975) o aparelho pode ser usado para 
determinar a difusividade térmica dos alimentos com exatidão de 
5%, e que os dados devem ser obtidos em um tempo máximo de 2 
horas de teste, sendo que o aparelho também detecta pontos de 
descontinuidade, assim como mudanças de estado. 

Em todos os 5 ensaios realizados, foi mantida a temperatura 
inicial do experimento (21 °C). O desvio máximo encontrado foi 
de 0,5 °C, o que ocorreu nos tempos de I O e 20 min. 

CONCLUSÃO 

Este projeto, como salientado anteriormente, está em fase de 
implementação, entretanto algumas observações importantes já 
foram realizadas. O ponto chave, desta fase , foi a confirmação da 
repetibilidade dos ensaios. 

Em relação às limitações e margens de erro, os pontos 
críticos são: o comprimento finito do cilindro, o transitório 
inicial , a razão constante de aquecimento (em função do fluxo de 
água), a diferença de temperatura através da parede do tubo de 
ditusividade, o alinhamento do centro do par termelétrico e a 
temperatura inicial da amostra. 

Atualmente, estamos elaborando um banco de dados com 
informações de difusividade térmica em diferentes alimentos, 
para posteriormente usarmos como parâmetro de calibração do 
equipamento. 

SUMMARY 

I n the project of thermal processes used in food industry, it is 
a great problem to obtain the properties related to the 
preservation of food. The parameters found in literature are 
usually aproaches and do not reflect the real traits of food. The 
diffusivity is the most common property among the thermal 



properties of food, because it is a stablished limit where density, 
specific heat and thermal conductivity are related. The problem in 
the determination of the thermal diffusivity in food products lies 
in the heterogeneousity of the latter. The solution for this was the 
implementation of a Dickerson apparatus, which is easy to be 
built up, operated and requires a rather short time for acquisition 
of results. 
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SUMMARY 

The aim of this work is to present a set of relations to calculate thermodynamic properties of ordina1y 
wa/er substance and their first partia/ derivatives over wide ranges of pressure and temperature. Starting 
from approximated equations for temperature and speciflc volume in function of pressure and speciflc 
enthalpy, ali the other most releva/li properties are evaluated on the basis of the /APS-84 formulation. 
Bridgman 's table. in conjunction with the /APS-84 formulation, is used to obtain the first partia/ derivatives 
of the thermodynamic properties. 

INTRODUCTION 

The solution of problerns related to the thermal-hydraulic 
design and analysis of boilers, steam turbines, heat exchangers, 
and any other thermal units requires the knowledge of the 
thermophysical properties of ordinary water substance over a 
wide range of parameters. 

Two formulations to calculate the thermodynamic properties 
of water and steam have been recommended in release form by 
the International Association for the Properties of Water and 
Steam (IAPWS): the IFC-67 formulation and the IAPS-84 
formulation . 

The IFC-67 formulation was ofticially adopted in 1967 by 
the lnternational Formulation Committee under the name "The 
1967 IFC Formulation for Industrial Use" . This formulation is 
divided into severa! subformulations. The subcritical water anu 
steam regions are separately described by means of Gibbs 
functions , which have pressure and temperature as independent 
variables. The supercritical regions are formulated in terms of 
Helmholtz functions, for which the specitic volume and 
temperature are chosen as lhe independent variables. 

Gi ven international recognition over nearly 30 years ago, 
the IFC-67 formulation is still in use today and constitutes the 
basis of steam tables used in many arcas of industry throughout 
the worlc . The well known 1967 ASME Steam Tables, prepared 
by Meyer et ai. ( 1968), and Properties of Water and Steam in SI­
Units, prepared by Schmidt ( 1981 ), are based on the IFC-6 7 
formulation. 

The lnternational Association for the Properties of Steam 
(IAPS), recently renamed IAPWS, replaced in 1984 the IFC-67 
formul ation by "The IAPS Formulation 1984 for the 
Thermodynamic Properties of Ordinary Watcr Substancc for 
Scicntilic and General Use", hcre abbreviated to IAPS-84 
formulation . A single Helmholtz-type cquation describes the 
thermodynamic properties over wide ranges of pressure and 
temperature, well beyond those of currcnt industrial intere.<!. 
Temperature and density are the independent variables of this 
formulation. The NBS/NRC Steam Tables, prepared by Haar, 
Gallagher and Keil ( 1984), uses the IAPS-84 formulation . 

Even though the calculation speed of computers has been 
increasing drastically in recent years, there is still needto develop 
faster algorithms to calculate the thermodynamic properties of' 
water and steam. Thi s applies mainly to computer codes for safety 
analysis and real-time simulations of large thermal units, such as 
water-cooled nuclear reactors. 
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Since tempcrature and density are rarely found as 
independent variables, iterative algorithms are required to a much 
greater extent with computing routines written on the basis of the 
IAPS-84 formulation. 

From the computer time viewpoint, thc IFC-67 formulation 
is more convenient than the IAPS-84 formulation , whcn the 
thermodynamic properties are to be evaluated as a function of 
pressure and temperature in the water and steam region s of 
primary industrial interest. ln this case, the remaining thermo­
dynamic properties are obtained by direct substitution of the 
values for pressure and temperature into the partia! derivativcs of 
the Gibbs functions . 

Besides (p, T), the pair pressure and specific enthalpy has 
also great importance as independent variables in innumerahle 
thermal-hydraulic simulations, specially for thosc problems in 
which the energy balance equation is solved in terms of specific 
enthalf.>Y· Because of this, a set of equations describing thc 
temperature and the specific volume of water and steam as a 
function of pressure and specific enthalpy have been developcd 
and are presented in this work. Such cquations are simple 
polynomials which reproduce the lnternational Skeleton Tables 
1985 (IAPWS, 1994) within acceptable tolerances. Knowing thc 
temperature and the specific volume (or density), the other 
thermodynamic properties are obtained from the IAPS-84 
formul ation. Furthermore, the present work is also intended lo 

presem a method to calculate the first partia! derivatives of 
thermodynamic properties by using the IAPS-84 formulation and 
the table for first partia! derivatives proposed by Bridgman 
(1914). 

Computing routines written in Fortran 77 language for 
Personal Computer are available from the author to calculate the 
thermqdynamic properties of water substance and their first 
partia! derivatives in the light of the formulations presented in 
this paper. 

SOME THERMODYNAMIC .RELATIONS FOR A PURE 
SUBSTANCE 

A pure substance is one that has a homogeneous and 
invariable chemical composition. lt may exist in more than one 
phase, but the chemical composition is the sarne in ali phases. 
Thus, liquid water and its steam, or a mixture of ice and liquid 
water are ali pure substances, once every phase has the sarne 
chemical composition. 



The properties of a pure substance are conveniently 
represented in terms of four functions: 

Specific internal energy, u 

Specific enthalpy, h= u + pv 

Specific free energy (Helmholtz function). f = u - Ts 

Specific free enthalpy (Gibbs function), g =h- Ts. 

Thermodynamic variables p, T , v, and s denote the pressure, 
absolute temperature, specific volume and specific entropy, 
respectively. Any one of the eight quantities p, v, T. u, h, s, f, and 
g may be expressed as a function of any two others. 

Maxwell Eguations. For a pure substance which undergoes 
an infinitesimal reversible process from one equilibrium state to 
another, fundamental thermodynamics provides the following 
differcntial equations: 

du = Tds- pdv 

dh == Tds + vdp 

df == -sdT- pdv 

dg == -sdT + vdp 

(I) 

(2) 

(3) 

(4) 

These four differential equations are exact differentials of the 
form 

dz == M(x , y)dx + N(x , y)dy 

where 

M == (~:) 
y 

and N = ( ~; l 
sincc the diffcrential of a function z(x,y) is given by 

dz == (~) dx + ( ê)z) dy . 
êJx Y ê)y x 

Partially differentiating M with respect to y and N with respect to 
x yields 

(aa~l a2 z 

àxày 
d (aN) a2

z 
an ~ Y == àyê)x 

Since the order of differentiation is immaterial , it follows that 

(aa~), ==(:t 

Thi s is known as the condition for an exact differential. 

Applying the propcrties of exact differentials to thc 
thermodynamic differential equations. Eqs. ( 1) to (4) , thc 
following relations may be obtained: 

I) For du = Tds- pdv 

T=(~~l p = -(~~} (~:), = -(~~l (5) 
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2) For dh = Tds + vdp 

T=(~:)r v== ( ~~ l ( ~; J == ( ~: ) p 
(6) 

3) For df = -sdT- pdv 

S = -(~~)v (ar) 
p =- dV T (as) = (ap) av T àT v 

(7) 

4) For dg == - sdT + vdp 

s = -( ~~ )p s == ( ~: l (~;)T == -(~; )p (8) 

The four equations on the right are known as the Maxwell 
equations for a pure substance. Maxwell's equations are 
enormously useful, because they provide relationships between 
measurable quantities and those which either cannot be measured 
orare difticult to measure. 

Specific Heat Capacities. The specific isochoric heat 
capacity, or specific heat at constam volume, is defined as 

c = (au) = ,.{ ~) 
v àT v ·~dTv 

(9) 

The definition of the specitic isobaric heat capacity, or 
specific heat at constant pressure, is 

Cp = (~~ )P =='~~ )p. (lO) 

An important relation involving c11 and c" which may be 
derived from specific entropy s = s(T.v), is given by 

c =c _ T (àp I êJT)2 
r v v 

(àp I êJv)T 
(11) 

Volume Expansivity and lsothermal Compressibility. The 
coefficient of volume expansion. also called the volume 
expansivity, is an indication of the change in volume that results 
from a change in temperature while the pressure remains 
constant. The definition of the volume cxpansivity is 

1 (av) ~=~ àT r. 
(12) 

The isothermal compressibility is an indication of the 
change in volume that results from a change in pressure while the 
temperature remains constant. The isothermal compressibility is 
defined by 

K =-~(~;l· (13) 

Clapeyron Eguation . ln the phase trans,itions - melting, 

vaporization, and sublimation - the pure substimce is converted 
reversibly , isothermally, and isobarically from an initial phase (i) 
to a final phase (t). During the phase transition, the pressure and 
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temperatu re rcmain constant whilc the entropy and specific 
volume change. Considering that the various pressures and 
temperatures at which a phase transition occurs obey a relation in 
whi ch p is a function of T only, the Maxwell relation given by 
Eq. (6) yields 

dp Sr -S; h 1 -h; 
- = --- = ---'---'--
dT v 1 - v ; T( v 1 - v ; ) ' 

( 14) 

since T(s1 - s,) = h1 - h;. This relation , known as Clapeyron's 
equat io n. applies to any change o f phase o r transition that can 
take place at constant pressure and conslant lemperature. 

ln the case of a phase lransition from saturated liquid to 
saturated vapor o f a pore substance, the Clapeyron equation may 
be written as 

(~~t, ( 15) 

where À = hg - hr is the latent heat of vaporization , and subscripts 
f and g denote the saturated liquid and saturated · vapor, 
respeclively . 

First Parti a! Derivatives . The table of Bridgman (1914), 
reproduced in Table I, is extremely useful when one desires to 
express ·.:._ in terms of cr· p, and K- the first parti a! derivatives of 
the eight most frequently used thermodynamic pro perties. namely 
p, T. v, u, h, s , f. and g. 

Because every first partia! derivative invo lves three different 
vari ab les, the permutations of the eight thermodynamic quantities 
yield a to tal of 336 (= 8x7x6) of such derivati ves. These 336 
dcrivatives are divided into groups idenlilied by the variable kept 
constant during differentiation . The propcrty enclosed in square 
brackets , [x). indicates that the respecti ve group of relations is 

either for él(y), or -él(x)y. Notice in general th at él(y), = -él(x)y· 
The Bridgman table does away with lhe need for tedious 

algebraic manipulation of thermodynamic relations. For instance, 
consider the problem of deriving the rclationship for the square 
sound velocity. Using Bridgman 's shorthand notation, the 
relat ion for this quantity may be written as 

The expressions for (élp), and (élv), are given on lhe third and 
fou rteen th !ines of Table I. Substituting the appropriatc 
expressions , it follows thal 

C K-P.~v. 
I' f-1 

The derivatives for the cocxisting phases of saturated liquid 
and saturated vapor are obtained by si mpl y introducing either lhe 
subscript f for saturated liquid o r the subscript g for saturated 
vapor into the equations for single-phase derivalives. Along lhe 
saturation line. thc vapor prcssure is a function of temperature 
onl y. A change dp in the vapor pressure that results from a 
change dT in temperature may be determined from the Clapeyron 
equation , Eq . ( 15), 

p' 
dp 

dT 
(16) 

1759 

T able I - Bridgman's table for first partia! derivatives. 

[p] (é!T)r = -(élph =I 

(élv)
11 

=-(élp)v =Pv 

(éls)r = - (élp) , =crI T 

(du)P = - (dp)" =c
11 

-Ppv 

(dh)p = -(dp) h =CP 

(()f)r = -(dp)1 = -s - l3pv 

(dg) r = -(dp )g = -s 

[TI (dvh = -(dT)v = Kv 

(ds)r = -(dT), = Pv 

(do h= -(dT)u = PTv- Kpv 

(dhh = -(dT)h =-v+ PTv 

(ofh = -'caT), = -Kpv 

(ogh = - (dT)t =-v 

[v] (ds)v =-(dv), =13 2 v2 -c
11
KviT 

(du)v = - (dv )u = P2Tv 2
- CPKV 

(dh)v = -(dv)h = j3 2Tv 2 -j3v 2
- CP KV 

(df)v = -(dV)1 = KSV 

(dg)v = -(dv)g = KSV -l3v 2 

[s) (du), =-(ds)u =13 2pv 2 - crKpviT 

(oh ), =-(ds)h =-crviT 

(df\ = - (ds) 1 = l3sv + l3 2pv 2 - c r Kpv I T 

(élg), = - (ds)g = psv- cr v I T 

[u] a , pz 2 (dh)u = -( u)h = ppv - +crKpv -crv- pTv 

(df)u =-(du)1 =PsTv+P 2pTv 2 -crKpv-Kpsv 

(dg)u = -(du)g = ppv 2 + l3sTv- c r v- Kpsv 

[h] (df) h =-(oh)1 =-(s+Ppv)(v-13Tv)-crKpv 

(dg)h = - (dh)g = l3sT v - (c r+ s)v 

[g] (()f)g = - (dg)1 = v(s + l3pv)- Kpsv 

EQUATIONS FOR THE THERMODYNAMIC PROPERTIES 
OF W ATER ANO STEAM 

IAPS-1984 Formulation. Values of thermodynamic 
properties of many substances listed in tables are in general 
calcul ated from fundamental analytic fun ctions which desc ribe 
the Gibbs function or the Helmholtz function. The Gibbs functi on 
is usually expressed in terms of the independenl variables 
pressure and temperature. The specific volume (or density) and 
te mperature are in general the independent variables of the 
Helmholtz function. Such fun ctions are derived from the fitt ing 
of theoretical models to selected ex perimental data. Knowing the 
Gibbs fu nction or the Helmholtz function of a pure substance, ali 
the other thermodynamic properties may be directly derived by 
parti a! differentiation of the fundamental function. 

The IAPS-1984 formulation (IAPS. 1984) describcs the 
thermodynamic properties of water and steam through a 
fund amental equation which expresses the Helmholtz free energy 
in terms of independent variables density and temperature. 



Ali equations in lhe IAPS-1984 formulation are presenteú in 
mm-dimensional form. Let the thermodynamic quantities be 
defined as follows: 

8= plp, 

1t = plp, 

e= Trr, 

X= vlv, = p,Jp = 118 

E= hl(v,p,) 

cr= sl(v,p,JT,) 

Ç = gl(v,p,) =E- eo 

'V= fi( v,p,) = Ç - 1tX 

dimensionless density 

dimensionless pressure 

dimensionless temperaturc 

dimensionless specific volume 

dimensionless specific enthalpy 

dimensionless specific entropy 

dimensionless free enthalpy 
(Gibbs function) 

úimensionless free energy 
(Helmholtz function) 

V alues for the reference constants are 

p, = 317.763 kglm3 p, = 22.11 Sx IOr' Pa T, = 647.27 K 

These three reference constants are close but not identical to th.: 
parameters of the criticai point. 

The fundamental equation may be written as 

where 

with 

'Jf(8, e)= 'Jf 0 (e) + 'Jf 1 (8, e)+ 'Jf 2 (8, e)+ 'Jf 3(8, e)+ 'V 4 (8, e) 

(17) 

I~ 

'1' 11 (e) = CA1 + A,e)ene +L A, e;-; 
i=J 

5 . 
'VI (8, 6) = 8L 8; (lle)'-2 

i=l 

[ ( 
8 ) I 30 I 69 ] 'Jf 2 (8,e) = K6 fn - ---+--

2 
-14y 

I- y 3(1- y) 6(1-y) 

J(, . . 
'I'J(8,e) =L D;(ll6t<• l (l-e-ko )n<•l 

!= I 

4 

'1'4 (8.6) =L E ar<i>exp(- a; at' 1- b, ~n 
1=1 

Y = 8CC1 + Cz fne + C16-3 + C4e- 5
) 

8 -8; 
a;= 8, 

r:l =e-e; 
f.', -

e; 

Duc to space limitation, numerical values for the coefficients and 
parameters of Eq. ( 17) are not given here; they can either be 
found in the original source orbe obtained from the author. 

Thc IAPS-84 formulation deseribes the thermodynamic 
properties of ordinary water substance over the temperature range 
from 273.1 S K to 1273.1 S K and o ver the pressure range defined 
by thc following conditions: 

O :<:; p ~ I SOO MPa for423.1S ~T~ 1273.1S K 

O ~ p ~ p max M Pa for 274.1S ~ T ~ 423.1S K 

where 

Pmax = too(s+ T-273.1S) 
IS · 
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A small region around the criticai point, bounded by 

IT-T,I ~I K and IP/P, -II:<:; 0.3, 

is excludcd. 
The main relations for the thcrmodynamic propertics, 

p =-c ar 1 av)T s = -(df I dT), 

h= f + pv + Ts g =r+ pv 

when expressed in terms of the Helmholtz function and 1ts partia! 
derivatives become 

1t = Õ
2
'Jfo <J= - 'Jie 

E = 'Jf + 8'Jf õ - !}'Jf 8 ç = 'V+ 8'Jfo 

ln order to simplify the presentation of thermoúynamic 
relations, the following shorthand notations have been useú to 
denote the partia! derivatives of the Helmholtz function: 

'1'8 = (~~)e 'I' e= (~:)o 'Voe= [ :8 ( ~: )1 
lnvoking Eqs. (9) and (II), the dimensionless specitic heat 

capacities may be written as 

c,p,T, = - S'Jiee 
Pr 

and 
8e 2 

crp,T, - '1'86 - e'l'ee . 
-p-, . - 2'1'8 + 8'1'88 

The volume expansivity and the isothermal compressibility, 
detined by Eqs. ( 12) and ( 13), expressed in non-dimensional 
formare given by 

~T, = 'Jf 86 (2'Jf 0 + 8w 88 r 1 
and Kp, = (82(2'1' 8 +Õ'Jf 88 )r1 

Saturation Properties. The equations for the thermo­
dynamic properties of ordinary water substance at saturation are 
presented here in accordance with an ofticial release issued by the 
lnternational Association for the Properties of Water and Steam 
(IAPWS, 1992). The numerical values for the criticai parameters 
which appear in the equations are Pc = 22.064 MPa, Te= 647.096 
K. and Pc = 322 kglm'-

The vapor pressure as a function of temperature is given by 

ln(..E___)= ~ (a 1t+a 2t
112 

+a , t
1 

+a 4 t
712 

+ 
Pc 

+a,t4 +a6'tl5/2) 

with 1: = I - Tff, and 

( 18) 

a1 = -7.8S9Sl783 

a2 = 1.844082S9 

a1 = -11.786649" 

a4 = 22.6807411 

a5 = -IS.9618719 

a6 = 1.80 122S02 

The density of the saturateú liquid is obtained from 

h-t+b'tl/.1+b 't 213 +b 1:5/J+b 1:16/.l + 
- I 2 J 4 

Pc 
+ b;'t4.l/.1 + bó111H/J (19) 

t 
l 
l 
~; 

l 
§ 

J 
~ 
t r r • 
~ 
{ 
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~ 
~ Jl 
' ~ 
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l 
·~ 
fi 
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where 

bl = 1.99274064 

b2 = 1.09965342 

b3 = -0.510839303 b5 = -45.5170352 

b4 = -1.75493479 b6'"" -674694.450 

The density of the saturated vapor is given by 

with 

CJ = -2.03150240 

c2 = -2.68302940 

c3 = -5.38626492 

c4 = -17.2991605 

(20) 

c5 = -44.7586581 

cfi = -63 .9201063 

The specific enthalpies of the saturated liquid and vapor are 
calculated from the following equations: 

where 

h r = a +_!_(dp) 
Pr dT 

with e = Tffc, ~~ = I 000 Jlkg, and 

d .. = -1135.905627715 

di = -5.65134998x I o· X 

d2 = 2690.66631 

d3 = 127.287297 

d4 = -135.003439 

d5 = 0.981825814 

(21) 

(22) 

Eqs. (21) and (22) should be used in conjunction with Eqs. (18), 
(19), and (20). 

Temperature and Specific Volume of Water and Steam. The 
entire surface illustrated on the pressure-enthalpy diagram in Fig. 
I covers a pressure range from O. I MPa to I 00 MPa and a 
temperature range from 273.15 K to 1073.15 K. This surface was 
divided into five regions for which separate equations for 
temperature and specific volume as a function of pressure and 
specific enthalpy were developed. 

100 

80 

éõ 
~60 
~ 
::> 

~ 40 
rr 

20 

o 
o 1000 2000 3000 4000 

Enthalpy (kJ/kg) 

Figure I - Regions for Water and Steam 
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Regions I and 2 refer to subcritical liquid water and 
subcritical vapor, respectively. The supercritical states are 
represented by regions 3 and 4. The fifth region bounded by the 
saturation curve is the two-phase region. The boundary between 
regions 3 and 4 is defined by a vertical line passing through the 
criticai point. The left si de boundary of regions I and 3 is defined 
by the 273.15 K isothermal. The I 073.15 K isothermal defines 
the right si de boundary of regions 2 and 4. 

The simplified equ~o11 presented herein were obtained by 
applying the general least-s~uares regression method to property 
data generated with the IAPS-84 formulation . 

The temperatures in the regions shown in Fig. I are 
approximated by the following equations: 

Region I - 0.1 MPa :o; p :o; Pc and h :o; h~p) 

y 

TI Te = I Al(k)(l- pI Pc )11<kl(l- h I h c )11 <k> (23a) 
k=l 

Region 2 - 0.1 MPa :o; p $ Pc and h~ hg(P) 

21 
TI T" = I A2(k)(l- pI pj2<k> (h I h c -1)12<k> (23b) 

k= l 

Region 3 - Pc < p :o; I 00 MPa and h :o; hc 

(23c) 

Region 4 - Pc < p :o; I 00 MPa and h > hc 

21 
TI Te = I A4( k)( pI Pc )14<k 1 (h I h c )14<k 1 (23d) 

k= l 

Region 5 - 0.1 MPa :o; p :o; Pc and h1{p)< p < hg(p) 

y 

TI Te = I Al(k)(l- pI pj1<kl [I- h r (p) I h c )]11<kl (23e) 
k=l 

Values for the criticai parameters are Pc = 22.064 MPa, Te = 
647.096 K, and h= hr{pJ = hg(Pcl = 2086.57 kJ!kg. The saturated 
enthalpies h1{p) and hg(p) are obtained from Eqs. (21) and (22), 
respectively. Numerical values for coefficients and exponents are 
available from the author. Notice that in the two-phase region 
(region 5) the ternperature is constant along !ines of constant 
pressure. Alternatively, the temperature in this region should also 
be obtained from Eq. (18). ln this case, the Newton-Raphson 
iterative method should be used to solve the resultant implicit 
equation. 

The equations for lhe specific volume as a function of 
pressure and specific enthalpy are the following: 

Region I - 0.1 MPa :o; p :o; Pc and h$ hr{p) 

( )

MI( k ) 

..:!..._ = ~ Bl(k) I _ _E__ y Nl(k) 
Vc k=l Pc 

(24a) 

with Y = exp( -I) - exp( -h/hc). 

Region 2 - 0.1 MPa :o; p :o; Pc and h~ hg(p) 

..:!..._ = exp ~ B2(k) en(l) en(~) l [ ]M2(k)[ ]N2(k)l 

Vc k-1 Pc hc 
(24b) 



Region3- Pc < p $100 MPa and h$ h, 

-;-=exp-L,B3(k)__E._ ~ 
V [ ló ( )2M3(k)( )3N3(k)/4] 

ç k=l p c h ç 

(24c) 

Region 4 - p, < p $ I 00 MPa and h > h, 

1 r ]
M4(k)[ ]N4(k)) 

~ = exp ~ B4(k) en(__E._) en(~) 
v ç k-1 . p, h, 

(24d) 

Region 5 - 0.1 MPa $ p $ p, and h1(p)< p < hg(p) 

v = v 1 ( p) + x[ v g ( p) - v 1 ( p)) (24e) 

where x is the steam quality, given by x = (h - h1)/(hg - h1). The 
specific volume for saturated liquid and vapor, v1(p) and vg(p) , 
may be calculated from Eqs. (19) and (20), respectively. Values 
for the criticai parameters are Pc = 22.064 MPa, v,= 1/322 m·1/kg, 
and h = h!{pç) = hg(pcl = 2086.57 kJ/kg. Numerical values for 
coefficients and exponents are available from the author. 

The maximum deviations in te'mperature and specific 
volume between values calculated by the previous equations and 
values of the International Skeleton Table 1985 (IAPWS, 1994) 
are summarized in Table 2. 

Table I - Maximum deviations (in %) in temperature 
and specific volume. 

Region I 
Region 2 
Region 3 
Region 4 
Saturation Curve 

Temperature 

0.18 
0.32 
0.22 
0.18 
0.44 

COMPUTING ROUTINES 

Specific Volume 

0.29 
0.43 
0.38 
0.65 
0.36 

On the basis of the formulations presented in this work, the 
following routines were written in Standard Fortran 77 language 
for Personal Compu ter: 

FUNCTION PSA T. This routine calculates the vapor 
pressure as a function of temperature according to Eq. ( 18). 

FUNCTION TSAT. For a given value of pressure, this 
routine computes the saturation temperature by using the 
Newton-Raphson iterative method to find the root ofEq. (18). 

FUNCTION VSLIQ. Routine VSLIQ calculates from Eq. 
( 19) the specific volume of saturated liquid water as a function of 
temperature. 

FUNCTION VSV AP. For a given temperature, this routine 
calculates the specific volume of saturated vapor by using Eq. 
(20) 

FUNCTION HSLIQ. Routine HSLIQ computes from Eq . 
(21) the specific enthalpy of saturated liquid water in function of 
temperature. 
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FUNCTION HSV AP. Routine HSV AP makes use of Eq. 
(22) to calculate the specific enthalpy of saturated vapor as a 
function of temperature. 

SUBROUTINE TDEPEH. This routine calculates from Eq. 
(23) the temperature in func~ion of pressure and specific cnthalpy 
for the regions illustrated in Fig. I. 

SUBROUTINE YDEPEH. This routine determines from 
Eq. (24) the specitic volume in function of pressure and specitic 
enthalpy for the regions shown in Fig. I. 

SUBROUTINE HELM. Routine HELM calculates non­
dimensional values for the Helmholtz function and its first and 
second partia! derivatives in accordance with thc IAPS-84 
formulation. The independent variables are dimensionless density 
and dimensionless tempcrature. 

SUBROUTINE DERIV. Computes first derivatives of 
thermodynamic properties in function of temperature and specitic 
volume by using the Bridgman table in conjunction with the 
IAPS-84 formulation. 

CONCLUSIONS 

The backward cquations for temperature and specitic 
volume in function of pressure and specific volume reproduce the 
International Skeleton Tables values with devi ations that do not 
cxceed ±0.7%. This crror margin could be reduced by 
considering more consistent regions and corresponding 
functional relations on the pressure-enthalpy diagram, and by 
using advanced methods for property data regression. The 
proposed algorithm has a simple mathematical structure and 
represents an interesting alternative to cvaluate thermodynamic 
properties of water and steam, without the nccd for complex 
iterative schemes. 
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SUMMARY 

T/u; basic mechanisms of th e objec t-oriented programming languages are applicd in th e computatio nal 
m oddling of high-temperature gas mixtures. The code structure is prcsented, including a data type 
that contains lhe pmperties, and the behavior of gaseous species. An structured spectroscopic data base 
for atomic , diatom ic and polyatomic species is introduced. Thermophysical properties are evaluated 
using the methods of statistical mechanics. Fo r diatomic molecules, a formulation is introduced to 
account for multiple temperature models (wi th translat ional, rota tional, vibrational, and electronic 
t f;mpera tures). 

IN TRODUCTION 

T he evaluation of t.hermodynamic and t.ransport proper­
t. ies of high-t.ernpcrature chemically react.ing gases has been 
invest.igat.ed dming t.he last. t.hree decades. ln particular, in 
the 60 's aud beginning of t.he 70's severa! related comput.a­
t. ional codes appeared. A mong t.hem , the most utilized one 
was t.hat. devcloped by Gordon a nd McBride {1971), !ater eu­
hanced wit.h lhe indusion of t.r·ansport properties evaiuat.ion 
(Sveh la and Mc Bride , 1973). Many other works have been 
madc specifi cally for equilibrium anel nonequilibriurn calcu­
lations in air (for example, Gupt.a dai. , 1991). The rneth­
ods of calculation are well known, and comes frorn st.atistical 
rnechanics and kinetic t.heory of gases. However, the existing 
comput.at.ional codes do not have a structurc that rnirnics the 
physi cal processes. These codes are a st.raight. placement of 
cakulat.ion procedures. This t.op down approach is t.ypical 
of procedm al prograrnrning languages, and have t.heir in­
herent. problems. ln a procedural languague, ftmctions are 
created to operat.e on t.he data. A program t.o calculate ther·­
mophysica l propert.ies of gases is one case where procedural 
languages can produce large, anel c:omplex prograrns, wit.b 
diffi cult maintenance. Object-orient.ed programming (OOP) 
langnages have been used for sorne time for system, graph­
ical user interface, anel other com'plex programming tasks. 
llowever, OOP merits bave been barely exploit.ed in sci­
cntificjenginee ring applications. Examples of works in thc 
OOP di rect.ion are given by Hinckel ( l9D5) ;md Koreeda and 
Hinckel (lD%). ln this pap ier we describe how t.he principies 
of ohject.-orient.ed programrning can be a pplied t.o create a 
type t.hat. descr·ibes the proper·t.ies, and t.he behavior· of a 
gas eous species , and how t.his type can be applied in rnath­
emat.i cal models of physical phenomena involving gaseous 
species. ln tire sequence, OO P ftmdamentals and rnodelling , 
the spec:ies data base, and t.he evaluat.ion of therrnophysical 
properti es (induding a simplified mult.i-temp eratnre model­
ling) a re discussed. 

T HE OOP APP ROAC II 

W hat Is Object.-Orient.ed Progra.rnming? Object.-ori en-
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t.ed programrning is a widely used terminology, anel to a 
certain extent rneans quite different. different things to dif­
ferent people. Nonetheless, it is generally accepted that this 
programrning style should support data encapsulation, in­
heri t.ance and polyrnorphisrn. An introducton to OOP con­
cepts is fotmd in rnany text.books (for exarnple, Cantil and 
Tendon , 1992). 

By data encapsnlation we tmderstand a rnechanism that. 
permits the centralization of a li data t.mder the control of a 
t.ype manager. Access to t.bese data is granted by the t.ype 
manager, only to t.hose special purpose prograrn segrnents, 
ex pressly designed to operat.e on thern. By restricting the 
access to the prograrn data, it is easier to avoid tmdesirable 
side-eflects that can occur when data are globally accessible. 

The inheritance rnechani sm support.s the creation of new 
dat.a t.ypes based on previously defined ones. The rnain t.ask 
of prograrnrning in t.his environment. is the definit.ion anel 
creation of t.he types that will be used to describe the phc­
nomenon , or t.he physical rnodel we want. to sirnulate. The 
new type inherit.s the data anel functionality of the parent. 
t.ype. The distinctive characterist ics of t.he new type is im­
plemented by adding new data, and addiug or changing func­
tionalit.y. 

Polymorphism is the rnechanism that allows a 1miforrn 
treat.ment. of objects of different types, each one responding 
according to it.s own nature. We can , for exarnple, compare 
to real nurnbers, complex nurnbers , or rnatrices using t.he 
silme syntax stat.ernent. , (a == b). lf Cl anel b are real, thi s 
st.atement. will inforrn t.he computer to compare the value of 
a a nd b; if u and b are complex numbers , bot.h t.he real and 
t.he r:o mplex parts of u and b will be compareci. Similarly, 
in t.he t.hird case , t.he size and the values of t.he two mat.rices 
will be compareci. 

Many programrning languages offer support for object.­
oriented prograrnming: Ada, C++ , Eiffel, anel Srnalltalk are 
among t.hern. ln particular, C++ and other languages, sup­
port. object-orient.ed programrning through the rnechanisrn 
of classes. The class mechanism permi t.s the definit.ion of 
l.ypes that. emulate a problern , a piece of equiprnent , or the 
behavior of a syst.ern by means of an abst. ract descript.ion. 
Some classes of problerns or applicat.ions are bett.er suited 



for t.he use of the object.-oriented prograrnming paradigm. 
Not.ably in t.he graphical user interface prograrnming, the 
object-oriented style is used extensively. Objects like win­
dows , fonts and ;m enorrnous quantit.y of widgets are de­
scribed by the cla..~s mechanism or other dass-like strnc:t.mes. 

ln some engineering problems , it is not always clear 
what kind of dass can be defined, or what is t.he nature of 
t.he types involved. This is especia lly tme if t.he program­
mer was trained in t.he traditional procedural languages, 
whcre a very limited number of types are available , and the 
creation of new types is not support.ed . The effective use of 
t.he object-oriented programming requires significant change 
in the approach we ttse to solve a problem, or to model a 
syste rn. lnstead of dcdaring a great. nurnber of variables, 
and devising algorithrns that operat.e on them, we rnust lo nk 
for abstract.ions that. describe the behavior of the system , 
what are t.he "loads" appli ed to the syst.em , anel what is t.he 
response of the systern to these loads . 

Application To Gas Modelling. Gaseous species a re 
present in a great nurnber of practical int.erest processes, 
in different engineering disciplines. ln some applications, 
a perfect gas model is llsed. ln other applications, a more 
complex gas model taking into accotmt the excitation of elec­
tronic, vibrat.ional, and mtational energy states is r·equired. 
ln tlüs .. artide, we describe the im plementation of a gaseous 
spec ies type, with the ftmctionality required by applicat.ions 
involving t.herrnodynarnic processes . 

At the t.op of our deri vation li st. is an abstr~tct class de­
scribing t.he hmctionali t.y required by gaseous species , inde­
pendent.ly of t.he gas rnodel used. Ali object.s of t.he t.ype gas 
have properties like molar mass, therrnodynarnic propert.i es 
(internal energy, enthalpy, etc.), and t.ransport propert.ics 
(viscosity, therrnal conductivity, cliffusivity, etc.). 

The molar rnass does not depend on the gas model used. 
The thermodynarnic and t ransport properties depend on Ure 
gas rnoclel used. For perfect. gases the thermodynamic prop­
ert ies are simple ftmctions of the tem peratme anel pressure. 
For "thermally active gases" the t.hermodynamic properties 
are obtained frorn calculations that take into accom1t the 
clist.ribution of energy over the internal energy leveis. 

Figure 1 illustrat.es tire ddinition of om abstr·act gaseous 
species class. The main characteri st.ics of the class rnechan­
ism of C++ are illustrated in this figure: 

class Tspecies { 
public: 

Tspecies () 
Tspecies ( char *name ) ; 
Tspecies( Tspecies & ) ; 
~ Tspec i es () ; 
virtual double Energy ( double ) = O; 

virtual double Enthalpy ( double ) = O; 

vir·tual double Cv ( double ) = O; 

char *Name () { l'!~turn fname; } 
protected: 

} ; 

chat· *fname; 
double fmolMass; 
static double frUni v; 

Figure l - Abst.rar:t gas eous species class 
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class TperfectSpecies : public Tspec ies { 
public : 

TperfectSpec ies(); 
Tp.,rfectSpec ies ( char *name ) ; 
TperfectSpecies( TperfectSpecies & ) ; 
~ TperfectSpecies(); 
double Energy ( double ) ; 
double Enthalpy ( double ) ; 
double Cv ( double ) ; 

protected: 
} ; 

Fignre '2 - Class for rwrfect gases 

• The class hirS a public and a protec ted ( private) sec­
t.ion. ln the pnbli c section , those f1mcti ons anel data 
mernbers that. a re intended to be used hy the client 
prograrns are declared . The statements Tspec ies () 
anel Tspec ies (char *name) are const.ructors for class 
objects. The frm ction Energy(Temperature) , returns 
the value of the gas species energy for a given tem per­
ature. The hmct.ion Name is an access fnnction t.hat 
permits read-access to the data member fname. De­
fault valu es are given to the fmr ctions. 

• ln t.he prot.eded section , we dedare those data rnem­
bers and fm1ctions intended for use only by other 
member f1mct.ions. ln Fig. 1, we a re stating that ali 
gaseous species object.s will have a name anel a molar 
mass, whi ch can be different for the class objects. T he 
Ju\Íversal gas constant is dedar·ed static: it has t.he 
sarne value for ali object.s . 

• This is an abstract class. We state in a general way 
what are lhe data anel f1mctionali ty of the dass, i.e ., we 
say that every object of this class must have a member 
fm1c tion t.hat. calculates its energy, and that. the energy 
is a fm1ction of the ternperat.ure. The exact form of 
this f1mcti on will depenei on t.he gas rnodel used, and 
will be given when we define a concrete dass , like a 
perfect gas class, or a t.hermally active gas class. 

Figures 2 anel 3 illust.rate t.he declarat.ions of the concrete 
gas t.ypes, t.he perfect. gas TperfectGas and the t.hermally 
active gas TtherrnoGas. 

class TthermoSpecies: public Tspec ies { 
public: 

TthermoSpecies(); 
TthermoSpecies ( char *name ) ; 
TthermoSpecies( TthermoSpecies & ) ; 
~ TthermoSpec ies(); 
double Energy ( double ) ; 
double Enthalpy ( double ) ; 
double Cv ( double ) ; 

protected: 

} ; 

double *vibLevels; 
double Ix, Iy, Iz; 

Figure :~ - Class for thermally active gases 



TperfecSpecies gas 1( "N2"); 
TthermoSpecies gas2("N2"); 
Energy1 gas1.Energy(3000); 
Energy2 = gas2.Energy(3000); 

Fi.t;nre 4 - Exilrnple showing how t.o use t.he clit..~ses 

Bot.li concret.e types inherit. ali dal.il iliKI function me m­
bers fl:om Tspecies. The fun ct.ions declared vii·tuitl in tlte 
base class, ilre defined in each derived class, each one ac­
cording t.o the gas rnodel used. 

The class ThermoSpecies also needs some addit.ional 
data members to st.m·e t.he vibrat.ional energy leveis for t.he 
species and inert.ia moments. The incrt.ial moment will only 
be ns ed if t.he species is a molecular species wit.h two or more 
atoms. 

Having t.hes e new t.ypes avai labl e we can now use t.be 
programrning st.yle shown in Figure 4. 

Variable Energy 1 rcceive.s t.he Villne of t.he int.ernal energy 
of t.he gas species N2 at. :moo 1\ comput.ed from il perféct. g<ts 
modcl. Variable Energy2 rece ives t.he value of t.he intemal 
energy of gas spec ies N2, comput.ed frorn a t.hermally acr.Jve 
.t;as model. 

St rudured Data Base A stmcturcd data base containing 
the sp ec t.roscopic anel physical const.ilnts of the chemical spc­
cies was built t.o a llow profit.<tble changcs aad updates. Thne 

are 19 chemical species including atomic, diatomic anel poly­
at.omic species , usually fmmd in the combnstion processes of 
liquid rocket engines anel aerot.hermodynamics. The follow­
ing species are included in the data base: H, N, O , Ar, N2, 

02 , NO, CO, OH , H20 , C02, CH4, N+ , o+ , Ar+ , Ni , Oi 
anel NO+ . Furt.her species dat.a can be added. 

The data base is illustrated in Fig. 5, where molecular 
nit.rogen data are shown. Other species have s imilar data 
strnctures. To a llow t.he data base reading, The standard 
input stream is redefined convenient.ly in the private p<trt 
nf t.he classes, For example, in the TthermoSpec ies class, 
reading of spect. roscopic data , like vibrat.ional anel rot.ational 
const.ant.s, can be easily handled. Some characteristics of the 
redefined input st.ream are: 

• Use of key words to identify the species data (for ex­
ample, SPECIES NAME) . The input data is searched 
after tbe key word (N2}. 

• There is not. a rigid record st.rud.nre t.o place data. 
l<eywnrds followed by t.he respect.ive data can be 
placed in any order of appearance. This avoids the 
possibility of having tmdesirable result.s by misplacing 
data . 

• An error message identifies tbe missing data, if this is 
the case. This avoids the possibility t.o have variables 
wit.h "empty data". 

• The "#" rnark can be used to place comments. 

SPECIES NAME = N2 # Name 0f species: molecular nitrogen 

# 

GEOMETRY = 2 
MOLAR MASS = 28.0 
DELTAHO = O 
DI = 1.132520e5 
IO = 1.808066e5 
F = 0.5 
NE = 4 

# 

# 

# 

# 

# 

# 

# 

Species geometry; atom:O; linear molecule:2; 3D molecule:3 
[g/mol] 4.6517509e-26 [kg] {4} 
Enthalpy of formation defined at O K {2} 
Dissociation energy [K] {1} 
Ionization energy [K] {1} 
Rotational symmetry number 
Truncated energy levels 

Electronic energies 
Eele degen # Electron1c energy of leve l 11>, and degeneracy g 

o 1 # X 1SIGMAg+ {2} level o 
7223 1.417 3 # A 3SIGMAu+ {2} 1 
85778.461 6 # B 3Pig {2} 2 
86049.885 6 # w 3DELTAu {2} 3 

# Vibrational constants 
we weice weye weze 

3393.437 20.6089 -0 . 003252 -3.45e-4 # {1,1,1,1} level O 

# Rotational constants 
Be alphax 

2.8750068 2. 49166e-02 
alphay 

o 
alphaz 

o # {2,1,7,7} l evel O 

# Maximum vibrational quantum number before dissociation 
vmax 

50 # {3} level O 

Figure 5 - Part of the sp ecies data base 
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Another redefined input stream is made for the perfect 

gas model class. (TperfectSpecies). Sirnilarly, redefined 
output strearns are implemented in different classes. Dif­
ferent physical rnodelling for the sarne species will produce 

different data input anel output. This constitutes another 
example of polimorphism, i.e., data input anel output be­
have differently according to the gas model. 

THERMOPHYSICAL MODELLING 

Thermodynamic Properties. The calculation of thermo­

dynarnic properties of atoms and diatornic molecules follows 
Koreeda's (1990), anel Koreeela anel Hinckel's work (1989, 
1991, 1992). The extensions to incluele polyatomic species 

follows Pimentel's work (1995). The present code is valiel 
for temperatures from 300 to 4000 K, anel pressures frorn 
10-4 to 1000 bar. ln case of air, the temperature range is 
from 300 to 15000 K. The therrnodynarnic properties are 

evaluateel using the rnethods of statistical mechanics, anel 

eletailed derivations can be fmmd in Koreeda's work (1990). 
ln this reference, properties like energy, enthalpy, entropy, 
specific heats, speed of sound, etc. are evaluated for equi­
librium air. Also in this reference, the chemical composition 
is calculated by means of the equilibrium constant metbod. 
On tbe other hand, Pimentel uses the maximization of en­
tropy rnethoel, which is calleel "minimization of free energy" 
method in many references (Gordon and McBride, 1971). 
Pimentel also uses ftmctions deriveel elirectly from stat;stical 

mechaDics. The present coele is currently baseei on the equi­
libriurn constant method, bowever, implernentation on the 

the maximization of entropy methoel is on the way. Here, 

only the treatment for rnulti-ternperature models for diat­
omic rnolecules is discusseel, since it was not found in lhe 

current literature . 

Multi-Temperature Model For Diatomic Molecules. 
The statistical rnechanics equations for evaluating prop­
erties of diatornic rnolecules are rnodified to include lhe 

simulation of rnulti-temperature rnodels. Consequently, the 
present code allows the inclusion of thermal nonequilibriurn 

among tbe translational anel tbe internal modes of energy 

(electronic, vibrational, anel rotational moeles). 
First, it is necessary to generalize the partition function 

to include clectronic, vibrational, anel rotational temperat­

ures, respectively, T"'' Tv;b, T,,,. The translational partition 
ftmction related to the translational temperature T''"'" is not 
modified. Tbe generalization of the coupled partition ftmc­
tion for eliatornic molecules used by Kor·eeda (1990) anel 
Pimentel (1995) is, . 

electronic contribution: 

ltnin•: 

cú"'(T. ... ,, Tv;b, T,, , ) = L gjqtbexp( -~ ~ 1 ,/k7~,,) (1) 
l=D 

vibrational contrihution: 

V1n.a:r 

v;b(·T. T qt rot · v;o)) L cJio'exp( -~~; 1,/kTv;b) (2) 
v=O 

rotational contribution: 

qi''' (T,..,,) = f(bvTcnt +dv1~~,t + fvT,:~>t +hvT,;,, +rnvT;5nt)t (3) 

where q;"', q'tb, and q;ot are, respectively, internal ( elec­

tronic), vibrational anel rotational partition hmctions, k is 
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Boltzmann constant, c:,, anel c~;h are, respectively, electronic 
anel vibrational molecular energies, Yl is electronic degener­
acy, f is rotational symmetry number, and bv, dv, fv, h v 
and mv are spectroscopic constants. 

The internal energy per molar tmit of the species i is 
given by 

7iut dq!nt 
,,_,int == 'R-Jint qint c[Jint ·~, ' (4) 

where R is the tmiversal gas constant, and Tint is a ternper­
ature associated to the internal molecular energy. 

We define elql"' / d7int élS 

l i.nt ( q, 

d7int 

aq!nt . Dq!nt aq!nt 
ÔT. -r "T. + âT. rot {_/ vib d.--

(5) 

l t can be verified that Eq. 5 is correct in the one-temperature 

model, or equilibriurn case, i.e., T = Tint =Te~, = Tv;b = Tcot. 
llowever, Eq. 5 is an approxirnation in the nonequilibrimn 
case, anel may not hold in a situation of high nonequilibriurn. 

The specific heat at constant pressure anel constant 

volume for a single species, respect.ively, are given by, 

Cp C~ra.ns + Cint 

Cv == C~1rans + Cint 

where the contributions frorn translational energy are 

tcan< 5 R el cP 2 an 
trans 3 -n 

Cv - 2'" 
The contribution from t.he internal energy is given by 

c;"' = (De;"' ) 
â1int 

Using definition 5, Eq. 9 becomes 

where c7 1
""- , cint 

0::: ...._ 

ffi 
J:: 
() 

i 
(f) 

4.00 

3.00 

2.00 

1.00 

0.00 
o 

c!nt == ciot + ctb + cil ~ + cioup 

(:n>t 
~, anel <""P are given by 

Legend 

O cint/R 

* ceie/ R 

() cvib/ R 

crot I R 

o <> 0
00/ 
C;2 

* 0t···* -*-* {:r 'f 'í 4000 8000 . 

Temperature (K) 

7> 
I 

12000 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(lO) 

Figure 6 - Contributions for the internal specific heat of N 2 
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rotational contribution : 

vibmt.ional COIJtribution: 

electronic cont. J·ibution: 

1 int dq, in t rti 
(

,., • '"') 

2 

7'2 az '"' l --- +--­
q;"' ur.,, rt ;"' ur;,. 

( ll) 

The last. tenn in Eq. 10, c;'''"P, refers t.o the coupling effect. 
among t.hc internal rnodcs of energy in the partition fml c­
tion. This coupling tcrm it.self is composed by three par­
eeis reflect.ing t.he interact.ion bet.ween elect.ronic-vibrational , 
elecl ronic-rot.at.ional , and vibrational-rotat.ional interactions, 
respedively, ci '•-vih , ci''-"''' , a nel (.t"-"''. Thc coupling t.cnn 
is given by 

(11) 

where t.he speciflc coupling pareeis are 

(1: )2 ') '"' "'"' ] 1nt ( q1 U(/1 
-- ------
q~nt a'l : ~ ~ éJTJ:,)t 

(1G) 

(
r.l" ) 

2 
') int ' ) int l int ( Cft ( CJi 

-- ------q;"' arv,, iJT,.,, 

(17) 
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TtherrnoSpecies gas("N2"); 
double CvOneTempModel = gas. Cv (3000); 
double CvTwoTempModel = gas. Cv (3050, 3000) ; 
double CvThreeTempModel 

= gas.Cv(3100,3050,3000); 
doublc CvFourTempModel 

= gas.Cv(3150,3100,3050,3000); 

Figure 8 - Example showing how to use multi-temperature 
mo deis 

Alt.hough the internal specific heat is divided in eletronie, 
vibrational , and rotational pareeis (Eq. 10), t.hese contri­
butions are not totally decoupled. The advantage of t.he 
present procedure is to allow the ealculation of electronie , 
vibrational and rotational specifie heats, independently, not 
loosing the coupling effeet. among the internal modes of en­
ergy. ln particular, in the present. paper, vibrational anel 
rot.ational spec.ifie heat.s are used to calculate t.he heat eon­
duetivity. As an illustration, the cont.ribut.ions of tbe in­
ternal modes of energy to t.he m olar speeifie heat of tbe ni­
Lrogen rnolecule, in equililxium, is shown in Fig. 6. The 
corresponding coupling pareeis, Eqs. 14- 17, are illust.rat.ed 
in Fig. 7. The mathematical expressions of the present 
sect.ion are implemented in t.he TthermoSpecies class , in 
such a way to allow t.ransparent. us e of different. multi­
t.emperat.ure models. Tbe generalization of the eode in Fig. 3 
is rnade by dedaring t.he public f1mct.ions wit.h four double 
argument.s. For example, we declare double Cv ( double 
T, double Tele, doubh~ Tvib, double Trot ) inst.ead 
of Cv ( double T ). A C++ piec.e of code using rnultit.emper­
at.me rnodels looks like Fig. 8. The polymorphic character­
is tic of C++ is exploited in these examples. The following 
ternperaturc rnodels are used: 

• One-temperature mudei ( equilibrium). The speeific 
beat. at constant volume CvDneTempModel is calculated 
wit.h ternperat.ure T,,.n, = 1:,, = Tvib = T,,,, = 3000 
K. 

• Two-ternperature modcl. The speeific heat at con­
stant volume CvTwoTernpModel is calculated with tem­

p erature T,,.,, = T'"' = 3050 K, and T<,. = Tvil, = 
3000 K. 

• Three-temper·ature model. The specific heat. at eon­
stant. volume CvThreeTempModel is calculat.ed with 
temperature T,,.n, = T, o, = 3100 I< , T., , = .'3050, and 
T.,, = 3000 K. 

• Four-temperature model. The speeific heat at. con­
stant volume CvFourTernpModel is calculat.ed with 
t.emperature T,,.n , = 3150, T,,, = 3100 K, Tvib = 3050, 

anel T"'' = 3000 K. 

Transport Properties. Tl}e transport properties model 
is based on Engholrn's work (1996). As an illustrat.ion , t.he 
t.hermal eonduct.ivity of equilibrinm air, for pressure of 1 
atm, is shown in Fig. 9. ln this figure, present ealculat.ion 
is cornpared with other rnodelling results (Hansen, 1959; 
Gupta et. al. , 1991). The equilibriurn and ehemieally frozen 
curves are results frorn the present analysis. To simplify 
t.he calculations , in Fig. 9 the present ealculation does not 
include ions influence in the react.ion pareei of the thermal 
conductivity, although ionization is considered in the ealcu­
lat.ion of tbe chernical eq uilibrium composition. Even wit.h 
this simplification , reasonable agreement is seen in Fig. 9. 



However , in the viscosity calculations, it is necessary to 
c.onside1· ionized species, since their presence greatly affect.s 
the viscosity, even at small concentrations . 
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Figure 9 - Comparison of thermal conduct.ivity of 
eqnilibritUn ail· calculated wi th different a ir models. 

Pressure is 1 atrn. 

FINAL REMARKS 

ln thi s paper, it was shown how the mcchanisms of the 
object-oriented approach can be used in the cornputat.ional 
modelling of gaseous species. OOP approach ; .. a program­
ming alt ernative to many engineering problems, alt.hougb it 
is not so ernployed yet. The idea is to build classes that 
mimics, and ernulate the physics of t.he problem, or ob­
jec t.s themselves. ln particular, a co mputational type was 
created in C++, to model the properti es and behavior of 
gaseous species. A m ong t.he main charact.eristics of 00 P 
la ngnages are the data encapsulation , the inheritance mech­
anism and t.he polim orphism. Applications of the present 
code has been planned to take advantage of the OOP rner­
its. This wonlcl simplify the programming and producc more 
"readable" codes. 

Mathernatical expressions were develup ed to incorporat.e 
difTerent mult.i-temperature models. Such modelling can bc 
applied in problerns that do not. require a precise sirnulat.ion 
of t.he nonequilibrium chamct.eri stics. 
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RESUMO 

O trabalho destina-se a pesquisa das propriedades termodinâmicas e termofisicas dos produtos de 
combustão de vários combustíveis de biomassa. Para calculá-las aplica-se o modelo dos processos 
quimicamente equilibrados (Alemassov, et al.,l971) com o método das "grandes moléculas". Foram obtidas 
informações sobre as propriedades dos produtos de combustão "com ar " para alguns tipos de lixos 
municipais. de papelões e de madeiras. Para as misturas ricas (a 0 x<<l) foram pesquisadas as 

propriedades termodinâmicas dos produtos de combustão para várias temperaturas. 

INTRODUÇÃO 

Os combustíveis de biomassa são utlizados em vanas 
instalações, entre elas destacamos: fornalh!is para secagem de 
grãos, tornos para cozimento de tijolos e telhas, etc. É necessário 
determinar as características destes tipos de combustíveis 
incluindo as energéticas e termofisicas. Por isso é necessário 
pesquisá-los com mais atenção. 

Os métodos de cálculo. como regra, não são universais. 
Habitualmente pesquisa-se as propriedades para coeficiente de 
excesso do oxidante (aox) > 1 e sem considerar a dissociação e 
a fase condensada dos produtos de combustão. Ao mesmo tempo 
existem modelos e métodos matemáticos (Alemassov,et ai., 
1971: Gordon e McBride, 1971) mais produtivos e que já 
mostraram sua efetividade na determinação das propriedades 
dos produtos de combustão em motores de combustao interna, 
turbomotores, propulsores, etc. Eles são universais e podem ser 
aplicados para combustíveis complexos: levam em conta a 
dissociação, a fase condensada e determinam as propriedades 
para qualquer intervalo do aox. Essas propriedades são: 
composição dos produtos de combustão (ri), temperatura ( T ), 
calor específico (Cp), massa molecular média (JlM), viscosidade 
(TJ), condutibilidade térmica (À), coeficientes térmicos (ar, j3p), 
etc. Mas estes modelos não possuem ampla difusão para a classe 
dos combustíveis de biomassa: lixo municipal, papelão, palhas, 
etc. 

O presente trabalho é continuação da pesquisa 
(Spilimbergo, et ai.. 1995a, b) e tem como objetivo determinar 
as características de alguns combustíveis de biomassa. 

MODELO MATEMÁTICO 

Os combustíveis de biomassa caracterizam-se por vários 
tipos de fórmulas: fórmula elementar, aproximada e condicional 
(Tillman, et ai.. 1981 ). Entre as noções básicas dos modelos que 
utilizam fórmulas condicionais (Alemassov, et ai., 1971: Gordon 
e McBride, 1971) estão: 
a)Combustível e oxidante: caracterizam-se pelo número relativo 
de átomos que cada componente contém, por exemplo: 
Combustível: [ C4,02 Hs,n Oz,so No,04 Sio.oz I 
Oxidante: [ Nsz Ü14 Aro,JI l 
b)Coeficientes Ko (Kmol(ox)/Kmol(cornb}) e K~ 

(Kg(ox)/Kg(cornb)) : caracterizam uma relação estequiométrica 

molar e mássica entre os componentes: em particular K~ varia 
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de 4 a 6 Kg(ar) I Kg(lenha) para o bipropelente "lenha + ar''. 
Para o processo concreto de combustão existe uma relação real 
entre combustível e oxidante que se chama relação dos 
componentes (K e Km). 
c)Coel.iciente de excesso do oxidante: determina-se pela 

fórmula: a 0 x = K/ Ko = Km I K~ (I) 

Se CX.ox < I existe excesso de combustível e se Uox > I existe 
excesso de oxidante. Nos processos de combustão de biomassa 
há lugar para vários valores de aox que pode ficar no intervalo 
de 0,5 a 20. 
d) Bipropelente: modelos do tipo (Alemassov, et aL 1971: 
Gordon e McBride, 1971) utilizam o conceito de bipropelente. 
que é uma substância que se forma no resultado da união do 
combustível e do oxidante e pode ser apresentada também pela 
fórmula condicional [b1 b2 ... bi ... bk I e entalpia (lp) que 

p p p p 

se determinam pelas correlações: 

(2) 

Ic + Iox · Cl0 x · K~ I P = -=----'=-___.:.:..:...._--=. 

I +a0 x· K~ 
(3) 

e)Produtos de combustão: formam-se no resultado da queima do 
combustível contendo algumas substâncias gasosas (C02, CO, 
HzO, OH, H, O, etc) e condensadas (Si O/ , C*, etc). Estas 

substâncias possuem entalpias e entropias (P = latm) que são 
funções de T. 

O modelo (Alemassov, et ai., 1971) está baseado nas 
seguintes suposições: 
- todas as substâncias ficam em equilíbrio químico entre elas e 
com Te P; 
- a priori está escrito o conjunto das substâncias, que inclui "m" 
tipos de moléculas e radicais (j=l.. .,m) e "n" tipos de átomos 
(i=l, .... ,n); 
- para cada substância "q" são conhecidas as dependências : 
Hq=f(T) c Sq0 = f(T); 
- é válida a equação de estado do gás ideal para cada substância 
reagente gasosa incluindo substâncias vaporizadas. 

Este modelo inclui algumas equações termoquímicas: 
I) Equações de dissociação para cada substância molecular tipo­
'j' nos átomos tipo-'i': 



'li 
'i' 

.... 

L3ij · ln Pi -lnP j -lnKJ = O (4) 

onde Kj - é a constante de dissociação da substância- 'j' nos 
átomos; Pi e Pj - são as pressões parciais d:!s substâncias 

moleculares- 'j • e substâncias átomos-' i': ai i - é a quantidade de 
átomos tipo- ' i ' numa molécula- 'j '. 
2) Equações de conservação dos átomos nos produtos de 
combustão: 

ln(LUij · Pj + Pi) -ln Me -lnbip =O (5) 
J 

onde Me é a quantidade de moles do bipropelente que são 

necessárias para assegurar a igualdade Pq = Nq , onde Nq é a 
quantidade dos moles "q" substâncias nos produtos de 
combustão. 
3) Equação de Dalton: 

ln(L.Pq)-lnP =0 (6) 
q 

onde: q = L. .. ,k sendo k = m + n; m = número de tipos de 
moléculas: n =número de tipos de átomos. 
4)Equação da conservaçã~ de energia: 

Tp-lpc=O 

L.ri-Pj+L.Ji.pi 
onde: , . P = I pc 

..... J.lq q 

(7) 

(8) 

e lq e J.lq são respectivamente entalpia e massa molecular da 

substância "q" e Ipc a entalpia dos produtos de combustão. 

Forma-se então um sistema de m+n+2 equações de mesmo 
número de incógnitas: Pi (i=! , ... ,n) , Pj G = l , ... ,m), Me e T. Na 

base dessas equações determinamos a composição dos produtos 
de combustão. 

Depois da resolução é necessário 

parc1a1s de funções termodinâmicas 

calcular as derivadas 

a ln p q . a ln p q . 

alnT ' alnP ' 
à lnMc 8 lnM c 
---; ---, que são necessárias para a determinação das 

atnT o lnP 
propriedades dos produtos de combustão. 

Usando as derivadas c a composição determina-se as 

propriedades termodinâmicas e termolisicas : r q- partes molares 

dos produtos de combustão: f.!M; ap ; PT ; Cpf - calor especifico 

·'frio"; Cpc -calor específico ·'equilibrado" , etc. 

O modelo (Aiemassov, et aL 1971), foi apresentado mais 
detalhadamente na língua portuguesa em (Spilimbergo, et al., 
1995a. b) . Este modelo para calcular substâncias condensadas 
utiliza duas grandezas:P,, (pressão do vapor saturado) e lle; 
(número de moles da fase condensada) que são incluídas na 
equação da conservação dos átomos. Por exemplo, para um meio 
reagente que contém as substâncias (entre outras) 
CO 2 , CO. C * , C5 (vapor) a equação da conservação dos átomos 

c é: 

ln( Pco2+ Pco+Pc, + Pcn) -ln Me -ln b cP =O (9) 

Além disso no sistema de equações é necessário incluir mai s 
uma equação (Rey, A. 13ravo. 1970 ): 
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" S" se, - c• 
lnPc, = R 

. o 

Hcs - Hc• 

R0 T 
(lO) 

Esta distingue-se da equação típica da dissociação (4) e ocasiona 
dificuldades no algoritmo (piora a convergência e complica-o) . 
Mas a utilização do método das ''grandes moléculas" (GM) pode 
eliminar estas dificuldades. Este método é um bom exemplo da 
aplicação da metodologia da modelagem matemática. Para não 
piorar a convergéncia c não complicar o algoritmo, seria bom se 
a equação ( 1 O) se apresentasse na forma correspondente das 
equações de dissociação. 

Imaginemos que urna fase condensada (esta fase possuindo 
• os valores H* e S*) está no ·' estado gasoso" C 1 (ou seja as 

moléculas separam-se urna da outra) e esta "fase'' fica cm 
equilíbrio com a fase gasosa real (C,). Neste caso podemos 

escrever tormalmctJte uma equação ·'da dissociação" da fa~e c; 
na fase C s : 

Se -Sc1• 
lnPc, -lnPc1·=InKc 1·= 'Ro 

Hc, -IIcl· 
R0 T 

(II) 

onde II. S são respectivamente a entalpia e entropia molares das 
substâncias. 

Esta equação corresponde completamente as regras de 
formação das equações de dissociação e assegura boa 
convergéncia dos cálculos e invariância do modelo em relação as 
substâncias condensadas. Mas se substituímos (I O) na equação 
( 11) obteremos um erro considerável nos resultados, porque o 
valor de ln P c 1• é grande. 

Agora admitamos que cada molécula condensada consiste de 

o-moléculas do tipo c* (ou seja a fase condensada é 
* representada pelas moléculas do tipo Cn ) por isso 

Hcn • = n · H c•; S~ • = n · S~. e a equação de dissociação 
n 

c~ pode ser escrita na forma: 

nlnPc -lnP nS~ -nS" s Cn • = s c' nHcs -nHc- (12) 

R o RoT 

e depois de dividida por n, obtemos: 

ln Pc • S~ -Se"·· Hc - Hc· 
ln I' C . - __ n_ = s s ( 13) 

s n R0 R0 T 

Se n-;oo a equação ( 12 ) será idêntica a equação (I O ). 
Pesquisas numéricas mostram que para n=lOOO a diferença 

nos resultados obtidos por (I O ) e por (13 ) praticamente não é 
visíveL Então em virtude do método das GM, a equação para o 
vapor saturado transforma-se cm uma equação do tipo ' 'da 
dissociação". conseguindo a simplificação e a estabilidade do 
algoritmo de cálculo para misturas heterogêneas. 

O algoritmo do modelo e software correspondente foram 
descritos em (Spilimbergo et ai.. 1995a.b). 

PESQUISA NUMÍ~RICA 

Utilizando o software realiz.amos vartos cálculos para 
determinar as propriedades dos produtos de combustão dos 
diversos combustíveis de biomassa. As informações necessárias 
sobre os combustíveis foram obtida~ de (Jenkins. 1990 e 
Tillman. et ai., 1981 ). Nestes trabalhos. para cada combustível 
estão apresentados os dados: ~s (poder calorifico superior), g; 
(partes mássicas dos elementos). g,. (partes mássicas dos restos). 
Por exemplo: 



onde Lenhal =Lenha (eucalipto). 
Estes dados são suficientes para serem realizados os 

cálculos, mas para serem aplicados no software é necessário 
cwnprir previamente algumas transformações e utiliz.ar wna 
suposição, porque o software utiliza: a fórmula condicional em 
que deve ser introduzida a "cinza" e a entalpia do combustível 
Clc) na escala que se utiliza em (Aiemassov, et ai., 1971: 
Gordon e McBride. 1971 ). Então admitamos que a "cinza'' inclui 
somente uma substãncia condensada: Si02' e o 0 2 desta 
substãncia foi retirado do mesmo combustível. Para obter a 
fórmula condicional utilizamos: 

r J..l(o2).gr 
g(O) = 

J..l(Si02) 

g(O)+ g~O) 
bc (O) = ~-'-----~ 

J..l(O) 

Para obter I c é necessário: 

para i= C, H, N, Si; (14) 

- determinar I f quando a.0 x = I e a temperatura dos produtos 

de combustão T pc = 298 K. Neste caso é preciso atribuir á I c 

qualquer valor, depois do cálculo pelo software obtemos algum 
T pc· Se T pc > 298K é necessário diminuir I c até obter 

T pc=298K. No último cálculo é necessário lembrar o valor de 

r( l-hO); 

- calcular o valor de ~~ ( capacidade calorífica baixa): 

onde ha é o calor de evaporação da água: 

-cálculo da entalpia: lc = ~1-{j, - rf 

(15) 

(16) 

Na tabela I estão apresentadas as entalpias e as fórmulas 
condicionais para vários combustíveis indicados no trabalho 
(Jenkins, 1990): 

Comb. I c H o N Si 
Lixo I -6546 3,96 6.00 2.45 0, 11 0.2 
Lixo2 -10612 2.83 4.60 2.66 0.08 0.63 
P<~pel I -6961 3.73 6.10 2,85 0.02 0,12 
Papel2 -6223 4,93 9.25 1.93 0.02 0,02 
Cedro -7719 4,06 6.4 2.79 ---- 0,006 
Lenhal -4123 4.02 5.92 2.80 0.04 0.02 
13agaço -5437 3.73 5.35 2.80 0,04 0.16 
Casca -5403 3,41 4.30 2.85 0,04 0.31 
Lenha2 -7805 3.21 6.96 3.35 0,03 0.01 

Tabela I 

onde Bagaço = Bagaço de cana. Casca = casca de cana c 
Lenha2=Lenha (eucalipto) com umidade de 20%. 

Foram computadas as propriedades dos produtos de 
combustão destes combustíveis com "ar " e algumas entre eles 
discutidas abaixo. Todos os cálculos foram realizados para as 
seguintes condições: P=latm. aox = 0,1 - 2 e para combustíveis 
secos. 
I . Lixos Municipais : Nas figuras I. 2 e 3 estão apresentados os 
resultados dos cálculos para combustíveis do tipo lixo municipal 

(LI-K~= 6,08) e lixo municipal (L2-K~ = 4,52). 
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As temperaturas dos produtos de combustão são próximas 

(ôT(a.0 x=l)= IOOK ) porque K~ (LI) > K~ (L2) e a 
capacidade calorífica do LI é maior do que do L2. A diferença 
ô T aumenta com a diminuição de a.0 x (em particular quando 

Uox ~O, I) devido a falta de oxigênio dentro do combustível L2. 
É evidente que sem a considerável ação interior, a combustão 
não vai se realizar (para a. 0 x < 0,2 ), principalmente para o 
combustível L2. 

O combustível L2 também possui o maior conteúdo de fase 
condensada (C' + SiO'). A alteração das massas moleculares 
médias não são habituais, isso se explica pela mudança 
incomum da composição na zona de a.0 x=O, J - 0,5. Pelos 
mesmos fatores é possível explicar a grande diferença entre 
Cpe e Cpf (para ambos tipos de produtos de combustão). Além 
disso para o combustível LI existe um segundo máximo para o 
Cpe condicionado à temperaturas altas. Ao mesmo tempo os 
produtos de combustão do L2 não apresentam este fenômeno. 

T 

')..000 

ibOO 

0.5 !.O 

....... Uxo-i 
__ liXO·~ 

i.S 

O.:J.S 

0,15 

0.!.0 

0,05 

Figura I - Dependência da temperatura T(K) e partes mássicas 
dos produtos de combustão ( Z ) em função de a. 0 x 
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g 45 
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Figura 2 - Viscosidade e massa molecular média dos produtos 
de combustão em função de Uox 

Em (Spilimbergo, et ai. , 1995a, b) foram descobertos 
grandes valores de Cpe na área de a.0 x << 1 para os 
bipropelentcs: eucalipto+ "ar", bagaço de cana+ "ar" c casca de 
arroz + "ar". Este fenômeno ocorre para os bipropelentes 
pesquisados neste trabalho. De acordo com a tonnula: 
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Figura 3- Variação de Cpe e Cpr(J I Kg.K) em função de Uox 

a diferença entre Cpe e Cpr está condicionada nos termos da 
mudança da composição pela temperatura que está ligada com 
Uox . Nas figuras 4 e 5 .estão mostradas as alterações das 
principais substâncias nas frações molares dos produtos de 
combustão em função de a 0 x para o LI e L2. 
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Figura 4- Alteração da composição dos produtos de combustão 
(H20, H2 e CI~ ) em função de U ox 
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Figura 5 - Alteração da composição dos produtos de combustão 
(C02, CO) em função de U 0 x 

É evidente que na área de 0.1 < a
0
x < 0,4 existe uma 

alteração considerável das substâncias H2 O, 1-h, CO. C02. Entre 
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as ·composições dos combustíveis LI e L2 observa-se uma 
diferença visível. Pela diferença do C02 e H20 entre LI e L2 
pode-se explicar a distinção nas massas moleculares. Para 
ambas variantes tem-se o máximo de r(CO) na área a

0
x = 0,3 -

0.4. Observamos que com o aumento de Uox muda a 
distribuição de 02 entre as três substâncias H20, CO, C02 que 
está condicionada pela reação do "vapor de água". 

É evidente que os bipropelentes dos vários· tipos de lixo 
municipal formam produtos de combustão diferentes. Por isso 
para determinar as suas propriedades para cada tipo concreto é 
necessário realizar cálculos pelo software do tipo (Alemassov, et 
ai. , 1971 ; Gordon e McBride., 1971 e Spilimbergo, et ai., 
1995b). 

2. Papelões: Cálculos análogos foram realizados para o papelão 
(PI) e papelão encerado (P2). Alguns resultados estão 
apresentados nas figuras 6, 7, 8, 9 e 10. Os cálculos foram 
realizados para as mésmas condições do item L Os produtos de 
combustão desses combustíveis contém uma pequena fase 
condensada diferenciando-os dos combustíveis do tipo lixos. 
Existem mínimos visíveis para a massa molecular dos produtos 
de combustão em Uox = 0,4, que estão condicionados à 

mudança de r (C02). 
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Figura 6- Dependência da temperatura T(K) e partes mássicas 
(Z) dos produtos de combustão em função de Uox 
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Figura 7 - Viscosidade e massa molecular média em função 
de Uox 

Para a correlação Cpe/Cpr , como para os combustíveis 

lixos. existem máximos na área a
0
x = 0,2 - 0,3. As mudanças 

das concentrações de t~hO e H2 são semelhantes as mudanças de 



concentrações dos lixos. mas os papelões apresentam 
características termodinâmicas e termofisicas mais próximas. 
entre elas. que as características dos lixos. Além disso foram 
obtidas informações sobre as propriedades dos produtos de 
combustão em "ar" para os seguintes combustíveis: cedro, pino, 
palha de milho. palha de feijão. etc. 
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Figura 8- Variação do Cpe e Cpr ( J I Kg.K) em função de a0~, 
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Figura 9 - Alteração na composição dos produtos de combustão 
(l-bü e l-b) em função de U 0 x 
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Figura I O - Alteração na composição dos produtos de combustão 
( C02 e CO ) em função de Uox 

As propriedades termodinâmicas c tcrmot1sicas que são 
necessárias para projetar várias instalações de alta temperatura. 
na área de a 0 x = O. 7 - 2.0. são próximas. Para todos os 
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combustíveis pesquisados existem varias particularidades na 
área de Uox << 1: altos valores do Cpe, mudança não habitual 
da composição (Hz, HzO, COz, CO), etc. Entre os combustíveis 
pesquisados existe diferenças na fase condensada. 

3. Lixos Municipais com variação da temperatura: Pelos 
resultados das pesquisas realizadas é evidente que para a 0 x <<1 
forma-se uma quantidade considerável de gases combustíveis 
(CO, H2, Cl-4 ) que podem ser utilizados como combustível 
gasoso ou para outros objetivos industriais. É evidente que sobre 
temperaturas não altas (700 - 900K) a combustão dos 
combustíveis sólidos, do tipo lixo, é dificil organizar em 
condições quando falta oxidante. É necessário realizar este 
processo sobre temperaturas mais altas. Nesta situação pode 
ocorrer o deslocamento do equilíbrio químico e mudança na 
composição. por isso tem sentido realizar pesquisas para 
determinar as propriedades dos produtos de combustão quando 
a 0 x << I com aumento de temperatura -T aq (admissão 

independente do calor nos processos de combustão). As figuras 
11, 12, 13 e 14 mostram resultados destas pesquisas. 
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Figura 11 - Mudança das propriedades dos produtos de 
combustão em aquecimento ( a 0 x = 0,2) 

A figura 11 mostra a mudança da quantidade total de gases 
combustíveis: 

( 18) 

que surgem de combustíveis (quando fica uma quantidade 
pequena de ar) com aumento da temperatura. 

Como é visível a quantidade dos gases combustíveis ( 18) 
aumenta essencialmente com aumento da temperatura e a fase 
condensada diminui. Mas neste caso é preciso muita quantidade 
de energia (Q.) para aumentar a temperatura dos produtos de 
combustão (figura 11). 

Para L2 nota-se que exige Q. maior que para LI, mesmo 
que o somatório da composição dos gases combustíveis para 
ambos os lixos sejam aproximados. No processo de aquecimento 
a massa molecular muda consideravelmente. diminui o conteúdo 
de C02 e HzO e o carbono condensado passa para o CO e na 
parte condensada fica somente a cinza. 

Para Uox = 0.1 os resultados estão mostrados nas figuras 13 

e 14. Surgiu para Uox = O, 1 quantidade de gases combustíveis 

maior que para a 0 x= 0,2, mas é preciso gastar mais quantidade 

de energia que para o regime a 0 x = 0,2. 
Para temperaturas > 1200K a quantidade de gases 

combustíveis praticamente não aumentou. 
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Figura 12 ·Alteração de llM e Cpe e Cpr dos produtos de 
combustão em aquecimento ( a 0 x = 0,2) 
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CONCLUSÃO 

L O modelo (Aiemassov et ai., 1971) foi aplicado para 
determinar as propriedades dos produtos de combustão da 
biomassa que leva em conta a dissociação c o surgimento da tàsc 
condensada. O modelo foi complementado pelo método das 
"'grandes moléculas". que possui a estabilidade de cálculos para 
sistemas heterogéneos. 
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2 .. Foram realizadas pesquisas numéricas para determinar as 
propriedades dos produtos de combustão de vários combustíveis: 
lixos municipais, papelões, e vegetais num intervalo amplo de 

Uox· 

3. Para a 0 x << I foram investigadas as particularidades dos 

produtos de combustão de combustíveis de biomassa em 
condições de seu aquecimento, com o objetivo de determinar a 
quantidade de gases combustíveis. 
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ABSTRACT 

This papcr aims at the research on thermodynamical and 
thcrmophysical propcrcties of the combustion byproducts from 
severa! biomass fuels . ln order to calculate them. the model of 
chcmically balanced processes was used togcthcr whith the 
method of" great molecules" . Infonnation on the properties of 
combustion byproducts "in air" was obtained for some kinds of 
city garbage. as well as cardboard paper and some kinds of 
wood. As for the rich mixtures (a 0 x<<l), the thennodynamical 

properties of the combustion byproducts were analysed 
considering severa! tempcraturcs. 
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RESUMEN 

Este trabajo apunta ai diseiio. construcciôn v puesta en marcha de una celda. para la mediciôn de 
coe.ficientes de difítsúín. con membrana de agar-agar intercambiable. La ce/da file construido en acrllico. 
cumpliendu con las condiciones de la reso/ucián de la ecuaciân diferencial. En e/la se estudiô la dijilsiôn dei 
Na('!, en .fi111ciún de la concentración de agar. de NaC/ y de la temperatura. El método estahlecido resultá 
sencil/o. l'lÍfJido r mur confiable. de auterdo a los estudios estadísticos y a los 1'(1/ores informados en 
/ireratum. 

INTRODUCCIÓN 

En muchos procesos de la industria a limentaria, los 
fenómenos de transferencia de rnasa tienen gran importancia y 
en particular aquéllos en que la difusión com~ituye el paso que 
controla e I proceso. En algunos casos corno fenómenos 
voluntariamente propiciados : salado y fennentación de quesos y 
productos cárneos (Geurts e l ai. . 1974: Lücke. 1986), 
deshidratación osmótica en e laboraeión de productos de 
hurnedad intermedia (Karel, 1976), etc. En otros, la difusión 
ocurre. sin ser deseada: pérdida de aromas (Bonilla et ai., 1981 ), 
disminución de la calidad nutricional , debido a la migración de 
soluhles en el proceso de escaldado (Bühler, 1990), etc. 

Estos antecedentes motivan el estudio de i fenómeno de 
difusión en alimentos. siendo para ello de especial relevancia, en 
el cálculo y descripción dei mismo. el disponer de valores 
fidedignos de los coeficientes de difusión involucrados. 

La deterrninación experimental directa en alimentos suele 
se r bastante complicada. dado lo heterogéneo de ~u cornposieión 
y a la generalmente complicada geometría que presentan. 
Relativa:nente fác il de operar. resultem los geles moldeables. con 
las cuales se pueden simular la cornposición de un alimento y 
recurrir a exprcsiones matemáticas para la determinación de! 
coeficiente de difusión (Chu. 199 1; Díaz, 1993). Por ello este 
trabajo plantea la cvaluación de un método de medición de 
coeficientes de difusión , proponiéndose el diseiío y 
cnnstrucción de una celda de difusión con membrana 
intercambiable. de manera de contar con un método confiable, 
que permita tl ex ibilidad en las medidas. 

ANTECEDENTES TEÓRICOS 

El transporte de materia. dehido a mecanismos 
difusionalcs ocurre debido a una diferencia de potencial químico 
(diferencia de concentraciones, e n la rnayoría de los casos). 
Como analogía a la teoría de Fourier, que describe la 
transferencia de calor por conducción, Fick formuló las 
ecuaciones matemáticas para el transporte difusional de materia 
en medios isotrópicos (leyes de Fick). 

La 1" ley de Fick indica que el flujo de ma teria transferido, 
perpendicular a un área unitaria , es proporcional ai gradiente de 
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concentración, que independiente dei sistema de coordenadas 
que.da representada en forma vec torial por (Crank. 1975): 

F = - D grad c (I l 

En donde D corresponde ai coeficiente de difu sión. 
La 2' ley de Fick representa el caso no es tac ionario. cuya 

ex presión general es: 

de 
dt 

'Y'·(D·V'c) = div(Dgradc) (2) 

siendo V' , el operador nahla (Bi rd et al. . 1964). 
Para distintos sistemas geométricos y diferentes 

condiciones iniciales y de borde. es posible encontrar soluciones 
a las ecuaciones difereneiales. 

La rnayoría de los métodos que se utili zan para determinar 
el coeficiente de difusión se basan en reali zar experiencias de 
difusión en sis temas, cuya geometría y condiciones iniciales y de 
borde están claramente definidas. 

Para la determinación dei coeficiente de difusión en 
membranas poliméricas, se desarrolló el método "Lag-Time" 
(Crank y Park , 1968), corno una modificación dei ampliamente 
usado; pen' rnuy consumidor de tiempn: Celda-Diafragma 
(Dunlop et a i., 1972). El método "Lag-Time" es tipula que la 
concentraeión de soluto, a un lado de la membrana (C 1) se a 
constante durante todo el experimento y ai otro lado Co. medida 
continuamente en un volurnen definido de fluido. Si la 
coneentración de soluto en la membrana. ai inicio es cero y e l 
cambio de la coneentración Co. pequeno. la cantidad de soluto 
que difunde (Q) queda determinada por: 

Q =d ·C - · ---- --ex (3) 
(

D·t I 2 L~ (-!)" {-D·n'· rc
2 ·t)j 

I d ' 6 ' ' f ' - 1t - I /( ( -

en donde d <.:orrespondc al espesor de la membrana. 
A tiempos muy largos (t -'> oc) es dccir. en estado 

estacionario, esta expresión se transforma en la relación lineal: 



D· .C, ( d
2 

) Q, =-d- t- 6-D (4) 

donde en e! punto de corte con el eje tiempo, se encuentra e! 
llamado "Lag-Time" (6): 

d 2 
9-

6-D 

de cuya expresión se determina e! coeficiente de difusión. 

(5) 

En la literatura se informa una dependencia de! coeficiente 
de difusión con la temperatura (T), de! tipo Arrhenius, para e! 
fenómeno en alimentos con alto contenido de agua (Rice y 
Selman, 1984; Califano y Calveio, 1983): 

D = D0 exp(;~) (6) 

en donde Do. corresponde ai factor de frecuencia , R, a la 
constante de los gases y E, a la energía de activación asociada a! 
proceso. 

DESARROLLO EXPERIMENTAL 

La celda de difusión se diseiió de forma que se cumplieran 
las co:~diciones descritas anteriormente y fue construída 
básicamente en acrílico. 

En la figura N° l se muestra un esquema de! montaje de 
todo e! sistema. 

La celda se compone de tres secciones desmontables: dos 
cámaras de volumen constante cilíndricas (l y 6) que contienen 
las soluciones de concentraciones Co y Ct , respectivamente, y 
una pieza que soporta la membrana intercambiable (2) . Todo e! 
sistema está rodeado de tubos perforados en cada bloque que 
permiten lograr un sistema de termostatización continua (5). 

Las cámaras están comunicadas a l exterior por orifícios 
ubicados en la parte superior; uno de ellos, en la cámara que 
contiene la solución a Co se utiliza para introducir una celda 
conductométrica (3) , que indica e! cambio de concentración a 
medida que transcurre la experiencia. En la otra cámara. los 
orifícios, permiten e! bombeo continuo de solución de 
concentración Ct constante (4). 

La pieza que soporta la membrana se compone de un 
paralelepípedo con una perforación a i centro, donde se coloca la 
membrana y sobre ella una tapa en forma de anillo, que la 
asegura. 

Para la fabricación de las membranas se utilizá agar-agar 
(Hi-Media) en distintas concentraciones, e! que fue disuelto en 
agua y I levado a ebullición, por un par de horas. El gel caliente 
se vació a moldes de teflón, para dar la forma y el espesor a las 
membranas y se esperó a que solidificaran. 

Las experiencias de difusión se realizaron montando la 
membrana con ambas cámaras, en donde luego, se introdujo el 
electrodo y se termostatizó el sistema con una bomba 
peristáltica, a continuación, se llenaron cuidadosa y 
simultáneamente ambas cámaras, con las soluciones Co (agua 
destilada) y c, (NaCI). respectivamente. En ese instante se 
registraron las medidas de conductividad y tiempo, hasta 
después de alcanzar el estado estacionaria. El espesor de la 
membrana fue medido antes y después de cada experiencia. 
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PRESENTACIÓN Y DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS 

Estudio de las membranas . Antes de comenzar con e! 
estudio de la difusión, se estudiaron algunas características de 
las membranas preparadas a diferentes concentraciones de agar, 
con e l finde determinar losposibles cambios que e llas podrían 
experimentar, especialmente de espesor. durall!e las 
experiencias de difusión, cuyo valor cs determinante en e! 
cálculo de! coeficiente. 
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Figura l - Celda de difusión. 

Aumento de volumen de las membranas de agar. Un 
experimento se realizó sumergiendo membranas de volumen 
inicial conocido en agua destilada por una hora. AI cabo de ese 
tiempo, se masaron las mucstras y junto con las densidades 
respectivas, se calculó la variación de volumen . tales resultados 
se presentan en la figura N°2. En ellos se puede apreciar que 
todas las membranas sufrieron un aumento de volumen. 
producto de la histéresis (capacidad de adsorber o desorber 
agua) que caracteriza a algunos geles. como el de agar. El 
aumento de! volumen de la membrana de I 'i'r p. de agar es 
notoriamente mayor que el dei resto. 

c 14 
~ e 12 
= Q 10 >-
~ 8 ., 
Q 

6 ..... 
c 
~ 

E 4 
= < 2 
~ o 

1,0 1.5 2.0 2,5 3.0 
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Figura 2- Aumento de volumen de las membranas de agar 

Disminución de volumen de las membr<was de agar. Otro 
análi sis que se hizo fue e! de determinar e l comportamiento Je 
las membranas a! sumergirlas en una solución i1l 0.5 'k . de NaCl 
por una hora, midiéndose los espesorcs iniciales y finales. En 

1 
~ 



esta experiencia se observá que todas las membranas sufrieron 
una di sminución general dei espesor y con e llo dei volumen, lo 
cual se muestra en la figura N°3. Esto se expli ca fácilmente por 
las propiedades higroscópicas de i Cloruro de Sodio, es decir, la 
membrana a i entrar en contacto con una solución de NaCI, 
tiende a secarse debido a que las moléculas de agua que se 
encuentran retenidas en el sólido, son desplazadas y sustituidas 
por los iones cloruro y sodio que tienen un menor tamaiio; con 
esto el volumen total de la membrana disminuye. 

En las experiencias de difus ión, la membrana se mantiene 
inicialmente en contacto tanto con agua. como con sal. De 
acuerdo a los resultados mostrados, se podría esperar que e l 
efecto neto fuese e l de un aumento de i volumen; sin embargo ai 
finalizar cada una de las corridas de difusión se observó una 
disminución dei espesor, que fue menor que el observado en 
estas experiencias. 
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Figura 3 - Disminución de volumen de las membranas de agar 

Retención de NaCI en las membranas. Dei experimento 
anterior. también fue posible la determinación dei grado de 
retención de sal en e l interior de las membranas. AI observar los 
bajos porcentajes de retención de NaCI en las membranas de 
agar (Figura N°4), se puede deducir que el error que se comete 
ai medir la concentración de iones en la solución y no 
directamente en la membrana, es prácticamente despreciable y 
realmente no afecta a i cálculo posterior dei coeficiente de 
difusión . 

También se observa que e l porcentaje de retención es 
creciente con el porcentaje de agar. Esto se debe a que las 
moléculas de agar, form ando parte de un gel, son 
macromoléculas de tipo espiral , por lo tanto, ai haber presentes 
una mayor cantidad de ellas en e l ge l, es más probable que los 
iones que difunden queden retenidos con mayor facilidad. 

= •o ·o 
= Q,j 

~ 
c.:: 
~ 

5,0 
4.5 
4,0 
3.5 
3.0 
2.5 
2.0 
1,5 
1,0 
0,5 
0,0 

2 

Concentración Agar (%) 

2,93 

3 

Figura 4- Retención de NaCI en membranas de agar. 
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Res ultados de i coeficiente de difusión dei NaCI. El 
coeficiente de difus ión dei NaCI fue medido utilizando 
membranas de distintas concentraciones en peso de agar: 3.0, 
2.5, 2.0, y 1.5 %, respectivamente, vari ando para cada una de 
ellas la concentración de la solución de la sal (C 1 ): 0.5, I y 
1,5%. 
Los resultados muestran que el coeficiente de difusi ón 
disminuye ai aumentar la concentración de agar (Figura N°5), lo 
cual era fácilmente predecible puesto que ai aumentar la 
cantidad de macromoléculas de agar, e l espacio li bre entre ellas 
para que difundan los iones disminuye, (Teoría de la 
obstrucción; Hendrickx et ai., 1987). 

Por otra parte, ai extrapolar las curvas para obtener e l 
coeficiente de difusión dei cloruro de sodio a dilución infinita, 
es decir en agua, se obtuvo los valores que se muestran en la 
tabla N°1. 

Tabla I -Coeficientes de difusión dei NaCI extrapolados a 
concentración 0% de Agar. 

Cone. NaCI 0,5 1,0 I ,5 
J.%) 

Doexp ~x I O~) 
(cm~/s) 

2,05 1,99 1,93 

r 0 ,977 0,999 0,994 

Si comparamos con valores de bibliografía (Crank y Park , 
1968; Landolt y Bornstein, 1969) que informan valores 
promedio de DNaCI en agua de 1.6E-05 (cm2/s), se puede 
apreciar una gran diferencia. Esto indica que e l método no se 
adecua para determinar coeficientes de difusión en solución . 

Coeficiente de Difusión en función de la solución salina. 
La variación dei coeficiente de difusión con respecto a la 
concentración de las soluciones salinas es creciente para todas 
las membranas, lo cual es especialmente notable para la 
membrana de 3%p de agar (Figura N°6), aunque la variación se 
encuentra dentro dei error experimental, por lo que se puede 
decir, que prácticamente este coeficiente es independiente de la 
concentración. Tal característica no puede ser analizada como 
una tendencia general, dado que el rango de concentraciones de 
sal estudiado fue muy estrecho y no pudo ser extendido, ya que 
esto producía alteraciones en la membrana. 

Concentración Agar (% p) 

Figura 5 - lnfuencia de la concentración de agar en el coeficiente 
de difusión, expresado como la razón entre el coeficiente medido 
y el valor extrapolado a concentración 0% de agar (D/Do) 
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Análisis dei error relativo porcentual. Los resultados 
obtenidos fueron analizados, utilizando criterios estadísticos 
tradicionales. 

La figura N°7 muestra el error relativo porcentual, 
calculado para las diferentes condiciones experimentales. 
Considerando que una medida se considera precisa cuando este 
error no supera el 5%, se puede concluir que todos los 
resultados. obtenidos son bastante precisos . No obstante, e l 
gráfico muestra que los valores de la solución de 1% NaCI . son 
los más precisos para todas las membranas. 

1,7 
-tr- 1.5 % Agar 

1,6 ~2 o/cAgar 
~ 
...... 1,5 

-x- 2.5 % Agar 

E 
~ 1,4 

-o-3% Agar 
X X X 

~o 

1,3 -" 'õi 1.2 
Q ~ 

1.1 

1,0 

0.5 1.0 1,5 

Cone. NaCI (%) 

Figura 6- Influencia de la concentración de NaCI en e l 
coeficien te de difusión. en difere ntes membranas de agar. 

Efecto de la temperatura cn d coeficiente de difusión . En 
este estudio se trabajó con temperaturas entre los 17 y 40°C, 
temperaturas tnayores producía un ab landamiento tic las 
membranas, temperaturas menores a los l7°C, no fue 
técnicamente posible. 

Estas experiencias se realizaron con la membrana de 2.0 
%p. de agar y la solución de 0,5 % de concentración de NaCl. 

El coeficiente de difusión aumenta ai aumentar la 
temperatura como puede observarse en la Figura N°8. Un 
cálculo de energía de activación, mediante la relación 
linealizada de Arrhenius, arroja un valor de 20,4 kJ/mol. con una 
regresión de 0 ,999 . Este valor de energía de activación es típico 
de los procesos controlados por difusión y semejante a los 
informados en la literatura (Díaz, 1993). 

~ 

~ 
'-

~ 
c.: ... 
o ... ... 
~ 

1,2 
00.5 % NaCI 

1,0 I mm I~ 1.0% NaCI 

0,8 III 1.5% NaCI 

0,6 

0,4 

0.2 

o.o 
3,0 2,5 2,0 1,5 

Cone. Agar (%) 

Figura 7 - Error relativo porcentual de las experiencias 
realizadas. 
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CONCLUSIONES 

Dei trabajo presentado se puedc conc luir ln s iguicnte: 

• La celda de difusión disefiada. es fácil de utili zar y 
versáti l, pues permite cambiar la membrana a voluntad y 
ofrece Ia potcncialidad de trabajar con membranas realcs. 
como por ejemplo trozos de frutas. 

• La medición entrega valores preci sos en un cortn tiempo 
de operaciôn. 

• En el rango de concentrac iones de NaCI estudiadns. los 
coeficientes de difusión dei cloruro de sodio en agar son 
muy similares , en orden de magnitud. a los va lores 
informados en literatura. 

6 

5 
~ / .... 

N 4 a 
..::. 
~I:> 3 ... 
* 2 ... 
QJ 

o 
I 

o 
17 25 ·'6 -'0 

Temperatura ("C) 

Figura 8- Influenci a de la temperatura en el coefic iente de 
difusi<Ín. 
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SUMMARY 

This work has as objectives to design, built and use a 
diffusion cell with changeable agar gel diaphragm, to meassure 
the diffusion coeffic ient. The cell was made of acrylic and 
respond the conditions to solve the diffcrential Fick'equations. 
Diffusion from NaCI was carricd out in different agar-, sa lt 
concentrations and temperatures. The method is casy. fast and 
exactly. 
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ABSTRACT 

Momentum and energy transport in a two-phase solid matrix packed-bed heat exchanger 
are studied using a mixture theory approach, which allows a thermodynamically consistent 
local description. Th e mixture consists of three (two rigid so lids and an incompressible 
fiuid ) overlapping continuous constit·uents, whose thermodynamical interaction is ensured 
by momentum and energy generation terms. An iterative procedure is used to simulate 
the forced convection in a counter-fiow heat exchanger allowing the fiuid constituent inlet 
temperature to be th e only boundary condition prescribed in the fiow direction . 

INTRODUCTION 

When tluids a re passed over packed beds of soiid 
material a large ratio of surface area to volume is ob­
tained improving t he heat transfer effectiveness which 
could be even higher if large thermal conductivities are 
present. A packed-b ed heat exchanger with enhanced 
conductivity may be built if some particles with la rge 
thermal conductivity are spread over and adhere to a 
solid matrix with smaller conductivity, giving rise to a 
two-phase solid matrix. 

A thermodynamically consistent local model for 
momentum and energy transport in a packed-bed heat 
exchanger with a two-phase mat rix is obtained the mix­
ture theory, a specific too! for multiphase phenomena 
(Atkin and Craine, 1976). The mixture consists of 
three overlapping continuous constituents: two rigid 
so lids and a newtonian incompressible fluid , each of 
them characteri zed by distinct temperatures and ve­
locities. To allow thermal nonequilibrium among the 
constituents is particulary important when dealing with 
packed-bed heat exchangers, in which the energy tlux 
in a direction p erpendicular to the flow occurs prefer­
ent ia lly through the solid matrix, improving the heat 
cxchange. 

Since both so lid constituentJ; are rigid and at rest, 
m ass and momentum balance equa tions are solved for 
the fluid constituent only, while the energy balance 
(coupled) equations are solved for the three constituents 
of the mixture. Constitutive relations are derived for 
the partia! heat fluxes and internal generation sources: 
the momentum and energy sources, satifying the second 
law of thermodynamics and the principie of objectivity. 

The packed-bed heat exchanger is represented by 
two porous channels, each of them composed by two 
solids, in which the fluid flow s in a counter-flow ar­
rangement. The porous channels are separated by an 
impermeable surface with infinite thermal conductivity 
(without thermal resistance) bounded by two imperme­
able adiabatic flat plate.s. 
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Considering a developed flow in each channel, an 
analytical solution for the hydrodynamical problem is 
possible (Martins-Costa et. ai. , 1992). The thermal 
problem is describ ed by three elliptical partia) differen­
tial equations. The presence of the idealized interface 
described above allows these equations to be solved in 
a single domain , employing a numerical scheme ade­
quated to the velocity sign. An iterative procedure, 
developed by Martins-Costa et ai. ( 1991), is used to 
simulate (by means of a finit e-difference approach with 
an upwind scheme for the convective term} the forced 
convec tion in a heat-exchanger in which the fluid con­
stituent inlet temperature is the only boundary condi­
tion prescribed in the flow direction. 

Severa! methods have been proposed in the liter­
ature to describe transport in porous media. Most of 
them use a local volume-averaging technique, that has 
a lready allowed unquestionable advances in the study 
of complex problems dealing with porous media. Tem­
perature, pressure, concentration and the velocity com­
ponents are described as volumetric averages, stJ.ch that 
the heat transfer phenomenon may be studied by using 
the classical continuurn mechanics. Darcy 's law (relat­
ing pressure drop to velocity) with the addition of em­
pirically determined terms to account for inertia and 
viscous effects (Vafai and Tien, 1981; Bejan, 1987) sub­
stitutes the balance of linear momentum. 

Sorne important aspects such as multiphase trans­
port and phase-change processes still require convenient 
models (Tien and Vafai, 1990) . Georgiadis (1991} has 
detected research needs and suggests strategies to deal 
with convective transport in porous media. He states 
that contemporary research is related to four elern ents 
- one of these elements is the solid matrix structure. A 
different approach is used in this work: the continuurn 
theory of mixtures (specially developed for multiphase 
phenomena), which allows the construction of a ther­
modynamically consistent lo cal model by means of a 
systematic procedure to describe the heat transfer pro­
cess in a fluid-saturated packed-bed heat exchanger. 
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MATHEMATICAL MODEL 

Since the porous medium (the two-phase solid) is 
assumed rigid and at rest, the mass and linear momen­
tum balance equations need only to be considered for 
the fluid constituent (Martins-Costa et aL, 1992). The 
mass balance equation is given by: 

8pp + div(ppvp) = O 
at PF = <p pp (1} 

in which p is the actual ftuid density, p F is the fluid 
constituent mass density, v F is the ftuid constituent 
velocity, and <p F the fluid constituent fraction in the 
mixture. 

The balance of linear momentum is given by: 

8vp 
p<pp ]-- + (gr·adv p )vpj = - <ppgradp+ 

8t 

2 
2 . D <p p7J + 2À<p p7]dW F- KVp + p<ppg (2) 

where 7J represents the actual ftuid viscosity, K the spe­
cific permeability (scalar, since the porous matrix is 
iso tropic), D and DF the symmetrical part of the fluid 
and the fluid constituent velocity gradient, respectively, 
p the pressure, g the sp ecific body force and ,\ is an al­
ways positive scalar parameter, which dep ends on the 
porous matrix microstructure (Willia ms, 1978) . 

The hydrodynamical problem is subjected to the 
following no-slip condition on the imp ermeable sur­
faces, according to the scheme shown in Figure 1: 

Vp = 0 at y~ = H u/2 and Y
1
L = H L/2 (3} 

in which y~ = y- Hu/2 and y~ = y + HL/2 
The following velocity profile is obtained, consid­

ering equations (1) to (3), for the geometry presented 
in Figure l and assuming one-dimensional steady-state 
flow: 
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vp (y' ) = ~]pgx - 8p ] 
7] <p F 8x 

cos VR>-[ -h_Ll 
1- H/ 2 

cosh Jió 
(4) 

where y' = Yu and H = Hu if y 2: O and y' c y~o and 
H = H L if y :-::; O. 

For the limiting case in which H ---> oo, the ruean 
velocity associated to equation (4} approaches the one 
obtained from the classical Darcy law . 

The energy balance (M artins-Costa et a L, 1992) rnus t 
be satisfied by each constituent of the rnixture: 

[
81'; ) ] /// . p;c; 8t + (grad 1'; ·Vi = p;q; - dw q, + 1/J -; 

(5) 
where i = SI, i = S2 and i = F stand for. each of the 
solid constituents and the fluid constituent, p, stands 
for the i-constituent density, T, for its ternperature, q ;, 
q;" and 1/J; represent, respective1y its partia! heat flux, 
heat genera tion and energy generation function and, fi­
nally, c; represents the specific heat of the i~constituent, 
regarded as a continuurn. 

Three energy equations are to be solved, in order 
to determine the ternp erature fields (Tp, 11s 1 and T s2 ), ' 
since the mixture theory allows the exis tence of a difl"er­
ent temperature for each constituent , a t every spacial 
point. 

Equation (5} requires sorne constitutive hypothe­
ses. The partia! heat ftux (q;) is given by the following 
generaliza tion of the equations derived for a binary mix­
ture in Martins-Costa et a i. (1992) and Costa Mattos 
et aL (1993): 

q; = - Ak;r.p; grad T; (6} 

where A represents an always positive pararneter which 
may depend on both the internal structure and the 
kinernatics of the rnixture and <(Ji is the i-th constituent 
fraction . 



The eJwrgy generation function, '1/•;, which is an in-
1 ernal contribution, represents the em~rgy supply to a 
given constituent, arising from its (thermal) interaction 
with the other constituents of the mixture. The lj; func­
t ion is zero at a given poínt if ali the constituents are 
at the sarne temperature at this point. A constitutive 
equation for the cnergy souce, based on Martins-Costa 
et ai. (1992) and Costa Mattos et ai. (1993) may be 
considered: 

n 

1/•, L H;j(Tj - T,) (7) 
1==1 

w here j represents Lhe other constituents of the mix­
ture and R,J Rj, are always positive factors which 
depend not only on spacial position and on both con­
stituents' thermal properties but also on the velocity of 
both constituents, accounting for the convective heat 
transfer. Since the solid constituents are supposed at 
rest, only the fluid constituent's velocity would inftu­
ence the factors H7.i> but this influence will be neglected 
in t h e present work. 

At this point a kinematic restriction, in order to 
satisfy the geometric compatibility, should be stated. 
Sinn• tlw flow is saturated: 

n 

L'P' ·~I (8) 

' 1 

Since the fluid constituent velocity is non zero only in 
the :r:-direction and considering the two-dimensional ge­
oJnetry of the problem, as shown in Figun~ 1, steady­
state flow and zero heat generation, the balance of en­
ergy is reduced to: 

PFCF oTp 
Vp--

l\.kpipf' OX 

RFsJ (·J'. 7' ) t SI- F 
Akp<p F 

RF'S''2 
. , ('1'.. . T ) S'2- F 

Akp<pp 
(9) 

( 10) 

o 
CJ2··· 
u 1 S'2 

o:r 2 

Rrc;2 R '>I '>2 
I ., (TF- 'f',,n) I , , (Ti-n- Ts2) (11) 

Aks2'Ps2 ll.k82'PS2 

subject to the following boundary conditions: 

i!TF 
- . -(.r,llu) O 
ây 

â'I',·n 
--(:r:, Hu) O 

3y 

8Ts2 
-.-··-(x,Hu) O 

ây 

DT81 
--(x, -H L)= 0 oy 

31'82 --(x, -lh) =O (12) 
3y 
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TF(L, y) · ·~ O 

Tp(O, y) = 1 

for O< y < Hu 

for - HL < y <O 

The following dimensionless variables are used to state 
dimensionless equations for the problem above: 

X 
X= 

L 
Y=~ 

Hu 

L 
A=­

Hu 

Pep = 
ppcplvpjHu k81 'P s1 k82'P 82 

---
Akp<pp 

/1 = 
kp<pp 

/2.= 
kp<pp 

Tp - (Tr)rnin 
()p = f3F8J 

(TF)rnax - (TF )rnin 

1'81- (Tsl)rnin 
()Sl = ~~~~~~~--­

(7'81 )rnax - (T8I)min 

Ts2 - (T82)rnin 
() 82 = -,----,----'--,------,---

(Ts2)max- (T82)rnin 

which may be written as: 

2 
RF8IHu 

ll.kp<pp 

Pep 3()p 1 3 2()p 3 2()p 

Tx= A 2 3X2 + 3y2+ 

(1:3) 

+f3Fsi(()8l- ()F) + f3F82(0s2- ()p) (14) 

satisfying the boundary conditions: 

DfJ, 
_F(X,1)=0 
3Y 

3()81 (X 1) =O 
3Y , 

ao 82 
DY (X,l)=O 

()p(l, Y) =O 

fJp(O, Y) = 1 

NUMERICAL METHOD 

f)()p 
-(X -H)= O 
DY ' 

3FJ81 (x -H)= o 
3Y , 

3()82 (X -H)= O 
DY ' 

for O< Y < 1 

for -H< Y <O 

(15) 

( 16) 

(17) 

The presence of an idealized interface at Y =' O, 
opposing no thermal resistance, but allowing the kine­
matical fields in each channel to be independent, per­
mits the energy problem to be solved in a single domain. 
For Y > O the superior channel (whose ftow is opposite 
to positive X -direction) is described, while the inferior 
channel, with a flow on positive X -direction is described 
for Y <O. 

The heat transfer problem consists of a system of 
three second order partia] differential equations, on 
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both X and Y -variables, subjecteel to six boundary 
conditions on Y -direction and to only two boundary 
conditions on X -direction (the fluid constituent inlet 
temperature, for each channel). From a mathematical 
viewpoint, a problem of this kind, consisting of three 
elliptic equations, on ooth X and Y -variables, even if 
physically realistic, could give rise to an infinite number 
of solutions. However, a great number of tested situ­
ations has shown that additional boundary conditions 
on X -direction have no influence on both solid and fluid 
constituents bulk temperatures. 

An iterative procedure (Martins-Costa et ai., 1991) 
is used, so that three second-order partia! differential 
equations on X -variable can be solved with the help of 
two boundary conditions on X -direction, one for each 
considered channel. The problem is treated as a suc­
cession of moelified problems in which the second-order 
derivatives on X -direction, for the three constituents, 
are treated as previously known fields, tha t is: the ftuid 
constituent energy equation is treated as a sequence 
of parabolic problems on X -variable, while both solid 
constituent energy equations can be considered as a se­
quence of ordinary problems on Y -variable. The origi­
nal system of equations is modified to: 

[

P epaOp a20p t 

A ax- ay2 -f3Fsi(Osi-OF)-J 

1 [ 1 a2op] t - l 
[- f3Fs2(0s2- Op)] = ---

A2 ax 2 
( 18) 

[ 
a2o J 1 

- 11 ay~1 - f3Fsi(Op- Osl)- f3siS2(0s2- Osi) 

[ 

2 ] 1- 1 _ 1!. a Os1 
A 2 ax2 

( 19) 

[ 
a2o Jt 

-12 ay~2 - f3Fs2(0p- 0s2)- f3siS2(0si- Os2) 

[ 

2 ] l-1 I!:... a Os2 

A2 ax 2 (20) 
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. • . 8
2

01:' 8 2 0s 1 ~ • " ' where the denvat~ves axz axz anel ax 2 are calcu-
lateel from a previous iteration. 

Since no analytical so lution to the system of equa­
tions describing the problem is known, nume1·ical ap­
proximations to its solution are searched with thP hP!p 
of a finite difference approach. For the diffusive terms, a 
central finite difference scheme eliscretization was used, 
while an " Upwind" scheme, adequated to the velocity 
sign, was employed in the convective t.erm eliscretiza­
tion: 

aop ~ m[Op(i + m , j)- Op(i , j)J (21) 
ax "v 

where m = + 1 for negative velocities and m = -I for 
positive velocities. 

As the temperature coefficients matrix (associateel 
to the modified system of equations) is sparse, a griel 
elescription, in which each constituent temperature pos­
sesses two indexes, according to its position on the grid, 
is used. Each iteration l, represented in such a way to 
allow an effective storage scheme with memory reuti­
li zation, is then solveel with the help of the Gauss-Seidel 
method. The approximations for both constituents sec­
ond order elerivatives are calculateel frorn a previous 
( l - 1) i teration, by means of a central fini te-difference 
scheme. The implementation consists of storing vectors 
Op, Os1 anel Os2, obtainecl from equations (18) to (20) 

and calculate new approximations for ~~!{, a;~v anel. 

a;~~2 , which are then used to calculate new values for 
O p, O S I anel O 82· These vectors are compareci to the 
ones previously stored and the process is repeated un­
til further iterations ceasc to produce any significant 
change in their values. 

RESULTS 

Figures 2 to 7 present somf' selected results for 
the three constituents' elimensionless temperatures in 
a counter ftow heat exchangcr shown in Figure I con­
sidering H = I anel A ~. 2x102 and using eliffcrent scales 
for the temperature axis. 

The infiuence of the tluiel constituent Péclet num­
ber may be observed by comparing Figures 2, 4 and 6 -
P eu = P eL = 103 , P eu .·co P e1- ·.co 104 and P eu e-c 103 , 
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p ,,: 1 . 101 . respectively. The same values for ali (3 -
/' 

and 1'-parametcrs are considered . The inflnence of the 
1-paramet.ers (rclating the conduction between two con­
st.it.ucnts - ,. 1 relates the solid I to the fluid and 1'2 the 
solid 2 to thc fluid) is shown in Figures 2 (1' 1 = 90 
aml -y·2 = lO) and 7 (1'1 --= 4 and 'Y2 = 0.06) - sarne 
vahws ;3ps 1, !3 Ps2, f3s ts2 anel Pep. This may be ; e­
gardPd no t. only as dis tinct heat conduction ratios but 
also as distinet. ratios of the constituents fractions in 
t.IH ' mixt. un•. The {:1-parameters represent the ratio of 
t.li<• lwat t.ransfcr b etween two constituents (taken into 
account. in the encrgy source) - f:J pst, .6 Fs2 and iJs1s2 
relate the fluid to the solid 1, the ftuiel to thc solid 2 
and both soliels, respectively - to the fluid constituent 
conduction. Thcir inftuencc may b e noti ccel by com­
paring Figures :1 anel 4 - sarne values of P .. :~·, 'Y1 and 
>2 . I t should bc noti ccd that t.hcre is no heat. exchangc 
lw t.wecn ÜH' ft uid and the solid 2 (!1 p 82 = O) in Figure 
:1. ln Figure ~~ 0 Fs J -· 10° anel iJFS2 ... - 102 while in Fig­
un• 2 {) 1-'8 1 c= 102 and (3 PS2 = 10° - ali the remaining 
pa ra mcters have the same values. 
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RESUMO 

Apresenta-se um modelo matemático para a descrição dos processos de transferência de solutos em meio 
a escoamentos através de colunas de recheio. Sua resolução através do método dos volumes finitos, invoca 
simultaneamente os mecanismos de dispersão hidrodinâmica, convecção, adsorção, cinética de troca de 
massa e reações químicas. Utilizando-se Visual Basic, criou-se um aplicativo em ambiente Windows que 
facilita a tarefa do usuário na sistematização de simulações, _visualização, registro de resultados, análise 
paramétrica, etc. Exemplos de aplicação são mostrados. 

INTRODUÇÃO 

A modelização matemática de transferência de massa é 
comumcntc feita através de equações diferenciais descritivas 
do sistema físico, as quais são solucionadas com auxílio de 
condições iniciais e de contorno apropriadas. A obtenção e 
utilização de uma solução analítica nem sempre é possí vcl, 
sendo que a resolução numérica se apresenta como uma 
alternativa para várias situações onde a solução analítica não é 
possíveL Devido à sua flexibilidade, a resolução numérica 
pt:rmitc a adição de termos fonte e consumo, mudanças de 
condições iniciais, de contorno c ainda da !esc:rição 
matemática da trocas envolvidas. 

O modelo aqui apresentado se aplica ao transporte de 
solutos cm colunas de recheio, lorncccndo pt:rfis de 
concentração dentro da coluna ao longo do processo e suas 
curvas de cluição, rciácntcs aos parâmetros estudados. Ele é 
freqüentemcntc aplicado para trwsporte de solutos em solos, 
podendo no entanto ser aplicado a diferentes áreas, como a 
separação de compostos cm colunas cromatográficas, cm 
laboratórios ou industrialmente. 

MODELO MATEMÁTICO 

Com a finalidade de representar assimetrias em curvas de 
duição obtidas com traçadores, tais como os íons cr e 13r' no 
estudo da infiltração em solos, Coats c Smith ( 1964) foram os 
primeiros a considerar o efeito de volumes "mortos" cm meio 
a um escoamento no seio de um meio poroso. Nesse modelo, 
eles considcran1 que a tàsc líquida é composta de duas frações: 
wna móvel , onde ocorre o escoamento, c outra imóvel, 
representada por líquido intraparticular, represado entre 
bolhas de ar ou ainda em locais de diticil acesso ao 
escoamento. Mais tarde, van Gcnuchten e Wicrenga ( 1976) 
acrescentaram a esse modelo, wna adsorção linear instantânea 
sobre a fase sólida, controlada pela difusão do soluto na tàsc 
líquida. Encontram-se ainda na literatura outras generaliza­
ções do modelo, como aquelas que consideram taxas de 
degradação nas fases sólida c liquida (van Gcnuchten c 
Wagcnct, 1989) 

O modelo aqui apresentado acrescenta taxas de produção e 
de degradação na tàsc líquida c adsorção segundo a isoterma 
de Frcundlich (Novy Quadri, 1993). 
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O balanço de massa para a transferência unidirccional de 
soluto cm um meio poroso, sob condições de escoamento em 
estado estacionário, pode ser escrito como: 

f, àSm (1 t') àS.im 'l t!Cm '-) àCim 
Pd at+pd - --a\+' m--a\+' im---;)t + 

+llOmCm +110imCim -yOm +y0im = (1) 

tlmDm à2Ct -tlmvm àCm 
àz àz 

Sendo a adsorção sobre a fase sólida dada pelo modelo de 
Freundlich, 

(2) 

c considerando as variações instantâneas dadas por: 

àSm = KNCN- 1 
àt m 

asim = KNcN - 1 
àt tm 

(3) 

pode-se escrever: 

[f:lm+PdtKNC~ 1
]:m +[tlim+Pd(l-f)KNC~ 1 ] 0~im + 

+llOmCm + llOimCim- y(Om- Oim) = 

a2c zc 
=Ü111Dm----f'-Omvm__!!!_ (4) 

àz à1. 

Considera-se que a adsorção seja controlada por uma 
cinética de primeira ordem a qual representa a passagem do 
soluto da tàse móvel em direção à tàse imóvel , ou seja: 

Cm, Cnn são as concentrações do soluto nas frações móvel e 
imóvel , respectivamente (kg m'3 ) ~ 



Drn o coeficiente de dispersão hidrodinâmica na tração móvel 
(m2s-1

); 

f a fração de sítios de adsorção sobre a tàse sólida em contato 
com a fi-ação de líquido móvel; 

K, constante de adsorção do soluto ((m3 kg-1)N); 
No expoente da isotcrma de Freundlich; 
Srn, Sun quantidades de massa adsorvidas sobre a fase sólida 

cm contato com água móvel e imóvel (kg kg'1); 
t o tempo ( s ); 
Vm a velocidade intersticial (m s' 1); 

z a coordenada espacial (m); 
a a constante de adsorção cinética reversível de 1• ordem (s-\ 
y a constante de produção de ordem zero (kg m·3s.1

); 

1-1 constante de degradação de 1• ordem (s- 1
); 

Orn, Oim teores volumétricos totais de líquido, das trações 
móvel e imóvel (m3 m-3

) ; 

Pd a densidade aparente do recheio (kg m·3)_ 

Coats e Smith mostram que a é unm função do coefíciente 
de difusão do soluto Do, da fração de volumes estagnados Om, 
Oim/8, e da geometria desta tração (fase imóvel)_ 

As condições para a solução das equações (4) e (5) são: 

• condição inicial: 

Cm=C;m=Ü, 1=0 ,Vz 

• condições de contorno: 

m m - - O v - D acm {vC 
ÔL - 0 

L= O, o:::; t:::; ti 

z =O, t > t 1 

ac D __ rn = O z = L Vt 
m àz ' ' 

(6) 

(7) 

(8) 

As equações (4) e (5) podem ser escritas sob a seguinte 
fom1a adimensional: 

à C 
(3R à; +co(C 1 -C2 )+\I'[~c 1 +(1-~)c2 )+<p = 

1 <iC1 acl 
Pe ãz2 -iii (9) 

sujeita às condições (7) e (8), cuja adimensionalização 
fornece: 

• condição incial: 

C1 = c 2 =o , T=O , vz (lO) 

• condições de contorno: 

I ac 1 f' Z=O, O:s:T:s:T1 
---+CI= 

Pc az o, z =o, T < T1 

( 11) 

8C1 = ôCz =O. z = 1, VT (12) 
az az 

onde os parâmetros adimensionais são dados na Tabela I_ 

1788 

Tabela I - Detínição dos parâmetros adimensionais_ 

Parâmetro Adsorção não linear e Adsorção linear e 
adimensional restitui~o parcial restitui~ão total 

vt v1 - -
T L L 

z z 
z -

L L 
v L v L 

Pe 
--
))m DIU 

KNCN I 1 + PdK 
R I+ Pd m 

e (:) 

8
01 

+ fpdKNC~-I Om +fpdK 
13 O+pdKNC~ 1 8+pdK 

a L a L 
- -

(!) v O v O 

1-1LO 
\jl v O 

yflL 
--- -C -<p _yfr___ I 

C0 -C; 

(-)m 

~ e 
Cm -C; Cm-Ci 

c. C0 -C; C0 -C; 

Citn -C; citn -C; 
c2 C0 -C; C0 -C; 

RESOLUÇÃO NUMÉRICA 

Não se conhece uma solução analítica para o sistema de 
equações ( 4) a (8 ), sendo que a resolução numérica foi obtida 
pelo método de volumes fmitos (Novy Quadri __ 1993)_ Este 
método consiste em substituir o domínio contínuo de 
escoamento por um domínio discreto composto de m células 
que contém os nós de cálculo, cujo objetivo é a obtenção de 
equações de transferência lineares_ 

O domínio espacial é dividido em células cúbicas de 
dimensões dx, dy e dz_ Pam um escoamento unidirecional, m 
elementos dispostos em série na direção z representarão o 
comportamento do sistema. A Fig_ I ilustra as células de 
cálculo e mostra o domínio "espaço-tempo"_ 

1-1 I !+ I ) J> A 
i-I t l mlr~ i-1 I > --· I J 

i 1.-:- . lif l t l d i -ddttd~ 
I Ji *,dz 

i-H 
k-1 k k+l i+l_ :-- • ~~~ dy 

' X 
y 

z 

Figura I - Esquema de discretização do domínio de estudo_ 
x concentração conhecida; O concentração estimada; O 

concentração desconhecida. 



A inclusão de uma isoterma não linear no balanço de 
massa conduz a uma equação a coeficientes não constantes. 
Para sua resolução, um esquema semi-implícito foi utilizado. 
Já os termos de variação da concentração com o tempo toram 
linearizados explicitamente com o tempo. Para o termo 
convectivo, as concentrações internodais são estimadas pela 
média aritmética dos valores nodais (Haverkamp et ai. , 1977): 

(13) 

A discretização das equações (4) e (5) foi desenvolvida em 
detalhes (Novy Quadri, I 993 ), c conduzem a um sistema de m 
equações lineares a m incógnitas, na seguinte forma geral: 

com C sendo os volores de concentração nos valores dos 
índices espaciais I ~ i ~ m, no tempo k+ I. Os coeficientes A1 , 
A2, A3 e A! são dependentes das características hídricas e 
fisico-químicas do sistema no ponto i. Os coeficientes situados 
nas fronteiras do domínio físico possuem expressões 
particulares comparativamente aos pontos internos do 
domínio, pois levam em consideração as condições de 
contorno. A matriz resultante do sistema é tridiagonal, cuja 
resolução é efetuada pelo algoritmo de Thomas. 

A validação do código numérico foi obtida comparando-se 
os resultados obtidos aos de uma solução analítica existente 
para um caso mais simples, o qual considera adsorção 
instantânea segundo uma isotenna linear onde N= I , sem 
consumo ou produção (van Genuchten e Wierenga, 1976). Os 
parâmetros adimensionais para este caso tomam a forma 
mostrada na colm1a direita da Tabela I . 

Características do programa de cálculo: O programa de 
cálculo desenvolvido sob o ambiente Visual Basic, pennite 
consid~rar dados dimensionais e adimensionais, registrando 
um número escolhido de perfis de concentração calculados, a 
curva de eluição, o cálculo do balanço de massa e ainda os 
parâmetros e condições para os quais as curvas são calculadas. 
Ele é dotado de uma tela de visualização onde a passagem do 
soluto através da coluna pode ser observado pela evolução dos 
perfis de concentração consecutivos exibidos. A curva de 
restituição pode ser diretamente comparada aos dados 
experimentais, transportados sobre as curvas calculadas. Como 
informações complementares, ele fornece o balanço de massa 
à medida que os cálculos progridem, assim como uma 
estimativa do número de passos de cálculos previstos e 
executados para o ensaio em questão. Esta visualização é 
sobretudo útil para situações críticas, tais como aquelas que 
geram instabilidades numéricas ou a não convergência dos 
cálculos. O tempo de cálculo é muito variável pois depende 
das condições impostas. 

RESULTADOS 

O modelo apresentado pode ser aplicado a diferentes casos 
que considerem a transferência de solutos em colm1as sob 
regime de escoamento pem1anente. Um prunetro exemplo e 
ilustrado na Fig. 2, que considera a transferência de traçadores 
(C!") em colunas saturada (8= 0,36 m3/m-3

) e parcialmente 
saturada cm água (0= 0,23 m3/m-3

). 
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Figura 2 - Simulação da transferência de traçadores (Cr) em 
colm1as satufadas c parcialmente saturadas cm água. 

Podemos observar que o pico apresentado pela curva 
obtida para o estado parcialmente saturado se apresenta mais 
aberto e mais baixo, comparativamente ao estado saturado. 
Isto é característico de um meio mais dispersivo (Dm mais 
elevado), o que resulta em wn valor menor para o número de 
Peclet (Pe). Pode-se ainda ver que, para o sistema à saturação, 
a curva de eluição passa pelo ponto de concentração C/Co -
tempo adimensional V No (0,5;1 ). Isto demonstra que o soluto 
não sotre interações físico-químicas com a matriz sólida 
(K=O), tendo velocidade de escoamento semelhante à da água, 
sendo R, o fator de atraso, igual a I . Por outro lado, o 
adiantamento relativo do estado parcialmente saturado se deve 
a um teor de água interior à porosidade do meio, onde se 
formam vias de escoamento preferenciais. Neste caso, se a 
vazão é próxima à do estado saturado, a velocidade média do 
escoamento é maior, provocando wn aparecimento precoce do 
soluto na saída da colm1a. O parâmetro responsável por este 
tipo de comportamento é ~' indicativo do teor de água imóvel. 
À medida que ~ diminui, mais cedo surge o soluto, sendo seu 
valor máximo igual a I, atingido quando o sistema está à 
saturação. Para um traçador, temos a expressão ~ = 8m/8. O 
parâmetro cinético w não possui uma resposta linear, sendo 
influenciado pela velocidade de escoamento. Para velocidades 
suficientemente pequenas, que é o caso apresentado à satu­
ração, ro é grande, e o processo de transferência de massa é 
praticamente instantâneo. Para velocidades suficientemente 
grandes, w será pequeno e poderá ser negligenciado (caso 
insaturado). 

A Fig. 3 apresenta o cálculo de perfis de concentração 
desenvolvidos no interior da colm1a, para a transferência do 
cloreto. 

I 

0.9 
o_g 
07 

0.6 
o 

0 .5 S.! u 0.4 

0.3 

0.2 

0 .1 

o . 
o 

Figura 3 -Desenvolvimento do perfil de concentrações no 
interior da colm1a. 



Podemos observar que o pico de concentração dentro da 
coluna diminui em altura e se alarga à medida que o soluto 
evolui dentro da coluna devido ao eleito da dispersão 
hidrodinâmida. Os perfis 3 e 4 se mostram inacabados pois 
parte do soluto foi eluido da coltma. Os parâmetros utilizados 
para esta simulação são apresentados na Tabela 2. 

Tabela 2 -Parâmetros utilizados na simulação do cloreto. 

Parâmetro 0,23 m'm·' 0,36m'm-

Pe 50 1300 
R 1,0 1,0 

~ 0,9 0,986 
úl 1,1 w-' 20 

Um segundo exemplo (Fig. 4) wnsidera a transferência de 
pentaclorotenol , um pesticida, que apresenta, além do 
transporte convectivo-dispersivo, uma interação de adsorção 
instantânea com a matriz sólida. O procedimento de obtenção 
dos parâmetros físico químicos passam por mn ajuste prévio 
dos parâmetros hidrodinâmicos com o traçador (Kcl na Fig. 4 ). 
Como os grupos paramétricos adimensionais variam com 
tempo e espaço devido à sua dependência da concentração por 
influência da isoterma não linear, são apresentados na Tabela 
3 os parâmetros na sua forma dimensional. 

O .R 

0.6 

o 
~0.4 

0.2 

- - --- -----·-·· - - --- ·-- ---

(\ - - PCP (ajustado) 
I I 

I 

\º (PCP) ! 

o l------i 
)J_ \0 . --o.-. · Experimental 

~~r--=--_j 
o 0.5 1.5 V!Vo 2 2.5 3 

Figura 4 - Simulação da curva de eluição do pentaclorotenol 
mostrando adsorção não linear. 

Tabela 3- Parâmetros relativos à 
simulação do PCP. 

Panimetro 
v(ms.') 

Pulso (s) 

Dm (m2 s"1) 

8m/O 
f 

u(s-1) 

K(m" k.g·'t 
N 

i' (s.J ) 

Valor 

1.7·10"6 

2,21·10"7 

2,8·10 8 

0,986 
0,465 

0.0072,8·10"8 

4,9·10"1 

0,65 
8.3·10"7 

Nesta Tabela, a velocidade do escoamento v e o pulso são 
condições de operação. Por meio do traçador são detenninados 
Dm, tlm/8 e a . O ajuste dos parâmetros físico-químicos 
lomeccm f, K, N e 11· 

O terceiro exemplo versa sobre a separação da mistura 
glucose-frutose em coluna nomatográfica recheadas com 
resina de troca iónica do tipo gel de Ca++, Duolite C204/2115 , 
com diâmetro de partícula de 4,71· Hr" m A Fig. 5 traz a curva 
simulada pelo modelo, e seus respectivos parâmetros são 
apresentados na Tabela 4 . 
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Figura 5- Simulação da mistura glucose-frutose. 

Tabela 4 - Parâmetros relativos à simulação da separação da 
mistura glucose-tiutose. 

Parâmetro Glucose frutose 
Pe 300 300 
R 1,5 2,1 
p 0,88 0,67 
(o) 1,5 6,9 

Sendo os dois solutos lançados em um único pulso, Pe 
assume o mesmo valor. Sendo que, sua cinética de adsorsão, 
previamente detenninada, segue uma reta (N= I), podem ser 
utilizados parâmetros adimensionais. Observamos assim que a 
tiutose possui uma atínidade maior pela matriz sólida, o que 
se rel1ete em mn valor de R maior. p diminui devido à influên­
cia de f, e (I) mostra a existência de uma cinética mais 
importru1te, já observada na Fig. 5 para a frutose por uma 
cauda mais alongada . 

CONCLUSÕES 

O modelo apresentado mostra-se útil cm diferentes 
situações que envolvam o transporte de solutos em meios 
porosos inseridos cm colunas. Mesmo não sendo um modelo 
de carater geral, descreve bem situações de saturação e 
insaturação, com diferentes intensidades de interação entre o 
soluto e a matriz sólida. 

SUMMARY 

A mathematic modcl to describc solute trru1sfer process in 
columns under stationary tlow is presented. The method of 
finite volwnes is uscd for its rcsolution, ru1d takes U1c concepts 
ofhydrod}namic dispersion, convcction, mass transter kinetics 
and chemical reactions in considcration. Visual Basic was a 
useful too! that facilitatcd the neccssary work in the 
sistematization of thc simulations, visualiz.ation, results 
recording, parametric analysis, etc. Exemples of application of 
the modes are showcd. 
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EXPERIMENTAL DETERMINA TION OF TIME lN BIN COOLING 

FOR CORN AERATION: COOL-FRONT EVOLUTION 
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SUMMARY 

ln this work it's shown lhe application of an experimental methodfor estimaling oftime in bin coo/ing 
in a silo of com from conlinuous fu/1-hot dryer. The cool-front evolution was observed with a measuring and 
acquisition data syslem. Ten NTC lemperalure-sensing devices were insta/led as pairs 2m apart in a central 
cable type bus in parai/e/. The lemperature was measured in an autonomous and intelligent module that 
converts the received signal lo digital values and transmits it under demand to a central collector, a/lowing 
the access to periodic and requesl consults. The graín mass temperature was establíshed at 11 .8 °C after 38 
accumulaled hours of cooling. This monitoring was given an adequa te contra/ of time óf cooling needed to 
carry the grains untiltemperatures that ensure oplimum conditions of conservalion. On olhe r hand, when lhe 
temperalure for sure slorage was reached, lhe fo/lowíng of thís variab/e in real time a/lowed to observe tends 
and to analyze the changes on historie information of temperature inside lhe bin. 

INTRODUCTION 

The conservation of cereal and oleaginous storage grains 
1s so much better when they are clean , dry and coo!. !:>uring 

post-harvest man y treatments of conditioning -like drying and 
aeration- are employed with the objective to carry the grain mass 

to the optimum conditions of conservation for large storage 
period s. 

Within no-conventional drying systems, the design of 
drying followed by aeration (ln Bin Cooling) needs an adequate 
selection of aeration flow. This airflow is direct function of the 
ventilating-air tim.: required to cool lhe grain mass until values of 
temperatures that limit the respiratory rhythm of the seeds and 

inhibit the growth of the fungus , insects and microorganisms. 

The determination of time of in bin cooling through 
methods that includes the losses in grain moisture is a complex 

proceedin g, because the estimate of these losses and their 
dependence with environmental condition s must be realized 

previously, in a system with low impelling-forces air-grain. 
ln this work an experimehtal method of low cost 

(designed at Facultad de Ingeniería UNC) for determination of 

time of in bin cooling in com storage from a full-hot dryer during 

winter is presented as an altemative application. 

MA TERIALS ANO METHODS 

The experiment was done in a metallic bin of 300 tons of 
capacity, 7 .40 m diameter, 7.60 m height, with a conic concrete 
bottom 2 .50 m underground and with a metallic conic roof. The 
silo was provided by an aeration system (conformed by 3 
conducts of perforated-sheet installed in star structure) and by an 
axial fan with ventilation power of 7.5 HP. 

A measuring and acquisition data system with 10 NTC 

sensors installed as pairs 2 m apart in a central cable type bus in 
parallel , was used to observe the cool-front evolution (Figure 

I) . 
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Figure I: Schematic diagram of experimental silo showing 

points for temperature sensing. 

An autonomous and intelligent module that converts the 

received signal to digital values and transmits it under demand to 

a central collector, was used to measure the grain temperature . 
The A/0 converter was an MC 145041 with CMOS technology, 11 
input channels and 8 bits of resolution . The thermistors were 
calibrated at I% in a temperature range from O to S0°C, with a 
ty pical operation zone between 14-25°C. The measures were 
carried out with an error margin lesser than 5% of full scale. The 
communication driver in real time was made in Turbo C++ 
language, using facilities of screen visualization (Figure 2), 
man agement of experimental data and printing of just in time or 

historie temperatures. This software allowed the access to periodic 
consults (for each measuring module with a predefined sequence) 
and to request consults (for a particular sensor of temperature). 



HEO ICIO N EN SI LO 

Figure 2: Operative interface of data-acquisition software . 

The material used was com from a continuous full-hot 
dryer. To load the silo, a system of chain pump well was 
employed. The grains were come in with average moisture content 
and temperature of 13.8% (w.b .) and 30-35°C, respectively. Once 
time the charge was completed (until 245 tons), 18 hours of 
stabilization time of temperature (tempering) were awaited . Then, 
the cooling procedure was started using aspiration air (negative 
pressure) in batch process, during the hours of the day when the 
ai r temperature was 6°C lesser than the average grain temperature, 
and taking care of the relative air moisture. 

RESULTS ANO DISCUSSION 

The time of in bin cooling for storage grains is mainly a 
direct function of the specific airflow employed (m 3/s-m3silo), of 
the lasses of grain moisture -produced when the warm and hot 
seeds get in contact with air more dry and cool, and of other 
secondary variables such as the environmental conditions. The 
theoretical estimate of cooling time is a complex work that 
involves to know deeply the impelling-forces air-grain. With the 
objective of simplify this , Christensen (1982) presented a basic 
method for calculate the cooling time in wheat beds from the 

Cooling tinte, ~(h) 
10000~---
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! 00 

10 

0 . 1+--~--~~rrrr~---.~,-,-,.,.,+----,--.-..-rrrrl 
0.0001 0.00 1 O.Ql 0.1 

Specific volume trio oirflow, {1,8 (n."/s-w3 silo) 

-e- com (l 3 .8 1!b w .b ) -----.....- wht-.at (7 .7% w.b.) -lilf- r ico ( 10% \\l.b .) 

.....- oot (1 2-m w.b.) --+- wht~at (0 .5~ loos~5 ) 

Figure 3: Time of in bin cooling for wheat and other grains as 
a function of the specific volumetric airflow. 
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specific volumetric airflow QVE• for two differe.nt situations: 
cooling without change in the grain moisture (upper line in Figure 
3), and cooling with dissimilar lasses in the grain moisture (as 
example, lower line in Figure 3) in various ranges of initial-final 
temperatures. 

This graph is constructed on basis of an energy balance 
where the heat submitted by the static grain-mass during the 
cooling process is the heat absorbed by the circulating ai r. On the 
hypothesis of to dispose of air at constant temperature TA and 

grain at uniform temperature T c (T c> TA), the heat Q extracted by 
the air from the gtain mass is: 

Q;M0 .CPG.(T0 -TA) (I) 

where Me is the grain mass to cool , and Cpc is the specific heat 
of grains. The mass Me can be expressed as a function of bulk 
density Pc· bed depth H, and bin diameter D. Then, rewriting the 
Eq. (!): 

n.D 2 
Q=p0 .(--).H.C PG.(T0 - TA) 

4 
(2) 

ln the other hand, the absorbed heat by ventilation air can 
be calculated as: 

Q=M.A.CPA'(T0 -T) 
(3) 

where MA is the total of air mass employed to coo! the grains and 
C PA is the specific heat of air. 

The needed airmass for ali process of cooling can be 
expressed in function ofthe air density PA • volumetric airflow Qv 
and the cooling time Te, considering that Qv is the product 

between the specific airflow QVE and the bin volume 
V=(n.D 214).H. Then , the Eq . (3) can be written : 

n.D2 

Q=p .A'QI-T(-4-).H.Tc.C PA'(Ta- TA) (4) 

Combining the Eqs. (2) and (4), the simplified equation 
(5 ) for the calculation of cooling time Te can be obtained: 

Pa·CPG 
Te---=-~:..._ 

p.A.QI-TCP.A 
(5) 

The specific volumetric airflow QVE can be calculated 
from the ventilation power installed in the bin . If the lasses by 
friction in the air conducts were considered null , the fan 
efficiency is unitary , and the pressure drops in the bed due to 
compact effects and foreign material are insignificant, the 
ventilation-power is equivalent to the power absorbed by the grain 
bed, like it's shown in Eq. (6): 

P v=PA =APu.Q~~·H2 (6) 

where P v is the ventilation-power per unit of bin section, PA is 
the power absorbed by grain bed and Mu is the pressure-drop per 

unit of bed depth. 
ln the other hand, Mu can be expressed as a function of 

QVE like Hukill and lves (1955) proposed (Eq. (7)): 

APu= A.(Q~-THf (7) 

ln(l +B.Q~-TH) 

where A and B are Hukill and Jves's constants for each particular 
grain and airflow range (A =0 .977 .104

, B =8.55 for low velocities). 



For a ventilation power of 7.5 HP (0.1744 HP!m\ thc 
value of QVE obtained by iteration from the combination of Eqs. 
(6) and (7) resulted 0.0139 m3/(m 3silo-s). Considering the 
following values for the parameters: Pc = 750 kg/m3 (measured 
"in situ"). C PG = 1956 J/(kg.°C)(Brooker et ai., 1982), PA = 1.25 
kg/m3 and CPA = 1015 J/(kg. 0 C) (Giner. 1995), the time of in bin 
cooling Te for a continuous aeration obtained by the application 
of Eq. (5) was 83184 s :::= 23.1 h. This result corresponds to 
cooling without losses in lhe grain moisture and can bc too 
observed in Figure 3 on thc line corresponding to com. 

Howevcr, thc spccific airflow QVE that rcally gocs-across 
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the grain bed can be cstimated from the powcr absorbcd by bed 
using a multiplicr cocfficicnt 1;1 :::= 1.5 to include the additional 
pressure-drop in the bed caused by the variab1cs before 
mentioned, a multip1ier cocfficicnt .';2 :::= 1.3 to include the losses 
in the acration systcm, and a multiplier coefficient .';3 :::= 2 to 
include the efficiency of the fan working in the zone of optimum 
performance (McKenzie ct ai., 1980; Giner, 1995). The corrected 
value of QvE was 0.0079 m3/(m 3 silo-s), and the time of in bin 
cooling (without losses in the grain moisture) was 146362 s :::= 

40.7 h. Howevcr, it can be observed that small changes in the 
moisture contcnt of the grains can cause important decreases in 
the time of cooling (sce !ines corresponding to wheat in Figure 3). 

dat.a-acquiSiit.ian SIYSILem 
-10~,-,--r~-,-,-,~,-,-,-,-.-,-,--r-r-,-.-.-,--,-,-,-~ 

o 50 100 150 200 250 

Time (h) 

Figure 4: Monitoring of grain tempcrature through 10 sensors. The wide horizontal-line represents the 
intervals during which the fan was turned on/off (air YES, air NO). 

Experimentally, thc evolution of the sensor's 
temperatures showed that temperature of thc grain mass 
established at 11.8°C after 38 accumulated hours of ventilation. 
This result can be observed in Figure 4 (the note "interruption of 
data-acquisition system" indicates a temporary cessation of 
clectric energy). Periodic extractions of samples for moisture 
determination with a Delber moisture-meter (type capacitance) 
were realized parallel at the continuous control of temperature. 
The moisture contcnt established at 13 .5% (b.h.) aftcr thc 38 
hours of cooling. lt can be observed that this acquisition-data 
system describes with accuracy the behavior of cooling-front, as 
good as the heat balance. 

Subsequent controls were realized during 30 days after 
tumoff the ventilation cquipment. This monitoring allows to 
observe that changes in tcmperature of the storage material no 
were present. 
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CONCLUSIONS 

This procedure of continuous monitoring ofthe grain-mass 
temperature gives an adequate control of time in bin cooling 
needed to carry the grains until temperatures that ensure optimum 
conditions of conservation. On other hand, when the temperature 
for sure storage was reached, the following ofthis variable in real 
time allowed to observe tends and to analyze the changes on 
historie information oftemperature inside the bin. The application 
of this data-acquisition system allowed to create an interactive 
interface with the operator and produced information that can 
prosecute !ater with the sanitary quality of grains. This method of 
periodic inspection contributed to improve the optimum conditions 
of knowledge state and to prevent the material from deterioration, 
during large storage periods. 
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A:ICiil COMPARACION DE MODELOS DE REACfORES ENZIMATICOS DE 
DISPERSION AXIAL Y FLUJO PISTON CON DISTINTAS CINÉTICAS 

Carlos R. Carrara, Enrique J. Mammarella, Amelia C. Rubiolo 
INTEC (U.N.L. - CONICET)- Güemes 3450 (3000) Santa Fe- Rep. Argentina 

Resumen 
Se compará el comporlamiento de los modelos de flujo pistón ideal y flujo con dispersión axial para reactores 
tubulares de fecho fijo empleando distintas cinéticas. Se utilizaron los parámetros y valores de conversión 
obtenidos experimentalmente con un reactor tubular relleno con ~galactosidasa de Kluyveromices Fragilis 
.fiJada sobre e.~feras de quitosano, considerando cuatro concentraciones de substrato y un amplio rango de 
caudales. El modelo de dispersión axial y cinética de Michaelis_ Menten con inhibición competitiva por 
producto permitió estimar los valores experimentales con un error relativo máximo dei 8% mientras que con 
el otro modelo y otras cinéticas los errores llegaron ai 50%. 

INTRODUCCION externa a la superficie dei catalizador está representado por 
(Lortie y Pelletier, 1992): 

El conocimiento de los mecanismos que inteJVienen en los 
reactores enzimáticos permite defmir e! modelo a resolver para 
obtener una solución que permita estimar las distintas 
condiciones de operación. Los reactores tubulares de lecho fijo, 
en general. son analizados suponiendo un comportamiento de 
flujo pistón ideal. Sin embargo, muchas veces este modelo no 
describe acertadamente el comportamiento experimental; por lo 
tanto deben considerarse otros factores como la dispersión axial 
dei flujo para disminuir la desviación entre los .;a(ores 
calculados y experimentales. También en el reactor, debido a 
que la enzima está inmovilizada en el soporte, se forman 
gradientes de concentración entre la superficie y/o interior dei 
mismo, y la superficie y el seno de la solución que se tienen en 
cuenta mediante la incorporación de la resistencia a la 
transferencia de materia interna y externa. Además de los 
fenómenos de transporte se deben contemplar las condiciones de 
la reacción a través de las ecuaciones cinéticas, que para 
catálisis enzimática tienen el inconveniente de ser parabólicas, 
por lo cual la resolución dei modelo no es sencilla y 
generalmeute sin la posibilidad de obtener una solución exacta. 

Muchos trabajos en la literatura se resuelven luego de 
aplicar simplificaciones en algunos de los aspectos 
mencionados, siendo posible conseguir la resolución de las 
ecuaciones que luego son ajustadas mediante ciertos parámetros 
a los datos experirnentales. 

Aplicando métodos numéricos p~ra la resolución de 
ecuaciones diferenciales es posible utilizar modelos complejos y 
determinar los factores mas importantes en cada rango de 
trabajo, comparando el modelo con los datos experimentales, y 
determinar la incidencia de los fenómenos considerados. 

El presente trabajo, tiene por objeto analizar dos de los 
modelos mas comunes en el estudio de reactores tubulares, 
obtener información sobre la importancia de los factores 
empleados y de la cinética de reacción, en la descripción dei 
comportamrento real dei reactor. 

Teoria. El modelo matemático para la variación de 
concentración dei substrato a lo largo de un reactor tubular 
isotérmico de geometria cilíndrica con dispersión axial, en 
estado estacionario y considerando transferencia de materia 
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d2S dS 
Da. dZ2 - U. dZ - ks.a. (S -Si)= O (1) 

Con las condiciones de contorno: 

dS 
S = So + Da. - z o 

dZ 
(2) 

dS - o z L 
dZ (3) 

Considerando que no hay acumulación de substrato en la 
superficie dei catalizador, donde se encuentra la enzima, el 
balance de materia en la interfase con la velocidad de reacción 
(Rc) está dado por la siguiente ecuación: 

ks.a. (S -Si)= Rc (4) 

Teniendo en cuenta las características de la enzima: en la 
Tabla I se presentan las distintas cinéticas que pueden ser 
consideradas. 

Tabla 1- Ecuaciones de velocidad de reacción. 

Tipo de reactión 
I Primer orden 
II Michaelis-Menten 

m Michaelis-Menten con 
inhibición 
por producto 

competitiva 

R c 

k' . Si 
V'm . Si/K'm +Si 

Adimensionalizando las Ecs. ( 1 ), (2) y (3) respecto de Z 
con Z* = ZIL y reemplazando Si con a = Si IS, se obtiene: 

dS 
dZ - St. S . (1-a)= O (5) 



~~ · 

Con las condiciones de contorno: 

S =So + _ 
dS 

Pe 
-- z• =o 

dZ* 
(6) 

dS 
dZ* =o Z* = I (7) 

Utilizando el modelo de flujo pistón ideal la Ec. (5) se 
reduce a:. 

dS 
dZ - St. S(l-a)= o (8) 

Con la condición inicial S=So Z*=O (9) 

Para cada modelo se resuelve la ecuación principal y la Ec. 
(4) con las distintas cinéticas de la Tabla I de donde se despeja 
a, como lo indica el Anexo. Para el modelo de flujo pistón ideal 
la ecuación diferencial es de primer orden, la cual puede 
integrarse con mayor o menor dificultad de acuerdo a la cinética 
que se considere, mientras que para el modelo con dispersión 
axial, la ecuación se resuelve aplicando el método de colocación 
ortogonal con N puntos interiores (Finlayson, 1980). Este 
método consiste en expresar en el dominio Z* (0, 1) la variable 
(S) en términos de Z* mediante las condiciones de contorno y 
un polinomio de expansión de orden N, qúe se anula en los 
extremos dei dominio. El polinomio formado con expresiones 
que cumplen la condición de ortogonalidad, contiene N 
coeficientes desconocidos. Las derivadas Ira y 2d• dei polinomio 
generan las matrices de colocación A y B. La evaluación de la 
variable en los puntos interiores conociendo el valor en los 
extremos 1 y N+2 se realiza transformando las Ecs. (5), (6) y 
(7) en: 

Para j = 2 .. N+J : 

N+2 N+2 
. L: BkSk- L: Ak-Sk- St.S · (1-a -)= O 

Pe k=l J k=l J J J 

Para j = 1: 

Z* o 

Para j = N+2: 

Z* 

N+2 
S1 = So + -p . L: Akj Sj 

e k=l 

N+2 
L: Akj sj 

k=l 
o 

(lO) 

(li) 

(12) 

Estas expresiones representan un grupo de ecuaciones 
algebraicas no lineales que son resueltas por el procedimiento 
de Gauss. Con las Ecs. (10), (11) y (12) se halla el valor de la 
función en los N puntos interiores; pudiéndose luego calcular 
los coeficientes. En este caso se utilizó los 6 puntos interiores. 
Teniendo en cuenta que no interesa conocer el perfil de 
concentraciones dentro dei reactor, sino a la salida dei mismo se 
resolvió la serie de ecuaciones para obtener e! valor de la 

· variable solamente en este extremo sin el cálculo de los valores 
intermedios y de los coeficientes. Estos valores de la 
concentración de substrato a la salida dei reactor se realizaron 
variando la concentración inicial de substrato y la velocidad 
superficial. 
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Coeficienté de transferencia de materia. El mismo puede 
estimarse a partir de la correlación de Chilton y Colburn, y dei 
flujo de transferencia de materia como: 

ks 
C. Ds213 (~)(2/3- p) 

dcP . I!S . U(l -p) (13) 

Donde P es igual a 2/3 y C a 1.09/e que son valores 
elegidos para números de Reentre 1,6 E-5 a 55 y Se entre 165 a 
70600, que se corresponden con las condiciones de trabajo; e es 
la fracción volumétrica libre dei reactor o porosidad. El área 
externa dei soporte por unidad de volumen dei reactor se halló 
como: a = 6 . (l -e) I de, (Geankoplis, 1983 ). 

MA TERIALES Y MErO DOS 

Se utilizaron los materiales indicados en un trabajo anterior 
(Carrara y Rubiolo, 1994). Se utilizó la enzima 6-galactosidasa 
de Kluyveromices Fragilis de nombre comercial Lactozym 3000 
de Novo; quitosano de Crab Shells, lactosa y glucosa de Sigma, 
Chemical Co. Kit de glucosa oxidasa de Wiener Lab. Todos los 
otros reactivos fueron calidad pro-análisis y de Mallinckrot o 
Merck. 

Constantes cinéticas. Las constantes cinéticas indicadas en 
la Tabla 2, fueron calculadas por regresión no lineal de datos 
experimentales, determinados en un reactor batch con agitación, 
y con Ias ecuaciones integradas de la velocidad de reacción ; 
verificando que las mismas estuvieran libres de efectos difusivos 
(Carrara y Rubiolo, 1996). 

Tabla 2 - Parámetros cinéticos. 

Ti.e.o de reacción 
I Primer orden 
II Michaelis-Menten 

III Michaelis-Menten con inhibición 
competitiva por producto 

taiffiM (g1ucosa).min"1.mg·T proteina 

R c 
k' = 0,64 (>) 

k'2 =0,64(a) 

K'm=OJ41 M 
k'2 = 0,78 (a) 

K'm= 0,137 M 
k'i = 0,234 M 

La velocidad máxima se calculó como: V' m = k'2-Psov· E0
. 

Coeficiente de dispersión axial. El coeficiente de dispersión 
axial (Da) se determinó experimentalmente con el método de 
Levenspiel (1979), inyectando una cantidad defmida de un 
trazador (glucosa) en el ingreso dei reactor y determinando la 
forma de salida dei mismo por medio de un detector diferencial 
de indice de refracción, marca LDC modelo 1107. La sena! 
obtenida fue integrada posteriormente y por el método de los 
momentos (Wen y Fan, 1975) se calculó la simetria dei pico de 
salida, el número de Péclet (Pe) y Da. 

Ensayos experimentales. El reactor fue una colurnna de 
14,0 x 1,2 cm, rellena con 10,66 gr de catalizador, quedando 
una fracción volumétrica libre de e = 0,389. Cuatro soluciones 
con distinta concentraciones de Iactosa en buffer de 0,025M de 
KH2P04 de pH 6,86, se hicieron circular a través de la columna 
desde 113 a 483 mllhr y se operó en forma isotérmica a 43°C. 
Se tomaron muestras a distintos tiempos dei reactor en estado 
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estacionario, deterrninándose la concentración de glucosa a la 
salida dei mismo (Carrara y Rubiolo, 1994). 

RESULTADOS Y DISCUSION 

Los valores experimentales de conversión correspondientes 
a cuatro concentraciones de lactosa y distintas velocidades 
superficiales fueron tomados de WJ trabajo anterior de Carrara y 
Rubiolo (1994) y los valores teóricos para estas condiciones 
fueron calculadas con los diferentes modelos como se ha 
indicado. Con ambos grupos de valores, se calculó para cada 
cinetica la desviación estándar de cada concentración inicial de 
substrato y la desviación global para todas las concentraciones 
(Tabla 3). En esta tabla, se observa que la menor desviación 
estándar se obtuvo con la combinación dei modelo de dispersión 
axial y cinetica de Michaelis-Menten con inhibición 
competitiva por producto (Tipo lli), con valores de desviación 
estándar similares para todas las concentraciones de substrato. 

En las Figuras I y 2, se muestran los datos experimentales 
y los valores calculados con los diferentes modelos y cineticas 
para todos los casos. Los !esultados muestran que Ec. cinética 
(I) no es adecuada para este caso, posiblemente debido a que no 
se cumple en las condiciones iniciales que Km>>S, entonces la 
cinetica de Michaelis-Menten no puede simplificarse a WJa 
cinetica de primer orden. Las curvas obtenidas para la Ec. 
cinetica (11) muestran para los tres valores mas altos de 
concentración, resultados mayores a los experimentales debido 
a que no se considera la inhibición por producto~ 
acrecentándose la diferencia con el modelo de flujo pistón. 
Finalmente se observa que la Ec. cinética dei tipo (Ill) consigue 
la mejor estimación de los valores experimentales. La 
combinación dei modelo de dispersión axial y Ec. cinética (Ill) 
puede estimar los valores experimentales con WJ error 
comparable con el modelo de flujo pistón y Ec. cinética (Ill) , 
cuando los C son ajustados previamente para cada 
concentración, que fue realizado en otro trabajo (Carrara y 
Rubiolo, 1994). 

Tabla 3 - Desviación estándar entre los datos experimentales y 
la combinación de modelos y cinéticas. 

Cinetica 

Modelo Flujo Pistón I n m 
So 2,5 0,0674 0,0209 0,0357 

So 5,0 0,0235 0,0856 0,0142 

So 7,5 0,0760 0,1444 0,0312 

So 10,0 O, 1365 0,2036 0,0512 

Global 0,0846 0,1317 0,0351 

Modelo de Dispersión n m 

So 2,5 0,0858 0,0158 0,0195 

So 5,0 0,0372 0,0372 0,0257 

So 7,5 0,0632 0,0716 0,0221 

So 10,0 0,1149 0,1020 0,0234 

Global 0,0793 0,0651 0,0229 

De acuerdo a Levenspiel ( 1979) para reactores en general y 
Pe< IOO debe considerarse difusión axial en el modelo de 
cálculo dei comportamiento de los mismos, mientras Lortie y 
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Pelletier (1992) han demostrado que para reactores de lecho fijo 
con enzimas inmovilizadas con Pe = 5 y cinetica de Michaelis­
Menten no hay diferencias significativas en utilizar WJ modelo 
que considere solamente flujo pistón o además dispersión. En 
los ensayos experimentales se deterrninó que el Pe variaba para 
las correspondientes U utilizadas entre I 0,5 a 45,5. Luego por el 
valor defmido en el rango de trabajo, el modele de dispersión 
axial predice el comportamiento experimental con mayor 
exactitud que el modelo de flujo pistón (Tabla 3, Figuras I y 2). 

CONCLUSIONES 

Los dos modelos de predicción dei comportamiento de 
reactores de lecho fijo para enzimas inmovilizadas fueron 
comparados con distintas cinéticas. Se encontró que considerar 
la cinética correcta (iene mayor influencia que el tipo de modelo 
en la predicción dei comportamiento dei reactor y que el 
modelo de dispersión axial permite WJa mejor aproximación a 
los valores experimentales para el rango de Pe empleado. 

Por otra parte, las constantes cinéticas obtenidas en WJ 
sistema discontinuo pudieron ser empleadas en WJ sistema 
continuo, sin que el metodo de obtención influyera en la 
evaluación de las mismas. Tambien se ha comprobado que WJ 
modelo que considere distintos factores como cinéticos e 
hidrodinámicos resuelto por métodos numéricos puede predecir 
el comportamiento experimental global con menor error y con 
errores similares para las distintas concentraciones de substrato. 

NOMENCLAlURA 

a 

c 
Da 
de 
Os 
E o 

ks 
L 
p 

p 
Pe 

Psop 
R e 
s 
Se 
Si 

So 
St 
u 
V'm, 
k'i, k'2 

K'm, 

área externa dei soporte por WJidad de volumen 
dei reactor (cm.') 
constante de la correlación de Chilton y Colburn 
coeficiente de dispersión axial (cm

2
1seg) 

diâmetro dei catalizador (cm) 
coeficiente de difusión de lactosa (cm

2
1seg) 

concentración inicial de enzima (mg de proteína) 

coeficiente de transferencia de materia (cm/seg) 
longitud dei reactor (cm) 
concentración de galactosa (M) 
potencia de la correlación de Chilton y Colburn 
número de Péclet (U.L/Da) 
peso dei soporte 

número de Reynols (dc.U.oslf.!s) 
concentración de lactosa (M) 
número de Schmid (fls/Ds.os) 
concentración de Iactosa en la superficie dei 
catalizador (M) 
concentración inicial de lactosa (M) 
número de Stanton (ks.a.L/U) 
velocidad superficial ( cm/seg) 

constantes cinéticas intrínsecas 
x conversión 
Z dirección a lo largo dei reactor (cm) 
Z* variable paramétrica= (Z I L) 
Letras griegas 
o s densidad de la solución (grlcm3

) 

fl s viscosidad de la solución (grlcm.seg 
a variable paramétrica= (Si I S) 
E fracción volumétrica libre dei reactor o porosidad 
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ANEXO Expresiones de a para Ias distintas cinéticas. 

Cinética de primer orden (1). 

a = ks.a I k' ks.a 

Cinética de Michaelis-Menten (II). 

a= 
s + c1 + J(s + ct)

2 
+ s c2 

2S 

Donde c1 = - K'm- V'm I ks.a 

c2 = 4 K'm 

(14) 

(15) 
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Cinética de Michaelis-Menten con inhibición competitiva 
por producto (III). 

a= 
Sc3 + C6 +J(sc3- c6)

2
+ 4S(q- c5S) 

· 2 s 

Donde c3 = K'm + I 

K'm 
c4 = K'm +Ti So 

K'm 
cs = k'i 

V'm 
C6 = C4 + 

ks.a 

ABSTRACT 

(16) 

This paper presents the comparison of two models in predicting 
the behavior of flxed-bed reactors with immobilized enzyme in 
state steady with different kinetics, and externa! mass transfer in 
the cata1yst surface. Solutions were obtained by direct 
integration for plug-flow model or orthogonal collocation in the 
case of second order differential equation for the axial 
dispersion flow model. The analysis reveled the importance of 
the hydrodynamic parameters and reaction kinetics for 
describing the reactor real behavior. The mode!s were analyzed 
with the parameters of~-galatosidase immobilized on chitosan. 
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EVOLUTION OF NONLINEAR INSTABILITIES lN RADIAL FLOWS 
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SUMMARY 
The prescnt investigation uses an accuratc lime-dcpcndent algorithm, bascd on spcctral clcmcnt spalial 

discrctizntion. to invc81igntc flow instnbility mechanisms und non-linenr evolulion in radial nows bctwcen 
parallel disks. Three-dimensional nurncrical simulations are conducted to investigatc thc cffect of thrce ­
dirnensionality, to determine the conditions for the onset of three-dirncnsional flow, and to quantify thc range 
of pararneters for which the assumption of axisyrnmetry is no longer valid. Vortical disturhances are introduccd 
~t;the inlet so as to mirnic the experimental situation where such finite -amplitude disturbances are present. The 
behavior of the two- and three- dimensional flow, under this typc of disturbances, is discusscd. 

INTRODUCTION 

The radial flow of a Newtonian fluid between parallel 
disks (Fig . I) has becn subjecl of uninlcrrupted research 
as a result of its imporlant praclical applications and 
interesting fluid mechanics characteristics. 
Applications include engineering devices like 
hydrostatic air bearings, pneumatic micrometers, radial 
diffusers. and compressor valves . Previous 
in ves tigations of these flows include different 
analytical approaches, some numerical investigations 
and a considerable amounl of experimental work . Early 
research was mainly hascd on an a lytical and 
experimental techniques with lhe object ive of 
predicting and rneas uring the press ure distribution and 
boundary layer sc parati o n . Scrics cxpansion:. werc 
utilized to include inerlial cffects in !hc analytieal 
rnodels. Thc rcgion ncar to thc inle t radius was thc main 
sourcc of discrcpancy bctwccn analytical modcls and 
experimcnts (c .g .. Wilson, 1972: Jackson and 
Symmons. 1965 : Savagc, 1964) . Some cx perimcnts 
dctectcd instabilitics assoc iatcd with strong adverse 
pressure gradicnts . oscillations tn thc flow and 
formation of vortical structurcs propagating 
downstream (McGinn. 1955: Mochizuki and Yang, 
1985) . The application of this typc nf flnw to radial 
diffusers was moti va ted by dcsi gn conce rns as wc ll as 
thc nced lo predi ct lhe prcssurc rccovcry (Mollcr, 1966) 
and to determine the optimal range of pa:a mctcrs . This 
last has re lcvancc to industrial applications sincc, for 
instancc , thc dcsign o f compressor va lvcs would 
greatly bencfil frorn having a thorough undcrstanding 
of the fluid mechanics phenomcnon taking place in th c 
design parameter spacc. so as to ;woid flnw osc illations 
at thc compressor valvcs or exploít flow unsteadincss 
for enhancing hcat and rnass transfcr. 

lnterest ing fl ow charac teristi cs havc becn rcportcd 
in radial flows. such as cavitati on (Mc(rinn. 1955 ) , 
Tolmmien-Schlichling type of oscillations (McGinn. 
1955), flow separation (lshizawa. 1966 : Raal, 1978), 
self-sustaincd alte rnated decaying -downstrearn type of 
oscillations (Mochizuki and Yang, 1985) . inccption of 
revcrse transiti on (Moller. 1966: Kreith. 1965). 
succcssive bifurca tions in nurncrica l solutions such as 
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Pitchfork bifurcations (Langer, 1991) and Hopf 
bifurcations (Pcters, 1994), and instability 
mechanisms associa tcd with the Coanda effect 
(Oliveira. 1992). Oliveira (1992) and Oliveira ct ai. 
(199J) perfnrmcd linear stahility analyscs of the hasic 
flow solutions rcportcd .in Langcr ( 1991) . Severa) 
improvcments on the numerical mode ls for s tudying the 
stability of radial fl ows ha ve been reccntly proposed 
(Pctc rs, 1994). Thcsc results, along with furthcr 
indications of flow instabilities on avai lablc numcric al 
bas ic flow solution s. in thi s geometry. havc motiv a ted 
thc starting of this invcstigation, and first rcsults wcrc 
rcported in Oliveira and Amon (1995) 

uppcr disk 

__..R=RI 
lowcr disk 
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R= R2 

Fig . I : Sectional vicw of thc radial flow betwccn 
parallc l disks dcpicting the inflow bounc..lary condition 
and gcomctri c pa ra mctcrs (S=I: RI = 0 .5;R2 = 10) 

OBJECTIVES 

Thc tuain ohjcctivc of this in vcsti~atiott is to 
improve our undcrsta nding about the radial flow 
stability and its diffe rcnt fl ow regimes by using two 
leve is of modc ling with direc t numcrical simulations. 
Wc expect that this approach will providc answers to 
questions like (I) ln which range of Reynolds numbcrs 
do wc havc stab lc two-dimens ional so lution s (or is th e 



two-dimensional flow stable to small three­
dimensional perturbations)'J (2) Which modcl provides 
realistic solutions for a wieler range' of Reynolds 
numbers, still being computationally competitive with 
the other ones? (3) How does the solutions anel 
instabilities behave for each of these models and what 
can be learned by comparing them? 

This numerical approach exploits the feasibility of 
performing Oirect Numerical Simulations (ONS) by the 
Spectral Element (Fourier) Method (SEM) (Amon, 
1993; Patera, 1984)). ln parallel, a rigorous semi­
analytical approach to the corresponding Stok~s 
problem has been developed (Oliveira, 1996; Oliveira 
and Amon, 1996) in order to provide insight into a ncw 
approach to the lincarized equations for lhe evolution 
of perturbations. 

LEVELS OF MODELING 

ln the present investigation, two different leveis of 
numerical modeling are used to investigate the flow 
stability in radial flows between two parallel disks. The 
simples! levei, represented in Fig. I, is a radial source 
flow between two parallel disks. This is a two­
dimensional axisymmetric model (called model 20-1) 
which is the model that has been mostly investigated in 
the literature (e.g., Raal, 1978; Langer, 1991; Peters 
1994; Oliveira, 1992); however, there are still many 
questions to be answered. 

R 

~.-R 

Figure 2: Representation of the three-dimensional 
model (30-1) and location of the axisymmetric domain. 

The second model considered in this work is a three · 
dimensional geometry with the computational domain 
defined between two parallel disks (Fig. 2). This 
geometry allows for non-axisymmetric solutions to 
occur whenever the two-dirnensional axisymmetric flow 
becomes unstable. This model is being investigated i n 
three different sub-leveis. The mos! general one, model 
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3D-I, deals with the full domain bctwecn thc two disks 
(Fig. 2). Thc second sub-levei, modcl 3D-2, assumes 
that only half of the domain is enough to describe the 
loss of stability of the two -dimensionaL axisymmetric 
solutipns. The third sub-levei, called model 3D-3, 
considers a quarter slice of the first computational 
domain. The main purposc of this model is to explore 
the behavior of a more restrict but still three­
dimensional flow at higher Reynolds numbcrs, since a 
full 3-D mesh is computationally expensive. The 
comparison of results among these three sub-leveis will 
provide furthcr infonnation about the assumptions 
involvcd by truncating thc domain as dcscribed above. 

FORMULATION AND METHODOLOGY 

lt is assumed that the fluid is Newtonian, the 
properties (density anel viscosity) are constant, and the 
flow is axisymmctric for the two-dimensional 
numerical simulations. ll1e governing equations are 
those associated with the conservation of mass and 
linear momentum in cylindrical coordinates. The 
Reynolds number for ali models is defined as Re = Q/(2 

n v s), where Q is the flow rate at the radial section R = 

"' (i.e., entrance of the computational domain), v is the 
kinematic viscosity and s is thc distance between the 
two parallel disks. The Stokes flow solution is 
prescribed for the radial velocity distribution at the 
inlet of the computational domain, except for thc model 
20-2 (where a fully-developed parabolic pro file is 
prescribed at the supply channel' s inlet). The 
remarnrng boundary conditions are no slip at both 
disks and an artificial boundary condition at the outlet. 

Specifically' at thc outlet WC imposc -r + 2[1 au, /iJn = 

T, and iJu, /iJn + iJu, /iJt = O, wherc p denotes the 

pressure, Jl the viscosity, u, and u. are the normal and 
tangential components of lhe velocity vector, 
respectively, t denotes the time anel T, is lhe normal 
traction. We assume initially that ali three-dimensional 
sub-leveis of formulation are capablc of capturing thc 
starting of significant non-axisymmetric (1D) flow. ln 
fact, such assumption will be vcrificd by comparing 
modcls 3D-2 anel 3D-3 with the complete and mos! 
cxpensive compulationally modd 3D ·I. Thc direct 
numerical simulations are based <HI thc Spectral 
Elcrncnt Mcthod, first rcportccl in !'atera ( 1984) and 
cxtcnded, to lhe Spectral Element Fourier Method i n 
Amon ( 1993) 

RESULTS 

Previous indications of flow instabilities on 
available numcrical basic now solutions motivated the 
present investigation which uses a highly~accurate 

tirne-dcpcndent algorithm to invcstigate the flow 
instabilitics and their mm-linear cvolution in radial 
flows. Figure 3 shows the perturbation of the pressure 
field, P'(X, R), at four time instants. This figure depicts 
the presence of prcssure waves, which appear at the 
inlet, traveling towards the exit of the disks and de-
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Figure 3: Transient behavior associated with lhe 
perturhation of the prcssu re distrihution for Re = :150 at 
different times. Notice the wave -like pulses traveling 
towards the exit anel re -gencrated a! thc inlet. 

c ay ing in amplitude during thi s cvolutinn. These 
lrans ie nt disturbances result from introducing prcssure 
perturhations within the flow field: however. results 
shown in Oliveira (I 996) indicate lha I sueh a 
disturhance is still presenl within lhe fl ow when only 
infinitesimally small perturhalions are inlroduced. The 
cffcct of thc inilial press ure pcrturhations is to amplify 
lhe alre:uly prcscnt s nwll prcssnrc di s turhanccs . Thi s 
resu lt was ohlaincd with a computation;d mesh which 
has R.R20 nodal points (IRO macro-elemcnts anel 7 x 7 
collocat ion points per macro-clement) anel precedccl the 
rcsolution of complcx flow structurcs at larger 
Reynolds numhcrs. 

Three-dimcns ional numerica l s imula! ions ;-~rc hei ng 
condueted to in vestigare lhe effect of three ­
dimen sionality anel to determine lhe Reynolds numher 
for loss of stahility of the twn-dimensinnal ·snlutions 
alter w hich thc assumption of axisymmetry is no 
long~.: r va lid . Pigure 4 shows lhe streamlines al two 

fixcd angular location s (0 = rr./6 :md O = 5rr /6) and a 
l'rnnt vicw of the symmctrically-locatcd (with rcspecl to 
Z = 0 .5) rcc irculation 7nncs . This axisymntctric three · 
dimcnsion:-.1 flow is slahlc lo sm:dl di s tnrhanccs. lt was 
nhtaincd lrom lhe mndel )LJ.J for Rc = 100 aml a 
cnmpnlalinnal mcsh wi th 60,000 nodal points (4RO 
nlano-ek mcnts w ith 5 x 5 x 5 colh>ea tio n pnint s per 
clc me nt) . Figure 5 (a lso fron1 modcl ) !) . )) prcscnls a 
threc-dimensional vortical structure in the disturbancc 
ficlcl forRe= 50. This disturbancc, lhough dccaying in 
time. indicatcs how thc flow will Jose ax isymmctry a t 
highcr Reynolds numbc rs. This was indccd vcrificcl for 
Rc = 200 (model :lD-2. 4:12 clcmcnts anel 5 x 5 x 5 
co lloca tion points. i .e .. a total of 54,000 nodal 
po inl s) . wherc thc fl ow is fully lhrce dimensionaL 
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Weak secondary flow is already prescnt whcn R c = I 00, 

but thc magnitude of the velocity in the 0-direction is 
srnall compareú with the r- and z-velocity componcnts. 
This is not the case forRe= 200 as it is shown in Fig. 
6, where non-negligible vclocity cornponcnts in thc 0-
direction are present; in particular, notice the 

magnitude of the vectors in the range: O< O < n/4. This 
result indicates that thc model 30-3 fails to prcdict thc 
non-axisymmetrical features shown in Fig. 6, duc to 
the truncation of thc domain which precludcs to resolve 
important non-axisyrnmetrical modcs. Figure 7 shows 
the stcady-state solution for Rc = 200 which captures 
the vortical secondary flow. We can therefore state that 
two-dimensional modcls are unable to resolve 
accuratcly the flow behavior, at least, for Reynolds 
numbcr above 200. 
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Figure 4: Stable three-dimcnsional axisymrnetric tlow 
resulting from a vortical disturbance at the 
inlet of the domaín at R e =I 00 _ 
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RADIAL FLOW (Re o 200) 
CCNST. VECTOR LENGTH o O 02 WINDCW UNITS 

VECTOR PLOT {Z ,. O 2) 
VECTOR SlZE " 1 CMNNtT 

Figure 6: Vector field at Z = 0.2, depicting a non­
axisymmetric flow 

Flow streamtraces at O = O, 90 and 180 degrees 

Figure 7: Streamtraccs at Re = 200 showing a thrce­
dímcnsional wcakly sccondary flow. 

CONCLUSIONS 

Direct numerical simulations of radial flows bctween 
two parallcl elisks are presenteei for clifferent models to 
compare thcir accuracy in preelictíng flow phcnomena 
and undcrstanding the instability mechanísms at 
díffercnt flow regimes. Two-dimensional 
(axisymmetric) numcrical simulations have shown the 
prcscnce of strong unsteadincss anel prcssure wavcs as a 
rcsult of introducing initial disturbanccs in thc pressure 
field. The simplificd 2-D moelcl precedes the prediction 
of rather complex flow structures that are present for 
Reynolds numbers abovc 500 This ohscrvation was 
further confirmcd with lhe thrce-dimcnsional model, 
which shows first thc prcscnce of timc-decaying 
vortical disturbanccs at Re = 50 and thcn a steady-state 
vortical secondary flow at Rc = 200. Thc onset of the 
secondary flow takes place in the region corresponding 
to the two-dirncnsional larger rccirculation. These 



results providc a strong indication that 2-D 
axisyrnrnetric simulations above a Reynolds numher of 
200 are no longcr physieally realistic. This conclusion 
is furtl~er supported hy ohserving the complex now 
pattems of the axisyrnrnetric model for the Reynolds 
numbcrs above 500_ 
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RESUMO 

A capacidade de predição do modelo de viscosidade turbulenta de duas equações, obtido a partir da teoria do 
grupo da renormahzação (RNG), é examinada em rejérência ao escoamento turbulento separado, após um salto de 

área em expansão, em um canal de placas planas ('Backstep ). Comparou-se os resultados obtidos com o modelo K- E: 

RNG com os obtidos pelo modelo K-E: tradicional. Os resultados computacionais para várias quantidades médias do 
escoamento, como velocidade, tensões de Reynolds. e ponto de recolamento, foram comparados com dados 
experimentais e numéricos disponíveis na literatura. Pela comparação, concluiu-se que o modelo RNG mostra uma 

razoável melhora na predição destas quantidades médias. em relação ao modelo K-E: tradicional, a um baixo custo. 

INTRODUÇÃO 

A maioria dos escoamentos de interesse a nível de engenharia é 
turbulento. Sendo este tipo de escoamento altamente complexo, 
transiente, tridimensional, e com um grande intervalo de escalas de 
turbulência, as simulações diretas não são práticas. Consequentemente 
cálculos de engenharia e científicos de escoamentos turbulentos são 
baseados sobre alguma forma de modelagem de turbulência 

Grande número de códigos computacionais de dinâmica dos fluidos 
(CFD) faz uso dos modelos de viscosidade turbulenta de duas equações, 
especialmente o modelo K-E tradicional. Embora este modelo seja 
largamente utilizado, ele tem inúmeras limitações, como, por exemplo, 
não predizer separação de escoamento ou. subavaliá-la e ter capacidade 
limitada em escoamentos com rápida distorção. A viscosidade 
turbulenta excessiva, predita pelo modelo K-E em muitos casos, toma a 
equação da quantidade de movimento muito difusiva suprimindo 
flutuações e regiões de descolamento. 

Consideráveis tentativas tem sido feitas para ampliar a 
aplicabilidade do modelo K-E tradicional. No entanto, os 
aperfeiçoamentos são semi-empíricos e, enquanto su<.:essos são obtidos 
para uma classe específica de problemas, geralmente não o são, quando 
usados fora da classe tratada Um modelo de turbulência, que supere 
muitas das limitações do modelo K-E tradicional e ainda não sacrifique 
sua simplicidade e eficiência computacional, responderia as 
necessidades dos códigos computacionais de dinâmica dos fluidos. 

Desde a década passada, vários trabalhos tem sido realizados e 
publicados com o objetivo de avaliar o real desempenho não só do 
modelo K-E tradicional como formas alternativas deste modelo. 
Thangam e Speziale (1992) comparam o desempenho do modelo K-E 

tradicional com uma variante anisotrópica Já Yakhot et ai. (1992) 
analisam o desempenho do modelo K-E renormalizado (RNG) e sua 
variante anisotrópica Neste últime caso os autores limitaram-se 
exclusivamente a comparar os perfis de velocidade axial média e tensões 
turbulentas e o ponto de reco lamento. 

Neste contexto e diante dos estimulantes resultados publicados por 
Y akhot et ai. ( 1992), este trabalho se propôs a investigar o modelo de 
duas equações, obtido pelos citados autores (Y akhot et ai. , 1992), a partir 
da teoria do grupo de renonnalização, e comparar as suas predições com 
as do modelo K-E tradicional, a fim de não só avaliar o seu desempenho 
como a sua eficiência computacional. Com este propósito, analisou-se o 
problema do escoamento turbulento separado, após um salto de área em 
expansão, em um canal de placas planas e infinitas ('Backward­
Facing Step'), pois: 
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• Permite o estudo do escoamento turbulento cisalhante complexo 
com separação ; 

• É vastamente documentado na literatura; 
• É um caso clássico, usado na avaliação do desempenho dos 

modelos de escoamento turbulento. 
As predições obtidas tanto com o modelo K-E tradicional como com 

o modelo RNG foram comparadas com os resultados experimentais de 
Kim et. ai. (1980). 

As principais diferenças entre o modelo RNG e o K-E tradicional 
são apontadas. 

SITUAÇÃO FÍSICA 

O problema aqui considerado é o escoamento em regime 
ptrmanente de um fluido viscoso e incompressível, através de um canal 
de placas infinitas, com salto de área em expansão (Figura I). Como as 
predições dos modelos foram comparadas com os dados experimentais 
de Kim et ai. ( 1980), a situação tisica aqui utilizada procura reproduzir a 
experimental adotada pelos citados autores. 

A razão de expansão (altura do salto: altura do canal na saída) é I :3 
e o número de Reynolds é Re = (pUcHc)/J.l = 1,32x105, onde Uc é a 
velocidade na linha de centro da seção de entrada, correspondendo ao 
valor máximo da velocidade nesta seção, e Hc altura do canal na seção 
de saída. 

1. ·3f:S? 
0 X • 

30 H 

Figura I - Canal com salto de área 

A seção de entrada foi especificada a uma distância de cinco vezes a 
altura do salto (5H), a montante do mesmo. Adotou-se um comprimento 
de canal, após o salto, de trinta (30) vezes a altura do salto (30H). É 
crucial, para a perfeita solução, que uma distância suficiente a jusante 
do ponto de reco lamento seja especificada, antes de impor as condições 
de saida ( Thangam e Speziale, 1992). 



MODELOS MATEMÁTICOS 

Na aplicação da técnica do grupo da renormalização ao problema da 
turbulência, a energia cinética turbulenta ( K) e a taxa de dissipação da 
energia cinética turbulenta (E) são utilizadas para eliminar o 
comprimento de escala (L), na obtenção do modelo para altos números 
de Reynolds, e as equações de transporte para K e E são obtidas também 
pela aplicação da mesma técnica (Y akhot et ai., 1992). 

A forma final do modelo renormalizado toma-e semelhante a 
forma do modelo K-E tradicional. Isto permite escrever as equações 
de governo, para ambos os modelos, de modo unificado. 
Deste modo, as equações do movimento médio tomam a forma: 

oui=O (I) 
O Xi 

ou, _ o "ü, 1 or o ou, olij 
(-+u.-)=--- +-[ver(-+-)] (2) 

Ôt J Ô X; p Ô x, Ô X; ÔX; ox, 

Onde P = p + 2 I 3pK, sendo p a pressão; u, são os componentes 

da velocidade média; p é a massa específica; Ver é a viscosidade 
efetiva. De acordo ainda com Yakhot et ai. (1992), para altos números 
de Reynolds, tem-se que Ver =v,+v, onde v e v, são, respectivamente, 
as viscosidades cinemática molecular e turbulenta, com esta última 
sendo definida como: 

K' 
v,=C117 (3) 

Onde C11 é uma constante. Desprezando-se a contribuição da 
viscosidade molecular, face a hipótese acima de altos números de 
Reynolds, tem-se que v.,.= v,. 

Ambos os modelos são resolvidos em conjunto com as equações 
de transporte para a energia cinética turbulenta ( K) e a taxa de 
dissipação turbulenta (E) dadas por: 

ÔK o(u;K) 8 
-+---=--
ôt ÔX; Ô X; 

ô& - eh ô 
-+u.-=-[ 
Ôt J ÔX; ÔX. 

J 

v, OK 
ak ôx ] + PK- E 

J 

v, ô {; {; {; 2 

---] + c,- PK -C, 
a ÔX. K K 

' J 

PK =v, s2 ; s = ~2 s,, s,; 

I ( ôTI, ô TI;) s=---+--
'i 2 Ô X; Ô X; 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

As diferenças entre os modelos basicamente concentram-se nos 
coeficientes, conforme a Tabela I. Enquanto para o modelo K-E 
tradicional os coeficientes são empíricos, para o RNG os mesmos são 
resultantes da teoria. 

Tabela I -Coeficientes utilizados nos modelos 

Coeficientes Modelo 
K-E tradicional RNG 

c~' 0,090 0,0845 

crK 1,000 0,720 

crE 1,000 0,720 
c, 1,440 1,420 

c, 1,920 1,680- R 

R= C u '7 J (I - ( '7 / 'lo )} . n = S Kf E 
] ''I 

I + fJ '7 
~=0,012 ; T] 0 = 4,38 

(8) 

(9) 
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Comparando-se os valores das constantes para os modelos, verifica­
se o valor reduzido de C, no modelo RNG (se R=O). A conseqüência 
interessante desta característica do modelo renormalizado é aumentar o 
valor da taxa d~ dissipação e diminuir o valor da energia cinética 
turbulenta, levando a menores valores de viscosidade turbulenta (vJ, de 
acordo com a Eq. 3. 

Nas regiões de pequenas taxas de tensão turbulenta (11<4,38), o 
termo R, presente exclusivamente no modelo RNG, tende aumentar a 
viscosidade turbulenta. Contudo, nas regiões de grandes taxas de tensão 
turbulenta ( T]>4,38), o sinal de R é invertido e a viscosidade turbulenta 
diminui mais ne;1e modelo comparativamente ao modelo tradicional. 

CONDIÇÕES DE CONTORNO 

As equações de governo (Eq. I a 5) são resolvidas com as 
seguintes condições dE: contorno: 
I. Na entrada do canal, especificou-se os perfis de velocidade média 

axial (Ü ), de energia cinética de turbulência (K) c da taxa de 
dissipação da energia cinética de turbulência (E). Estes perfis 
foram obtidos do cálculo do escoamento hidrodinamicamente 
desenvolvido em canal de placas planas e infinitas. 
diferentemente de outros trabalhos (Yakhot et ai.. 1992 c 
Thangam e Speziale, I 992) que ou utilizaram o perfil 
experimental ou ajustaram o calculado ao experimental de Kim et 
ai. (I 980); 

2. Na saída adotou-se como condição a hipótese de difusão nula; 
3. Já nas placas utilizou-se a lei da parede na sua forma padrão de 

dua~ camadas (Kays e Crawford, 1993). 
A lei da parede não se aplica formalmente a camadas limites 

turbulentas separadas. Contudo, desde que o ponto de separação é 
fixo em relação a posição do salto e o campo de escoamento é 
resolvido iterativamente, então a velocidade de atrito u, pode ser 
processada até convergir, sem a introdução de grandes erros com o 
seu uso (Thangam e Speziale, 1992). 

MÉTODO NUMÉRICO 

As equações de governo (Eq. I a 5) foram resolvidas utilizando o 
método de volumes finitos (Patankar, 1980), com esquema ' power­
law'. A solução em regime permanente foi obtida pela resolução do 
sistema de equações algébricas, utilizando-se a técnica da sub­
relaxação, com aplicação repetida do algoritmo TOMA linha por 
linha (Patankar, 1980). Para aumentar a velocidade de convergência, 
utilizou-se o algoritmo de correção por blocos (Settari e Aziz, 1973 ). 

Um estudo de refinamento da malha, utilizando o método de 
volumes finitos, conduzido por Thangam e Hur ( 1991 ), concluiu que 
malhas de 166 x 73 pontos internos, com espaçamento variáveL a fim 
de possibilitar máxima resolução próximo ao salto e as paredes, 
rendem resultados que estão dentro de limites aceitáveis e que o uso 
de malhas significativamente grossas poderiam levar a erros 
apreciáveis. Indicaram ainda que a malha 200 x I 00 renderia solução 
independente do espaçamento. Consequentemente. todos os cálculos 
computacionais foram conduzidos neste trabalho utilizando-se uma 
malha não uniforme 200x I 00. A Figura 7. ilustra o tipo de malha 
computacional utilizada, onde por clareza adotou-se I O I x50 pontos 
nodais. 

Para a convergência da solução numérica, controlou-se os 
resíduos da equação da continuidade e das equações de conservação 
de todas as outras variáveis. A solução foi considerada convergida, 
quando o resíduo da equação de conservação de massa, termo fonte 
da equação de correção da pressão (Patankar. 1980), foi inferior a 
JO-". No caso das outras equações de conservação, requereu-se que a 
razão entre o resíduo máximo de cada equação e o valor do 
resíduo inicial fosse inferior a JO-'. sendo este definido como: 



Res = I ap ~r - ( 2:a,,b ~ub + b) I ( l O) 

Y / H 

o lO X I H 15 20 25 30 

Figura 2 - Malha não uniforme. I O I x50 pontos nodais. 

DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

Serão apresentados os resultados referentes ao ponto de 
recolamento, perfis de velocidade média e tensões de Reynolds. 
coeficiente de atrito e coeficiente de pressão, os quais foram 
comparados aos dados experimentais de Kim et ai. ( 1980). 

As linhas de corrente obtida~ com os modelos tradicional e 
renormalizado, estão representadas nas Figuras 3 e 4, 
respectivamente. Da análise das figuras, verifica-se que o modelo 
RNG obtém uma significante alongação da região de recirculação. 
Este aumento é devido principalmente ao efeito do parãmetro de 
escala de tempo 11 do termo R (Eq. 8). O valor de 11 é elevado na 
camada cisalhante vizinha a zona de recirculação. Em conseqüência a 
taxa de dissipação aumenta e a viscosidade turbulenta é reduzida. As 
linhas de corrente indicam os seguintes pontos de recolamento,..para a 
recirculação principal : 

K-E tradicional ......... ...... ........... (X,/ H) = 6,0 

K-E renormalizado ... ....... ... ...... (X,/H) = 7,0 

A Tabela I faz uma comparação destes valores com o 
experimental de Kim et ai. ( 1980) e com resultados publicados por 
Thangam e Speziale (1992) e Yakhot et ai. ( 1992). O modelo K-E 

tradicional apresenta uma sub-predição da ordem de 14,3%, 
comparado ao experimental (X/H=:7,0), enquanto o modelo RNG 
obtém um valor de recolamento idêntico ao dado experimental. 
Observa-se ainda que os valores obtidos neste trabalho concordam 
bem com os valores numéricos disponíveis na literatura. 

Figura 3 - Linhas de corrente , modelo K-E tradicional 

Figura 4 - Linhas de corrente, modelo K-E renormalizado 

Tabela 6. I - Ponto de recolamento ( X r I H ) 

Experi K-E K-E 

mental Tradic ional RNG 

Kim etal. Thangam e Presente Yakhot et Presente 
( 1980) Speziale so lução ai. (1992) so lução 

(1992) 

7.0 6.0 6.0 6.6 7.0 
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Experimentalmente observou-se a existência de uma região de 
pequena recirculação, girando no sentido anti-horário, junto a parte 
inferior da parede vertical do salto (Kamniadakis et ai., 1989). O 
modelo renormalizado apresenta uma região de recirculação 
secundária maior que a do modelo tradicional, como se observa da 
Figura 5. Nesta figura estão representados os detalhes dos perfis de 
velocidade próximo a parede inferior, em duas seções imediatamente 
após o salto, isto é, na região dessa pequena recirculação. Verifica-se 
que já na segunda seção, para o modelo tradicional todas as 
velocidades são negativas, enquanto para o renormalizado a 
velocidade do primeiro ponto interno, próximo a parede inferior, 
continua positiva. Assim, a predição do modelo RNG mostra-se 
melhor, embora os dois modelos ainda sub-avaliem essa região. 
concordando com as observações de Lien e Leschziner ( 1994). 

MOO. RNG 
MOO. TRAO. 

X I H = 0.1003 X I H = 0.2184 
,- I ' y y I 

0.06 iH 0.06 ! H 

' 
0.04 i 0.04 

i 
\ i 

\' ,, 
0.02 I 0.02 I ' I . 

J l_ 
' 

0.00 0.00 -~---.. ..\L_' I 
u 

~ 

-0.04 0 .00 0.04 -0.2 -0.1 00 0.1 

Figura 5 - Estudo comparativo da recirculação secundária 

X / H = 

.. L ..... ; :1 

-5.00 0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 

Figura 6 - Seções de levantamento do perfil de velocidade média 

Para uma comparação mais detalhada entre os modelos, perfis de 
velocidade média são analisados em seis seções transversais. As 
posições onde foram levantadas as velocidades estão assinaladas na 
Figura 6, tendo como referência a posição do salto. 

As Figuras 7 e 8 apresentam a comparação dos perfis de 
velocidade média, nas diversas posições selecionadas, preditos por 
ambos os modelos, com os dados experimentais (Kim et ai., 1980). 
Na seção x/H=6,22, todas as velocidades do modelo K-E tradicional 
são positivas, indicando não haver mais recirculação, embora o 
modelo K-E RNG e os dados experimentais mostrem que ainda 
existe recirculação. A razão principal para o modelo tradicional 
predizer um ponto de reco lamento prematuro, é a excessiva difusão 
na camada cisalhante logo acima da zona de recirculação. O 
comportamento menos difusivo do modelo RNG é conseqüência da 
inclusão do novo termo (R) na equação da taxa de dissipação da 
energia cinética turbulenta (E) (Eq. 5). Este termo visa eliminar a 
hipótese de isotropia local, adotada pelo modelo tradicional, e deste 
modo tem a propriedade de aumentar o valor de E na região de alta 
taxa de deformação e diminuir o valor da energia cinética 
turbulenta (K), levando a valores menores da viscosidade turbulenta 
(v,), de acordo com a Eq. 3. Ao utilizar um coeficiente de transporte 
difus ivo menor, a equação de conservação da velocidade média 
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toma-se menos dissipativa e consequentemente o modelo RNG 
produz uma região de recirculação maior. 

A análise da região após o recolamento (seçõcs x!H=8,0 e 
x/H=\0,67) revela urna maior recuperação dos dados experimentais em 
relação aos modelos. A região de recuperação do escoamento parece ser 
melhor representada pelo modelo K-E tradicional, mas isto é devido ao 
seu prematuro recolamento, que faz com que o modelo antecipe a 
recuperação do escoamento. É defeito comum da maioria dos modelos 
de turbulência ter urna insuficiente recuperação do escoamento, na 
região a seguir do ponto de reco lamento (Lien e Leschziner, 1994). 
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Figura 7- Perfil de vel. média para seções selecionadas, K-E trad. 
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Figura 9- Seções para perfil de tensão de turbulência 

As predições dos modelos para a intensidade de turbulência, são 
comparadas com dados experimentais de Kim et ai. ( 1980). As seções 
onde foram levantados os perfis de intensidade de turbulência estão 
assinaladas na Figura 9, tendo como referência a posição do salto. 

A intensidade de turbulência (ui ui )'1', normalizada pela velocidade 
Uc é apresentada nas Figuras 10 e 11 , para os modelos tradicional e 
RNG respectivamente, onde uma boa concordância entre os modelos e 
os dados experimentais pode ser observada A intensidade de 
turbulência máxima, em ambos os modelos, é sempre menor que a 
experimental, estando esta última mais próxima da parede inferior, que 
as máximas dos modelos. Nas seções imediatamente após o ponto de 
recolamento, isto é, no início da recuperação do escoamento e junto a 
parede inferior, observa-se a maior diferença dos modelos para os dados 
experimentais (XIH=7,67 e 8,55). O modelo RNG retoma um menor 
nível de intensidade de turbulência, sendo a diferença para o tradicional 
mais acentuada na wna de recirculação (seções XIH= l,33 e XIH=5,33) 
e próximo a parede inferior. Este fato, com suas conseqüências, é melhor 
comentado posteriormente. 
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Os perfis da tensão cisalhante turbulenta ( i:i'V' ). normalizados 
por Uc', são comparadas aos dados experimentais de Kim et ai. 
( 1980) nas Figuras 12 e 13. Utilizou-se as mesmas seções a jusante do 
salto, já empregadas para a intensidade de turbulência (Figura 9). 
Observa-se que, para todas as seções, o perfil anula-se um pouco 
acima do salto (YIH~2), tendo um máximo relativo junto a parede 
superior bem menor que o máximo relativo junto a parede inferior. 
Esta tendência do perfil anular-se próximo a YIH=2 é confirmada 
pelos dados experimentais, demonstrando a correção das predições 
dos modelos nesta região. Dá análise com o experimental. verifica-se 
que. na altura correspondente ao salto (Y /H= I). os modelos geraram 

maiores tensões cisalhantes turbulentas (u' v') e que, como no caso 

da intensidade de turbulência ( u'u' ), o valor máximo dos modelos 
sempre está mais afastado da parede inferior que o máximo do 
experimental. Na região próxima a parede, as predições dos modelos 
concordam muito bem com os dados experimentais. · 

As maiores diferenças entre os modelos estão na zona de 
recirculação (seções XIH=IJ3 e XIH=5.33) e na parte do perfil 
correspondente a altura do salto (Y/H=l). Comparativamente ao 
tradicional. o modelo renormalizado gerou perfis menores, 
especialmente na região de recirculação. representando melhor os 
dados experimentais. Na região de recuperação do escoamento, junto 
a parede inferior, os modelos praticamente tiveram o mesmo nível de 

tensão cisalhante turbulenta ( i:i'V' ), concordando muito bem com os 
dados experimentais, conforme foi dito acima. 

Da análise das Figuras I O, li, 12 e 13. referentes ao perfil da 

intensidade de turbulência ( u'u' /Uc') e ao perfil da ten~ão cisalhante 

turbulenta ( i:i'V' lUc'). verificou-se que o modelo renormalizado 
obteve os menores níveis de intensidade e tensão turbulenta 
consistente com a maior região de recirculação, apresentada pelo 
modelo, e com sua proposta teórica de um coeficiente de transporte 
difusivo turbulento menor. Observou-se ainda que os modelos 

obtiveram um nível insuficiente de tensão de Reynolds ( u 'u' + u' v') 

próximo a parede na região de recuperação (i?v' = experimental e 

i.iíl << experimental). É esta discrepância em relação ao 
experimental que faz com que os modelos tenham uma taxa 
insuficiente de recuperação do escoamento. 



Por comparação, verifica-se que os resultados obtidos neste 
trabalho. tanto para a intensidade de turbulência como para a 
tensão de turbulência cisalhante, concordam muito bem com os 
alcançados por Thangam e Speziale ( 1992) e Yakhot et ai. 
( 1992). 
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Figura 12- Perfil de tensão de turbulência. K-E tradicional 
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Para analisar a distribuição de pressão, definiu-se o coeficiente de 
pressão como CP = ( P - Pc ) I ( Uc' ). onde Pc é a Pressão sobre a 
linha de centro do canal de entrada. 

As variações do coeficiente de pressão obtidas pelos 
modelos, tanto para a parede superior como inferior, na reg1ão 
após o salto, são comparadas, nas Figuras 14 e 15, aos dados 
experimentais de Eaton e Johnston (Thangam e Speziale, 1992). 
Ambos os modelos reproduzem bem o comportamento dos dados 
experimentais, tendo o renormalizado um comportamento melhor 
na zona de recirculação, embora também não seja capaz de 
representar a rápida variação, que ocorre na zona de reco lamento. 
A maior discrepância em relação aos dados experimentais está na 
região de recuperação do escoamento, logo após o ponto de 
recolamento, onde os modelos tem uma taxa insuficiente de 
recuperação da pressão. Isto é uma conseqüência direta da 
também insuficiente recuperação do movimento nesta região 
pelos modelos, como foi visto na análise do perfil de velocidade. 
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Figura 14 : Coeficiente de pressão na parede superior. 
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Figura 15 : Coeficiente de pressão na parede inferior. 

O coeficiente de atrito (C,), definido como C,= 2 u.' I V M'• 
onde ut é velocidade de atrito e V M velocidade média espacial na 
seção de entrada, foi levantado, para ambos os modelos, na 
parede inferior após o salto, pela lei da parede. As variações deste 
coeficiente são importantes para identificar a localização das 
regiões de recirculação (principal e secundária) e refletem a 
preci são da predição do processo difusivo junto à parede, os 
quais são de relevância especial no contexto da transferência de 
calor. Na Figura 16, os resultados obtidos pelos modelos são 
representados. Verifica-se que o ponto de recolamento e a região 
de recirculação principal aqui levantados estão de acordo com os 
dados retirados das I inhas de corrente. Da análise desta figura, 
também se observa uma região de recirculação secundária 
ligeiramente melhor no modelo RNG . Nota-se que a tensão 
negativa, associada a recirculação principal, começa no modelo 
renormalizado (XIH~0,5) depois de já ter começado no modelo 
tradicional (XIH~O). A região de recirculação secundária é 
caracterizada pela presença de tensões positivas, as quais são 
muito pequenas para os modelos e consequentemente não se 
tornam visíveis na escala do gráfico. 
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Figura 16 - Coeficiente de atrito na parede inferior 

CONCLUSÕES 

Devido a alta complexidade do escoamento turbulento, as 
simulações diretas não são práticas e viáveis para a maioria dos 
computadores disponíveis atualmente, pois o espaço de memória 
e o tempo de computação seriam muito elevados. Como 
alternativa, utilizam-se os chamados modelos de turbulência, para 
representar o fenômeno fisico. A formulação da técnica do grupo 
da renormalização foi utilizado por Yakhot e Orszag (1986) na 
obtenção de modelos de fechamento da turbu.lência. Eles 
utilizaram a técnica RNG para desenvolver uma teoria para as 
grandes escalas, representando os efeitos das pequenas escalas 
por coeficientes de transporte modificados (Smith e Reynolds, 
1992 e Yakhot e Smith, 1992). A utilização desta teoria, na 
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obtenção de um modelo de viscosidade turbulenta de duas 
equações, para altos números de Reynolds, levou a formulação 
teórica do modelo K-E, sem necessidade de recorrer a dados 
experimentais para determinar as constantes (Yakhot et ai., 
1992). Este modelo foi então complementado com uma escala de 
expansão, para o termo de produção da taxa de dissipação. A 
ausência desse termo adicional , dá origem a um modelo que 
difere do estabelecido por Launder e Jones (K-E tradicional) 
somente no valor das constantes. O parâmetro de expansão foi 
assumido como TJ=(SK/c), isto é, a razão da turbulência para 
escala de tempo da deformação média. 

A correção (R) do termo de produção de dissipação (Eq. 8) 
não é estritamente levantada das considerações da teoria RNG. 
Seu principal objetivo é sensibilizar a equação de E, para altas 
taxas de deformação, aumentando assim a taxa de dissipação e 
conseqüentemente diminuindo a viscosidade turbulenta. Já nas 
regiões de pequenas taxas de deformação, o termo R tende 
aumentar levemente a viscosidade turbulenta. 

O desempenho de predição do modelo RNG foi examinado 
por comparação com a solução dada pelo modelo K-E tradicional 
e com dados experimentais das quantidades médias e tensões de 
Reynolds, para o escoamento com separação, após um salto de 
área ('backstep ' ). O modelo RNG demonstrou ter, em geral, um 
melhor desempenho que o K-E tradicional, para o problema em 
estudo. 

Da análise comparativa foram obtidas as seguintes 
conclusões: 
• O modelo tradicional subprediz o ponto de reatamen.to (X,= 

6,0H- 14% menor) em relação aos dados experimentais de Kim 
et ai. , enquanto o RNG obtém um resultado ·que está em 
concordância com os mesmos dados experimentais (X,= 7.0H); 

• Os dois modelos subavaliam a região de recirculação 
secundária (sentido anti-horário), existente junto a parte 
inferior da parede vertical do salto (Yakhot et ai. , 1992, e 
Lien e Leschziner, 1994), embora o modelo RNG a 
represente melhor; 

• O modelo RNG revela uma recuperação mais lenta do 
escoamento, após o recolamento. Esta característica é 
sempre mais clara nos modelos que predizem uma região de 
recirculação maior, como foi o caso do modelo RNG (Lien e 
Leschziner, 1994); 

• O modelo RNG tem um melhor comportamento junto a 
parede, conforme se conclui da análise do coeficiente de 
pressão e do coeficiente de atrito; 

• Ambos os modelos subavaliam a intensidade de turbulência, 
especialmente no início da região de recuperação; 

• O modelo RNG requer um maior esforço computacional 
(entre I O e 15% a mais em tempo de computação), embora 
mantenha a simplicidade e a eficiência computacional do 
modelo tradicional. 

Os bons resultados obtidos pelo modelo RNG no estudo do 
problema 'backStep' são fortemente dependentes da eliminação 
da hipótese de isotropia local, no termo de produção da taxa de 
dissipação, da respectiva equação de transporte, isto é, são 
fortemente dependentes do termo R na equação para E. Por 
exemplo, quando se faz R = O, no problema ' backstep' , o 
modelo RNG superprediz a região de recirculação (X,=9,5H) 
(Yakhot et ai., 1992). 
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ABSTRACT 

The present work analyses the capabilities of prediction of a 
separated flow behind a backward-facing step in an channel by a 
two-equations eddy-viscosity turbulence model , derived using 
the renormalization group (RNG). The conventional two­
equations K-E turbulence model is presented, with its empirical 
constants. The K-E model based on the renormalization group 
theory (RNG) is brietly described, with particular attention being 
paid to the final form of the modelled equations and the 
implications of the various terms in relation to conventional K-E 
modcl. Computations using a finite-volumc based code have 
beem perfomed with the RNG K-E model and the conventional 
K-E model for the two-dimensional recirculating tlow over a 
backward-facing step. The present computational results of 
various mean flow quantities are compared with available 
experimental data and numerics results. It is shown a significant 
improvement on the predictions of various mean flow quantities 
by the RNG K-E model over the conventional K-E model , with 
Jow COSI. 
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SUMMARY 

This paper presents numerical and experimental resu/ts for unsteady, spatially-periodic, fully-developed 
turbulent flows in interrupted-surface passages. The performance of severa! low-Reynolds number, two­
equation linear eddy-viscosity models of turbulence is discussed in the context of an ensemble-average for­
mulation. Numerica/ predictions of the friction factor, Strouhal number, and skin friction coefficient along 
the plates are compared with experimental results. 

lNTRODUCTlON 

Flow passages with spatially-periodic interrupted 
surfaccs are commonly encountercd in heat transfer 
equipment, such as compact heat exchangers (Shah, 
1981; Kays and London, 1984) . Compact heat exchang­
ers are widely used in the chemical, materiais process­
ing, and power generation industries, as well as in au­
tomobiles and aircrafts. The interruptions in the flow 
passages are intended to produce enhanced heat trans­
fer rates, but they also cause higher pressure drops than 
those in uninterrupted passages (Patankar et ai., 1977; 
Shah, 1981; Kays and London, 1984). Thus, the de­
sign of such passages poses an optimization problem in 
which the objective is to obtain the maximum rate of 
heat transfer for a fixed pumping power. 

Typically, the range of Reynolds number in compact 
heat exchangers extends from a laminar fiow regime 
to a low Reynolds number turbulent regime (Kays and 
London, 1984). Few experimental and numerical in­
vestigations of turbulent fiows in spatially-periodic ge­
ometries have been reported in the literature. Exam­
ples include the works of McBrien and Baliga (1988), 
McBrien (1989), Kim and Anand (1994), Ciofalo and 
Collins (1992), and Ciofalo et ai. (1996). 

ln the present work, a complementary numerical and 
experimental investigation of temporally- and spatially­
periodic, fully-developed turbulent fiow in interrupted­
surface passages was undertaken. Two-dimensional 
numerical simulations were clone using various low­
Reynolds number, two-equation, linear eddy-viscosity 
models of turbulence (EVMs). The experimental inves­
tigation was limited to measurements of frequencies of 
vortex shedding using single-wire constant-temperature 
thermal anemometry. The intention in the experimen­
tal work was to complement the experimental results of 
McBrien (1989) and McBrien and Baliga (1988). 

ln this paper, the relative performance of the sev­
era! low-Reynolds number EVMs is discussed in the 
context of an unsteady ensemble-average formulation. 
Some results obtained using a steady time-average for­
mulation of the governing equations are also presented 
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for comparison. The rationale for the choice of low­
Reynolds number EVMs and the possibilities offered 
by these models are also discussed. 

PROBLEM STATEMENT 

Preamble. Direct Numerical Simulations (DNS) of 
the full three-dimensional unsteady Navier-Stokes e­
quations have been used successfully in fundamental 
studies of turbulent fiows (Wilcox, 1993). Presently, 
however, they are untenable for use in engineering de­
sign calculations, and for the problem of interest in this 
wcrk, DNS would be very expensive and impractical. 
Large Eddy Simulations (LES) also exert enormous de­
mands on computer resources, albeit less than DNS, 
and they are still not regarded as a viable too! for en­
gineering design (Wilcox, 1993; Launder, 1995). For 
these reasons, DNS and LES were not used in this work. 

A more economical approach to simulate turbulent 
fiows in engineering is still based on some foriY of aver­
aging of the governing equations (Hanjalié, 1994; Laun­
der, 1995). The simplest and most widely used forms 
of averaging are based on procedures akin to that in­
troduced by Reynolds. For the periodic unsteady fiows 
investigated here, ensemble averaging of the governing 
equations is more suitable than time averaging. 

Within the framework of time and ensemble averag­
ing, twa-equation linear EVMs remain the most widely 
used "fast" engineering methods for computing com­
plex turbulent fiows (Hanjalié, 1994). Computation­
ally, two-equation EVMs offer decisive advantages over 
Reynolds stress transport models, dueto relatively sim­
pie implementation and lower computational costs. On 
the basis of these observations, low-Reynolds number 
two-equation EVMs, with some ad hoc modifications, 
were used in this investigation. 

Mathematical Model. The problem of interest invol­
ves temporally and spatially periodic, fully-developed 
turbulent fiow of a constant-property Newtonian fiuid 
in straight rectangular channels, akin to that illustrat-



ed in Fig. 1 (a). A cross-sectional view of this chan­
nel is presented in Fig. 1 (b): The domain indicated 
as ABCDA is denoted as a geometrical module. ln 
interrupted-plate passages of this type , the fluid flow of­
ten attains a spatially-periodic fully-developed behavior 
after a short entrance region , typically 5 to 10 geomet­
rical modules downstream of the inlet plane (Sparrow 
et al., 1977) . A procedure for the solution of steady, 
spatially-periodic flows in the fully developed region 
has been described by Patankar et ai. (1977). The 
description of temporally and spatially-periodic fully­
developed flows presented here, is an extension of the 
concepts put forward in the work of Patankar et al. 
( 19'f7). Similar concepts to that descri bed in this pa­
per can be found in the works of Ghaddar et al. (1986) 
and Amon and Mikic (1990), for example. 
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y ..... ....... 

x~z 
............ 
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Figure 1: (a) Rectangular interrupted-plate duct; and 
(b) cross-sectional view, associated nomenclature and 
a representative geometric module ABC DA. 

ln temporally and spatially periodic fully-developed 
flows , the velocity field repeats identically in successive 
sets of geometrical modules. Each set could consist 
of m geometrical modules: Then, with respect to the 
notation in Fig. 1 (b), the total streamwise length of 
a set of modules would be m(L + s). This periodic 
behavior can be expressed as follows: 

ü;(x, y, t) = ü;(x + m(L + s), y, t) = ... (1) 

where the overbars represent ensemble-averaged quan­
tities, m is· an integer periodicity index, and (L+ s) is 
the length of one module. For steady conditions , m = 1 
and the fully-developed regime can be studied in a sin­
gle module, without any reference to the flow field in 
the entrance region or in adjacent modules (Patankar et 
al., 1977) . For periodic unsteady conditions, the value 
of the integer periodicity index is not known a priori, 
rather it has to be determined empirically. 

Another essential dependent variable in the problem 
of interest is the pressure. Here, the reduced pressure, 
ji , can be expressed as a linear combination of an over­
all pressure drop , which drives the flow in the stream­
wise direction, and a pressure P which is related to the 
details of the local motions in the geometric modules. 
Thus: 

p(x,y,t) = -tJ(t)x+ P(x , y,t) (2) 
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where the term tJ(t) is a uniform value for the entire 
periodic region, and is responsible for the overall mass 
flow rate . It should be noted that tJ(t) is treated as 
a parameter that is adjustable, at each time step, so 
as to obtained a desired , or specified Reynolds number 
in the problem. The pressure P behaves in a periodic 
manner, just ~s the velocity components (Eq. (1)) . 

The fluid flow is governed by the ensemble-averaged 
continuity and momentum equations, which can be 
written as: 

Ôü; =o (3) 
âx; 

( 
Ôü; ÔÜ; ) - ) ô p 

p - + Üj- = {3(t d;l - - + 
ât ÔXj Ôx; 

(4) 

ô ( ÔÜ; -, ') 
ÔXj f..' ÔXj - puiuj 

where the CÇ>rrelation -puiuj is interpreted as the 
Reynolds stresses. To complete the formulation of the 
problem, initial and boundary conditions, and an ap­
propriate model for the Reynolds stresses are necessary. 

ln this work, four variations ofthe low-Reynolds k-f 
model were assessed : The Jones and Launder (1973) 
model with the Hanjalié and Launder (1980) modifica­
tion, which will be denoted as JLH; the Launder and 
Sharma (1974) model with an improved modification of 
Hanjalié and Launder (1980), which will be denoted as 
MLSH; and the Launder and Kato (1993) model with 
the closure coefficients proposed by Jones and Launder 
(1973) and Launder and Sharma (1974), which will be 
denoted as LKJ and LKS, respectively. 

The additional ensemble-averaged equations for these 
low-Reynolds number k- é models can be written as: 

( 
âk - âk ) ô [ ( f..'t ) ôk ] p -+ui- =- JL+- - +Pk 
ât ÔXj ÔXj Uk ÔXj 

(5) 

( )

2 
- âv'k 

-pé-2JL --
ÔXj 

( 
ôf. - ôf. ) ô [ ( 1-'t ) âf. ] p -+ui- =- JL+- - +P, 
ât ÔXj ÔXj Ut ÔXj 

(6) 

C f f.
2 

2JLJ.Lt [a (âu;)] 2 

- 2< 2P- + -- -- --
k p ÔXj Ôxk 

where J.Lt = f!J c!Jpk 2 /f. . For the JLH and LKJ models, 
2.5 

JJ.< = e P+·02R•d; and for the MLSH and LKS models, 
3 . • 

JJ.< = e (l+ .02R•tl
5 . The production terms in the trans­

porVequations for k and f., Pk and P, , respectively, for 
the JLH and MLSH models , are: 

pk ( 
ÔÜ; ÔÜj) ÔÜ; 

J.Lt -+- -
ÔXj ÔXj ÔXj 

(7) 

P, 
( 

!t k(Cl.Pk(1- 6;i) + Ca.PktS;i) 

For the LKJ and LKS models , these terms are : 

pk 

P, 

J.Lt 1 ( Ôii; Ôiij) 
2 

- -+-
2 ÔXj Ôx; 

C 
f I 

lth kpk 

~ ( Ôii; - â ii j ) 

2 

( 8) 
2 Ôxj Ôx; 



Other damping functions and dosure coeffi.cients of the 
models are given in Table 1. 

Table 1: Coefficients used in the k - t: models. 

The boundary conditions for the problem are: ü = 
ii = k = i = O, on the solid surfaces, and the periodic 
conditions at the inlet and outlet planes. The initial 
conditions will be discussed in the next section. 

With reference to Fig. 1 (b), the computations were 
performed for the following nondimensional geometrical 
parameters: 

ó L s 
H = 0.11, H = 1.77, H = 1.76 (9) 

The results are presented in terms of the following non­
dimensional quantities: the Reynolds number, Re, the 
Strouhal number, S, the friction factor, f f, and the 
skin friction coefficient, r;. With reference to the no­
tation in Fig. 1 (b) , these quantities are defined as: 

R e 
pU(2H) S = w(2ó) , ff = ,B(2H; (10) 

fl u 0.5pU 

-· Tw 
Tw ~ 

0.5pU 

· U and w are the time-mean streamwise average velocity 
and the frequency of vortex shedding, respectively. 

Five Reynolds numbers were considered: Re = 5300, 
11300, 17300, 22300, and 28300. These values of the 
nondimensional geometrical parameters and Reynolds 
number match the corresponding values in the exper­
imental investigation. It should be noted that in the 
numerical investigation, the turbulent ftows were re­
garded as two-dimensional in the mean, and only two­
dimensional computer simulations were performed. 

COMPUTATIONAL DETAILS 

As was discussed previously, after a short entrance 
region, the flow field repeats itself in successive sets 
of geometrical modules. The number of geometrical 
modules in this set, or equivalently, the value of m, 
is not known a priori. ln the present work, in order 
ot keep the computational costs within the limits of 
available computing resources, the calculation domain 
was limited to a single module (m = 1), and extended 
from the bottom to the top walls of the channel. 

The computational domain was discretized using 
staggered grids for the velocity components and pres­
sure (Patankar, 1980). The solid regions (plates) in­
duded in the calculation domain (Fig. 1 (b)) were 
treated as discussed by Patankar (1980) : The fluid vis­
cosity was set equal to a very large number. ln addi­
tion, in the present computations, the coefficients ofthe 
discretized equations were overwritten so as to obtain 
identically zero values for ali dependent variables (u, ii , 
P, k, i) in the blocked regions. 

The momentum equations, Eq. (4), were discretized 
using the Crank-Nicolson scheme (Patankar, 1980), and 
the QUICK scheme of Leonard (1979). The SIMPLEC 
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algorithm of Van Doormaal and Raithby (1984) was 
used to solve the discretized momentum and pressure 
correction equations at each time step. The transport 
equations for k and (, Eqs. (5) and (6), were dis­
cretized using the fully-implicit and the hybrid schemes 
(Patankar, 1980). The use of higher order schemes, 
such as the Crank-Nicolson.and the QUICK schemes, in 
the discretized equations of k and (, can produce neg­
ative coefficients, which in turn, can lead to negative 
effective turbulent transport coeffi.cients and numerical 
instability (Lien and Leschziner, 1994) . Such negative 
values can appear particularly in regions where the ac­
tual (positive) k and ( values are dose to zero. 

Four line-by-line iterative algorithms were used to 
solve the nominally linear and decoupled set of equa­
tions: The tridiagonal and pentadiagonal matrix algo­
rithms (TDMA and PDMA), and the cydic tridiago­
nal and pentadiagonal matrix algorithm (CTDMA and 
CPDMA). The cydic algorithms are required for lines 
of nodes along which the periodic boundary conditions 
apply. Detailed description of these and related algo­
rithms are available in the work of Sebben and Baliga 
(1995) . Generalized block-correction procedures (Set­
tari and Aziz, 1973) were used for the velocity com­
ponents and pressure correction, in order to speed up 
the rate of convergence of the line-by-line algorithms. 
No underrelaxation was required or used for any of the 
dependent variables ( ü, ii, P, k, and i). 

Ali fluid flow calculations were performed on a 
72x200 nonuniform grid . The grids were packed dose to 
the solid surfaces in order to properly resolve the steep 
gradients of the dependent variables in these regions. 
The size of the time-step was restricted according to 
a criteria akin to the CFL criteria (Patankar, 1980) . 
Guidance for the time-step size was obtained from the 
complementary experimental work: Frequencies of vor­
tex shedding obtained in the experiments were used to 
determine an adequate time step for the computations 
according to: 

ó.t ~ r/100 (11) 

where r is the time period of the oscillation which cor­
responds to the reciprocai of the frequency of vortex 
shedding, w: r = t · Results obtained with smaller 
time steps than that yielded by Eq. ( 11) , finer spa­
tia! grids than 72x200 main-grid control volumes, and 
multiple geometric modules (m > 1) did not show any 
significant differences in the values of f f and S. 

To start the computations, results of steady-state 
turbulent flow calculations were used as the initial field . 
No numerical perturbations of the initial field were nec­
essary in the simulations in order to obtain vortex shed­
ding. Once the temporally periodic solution was at­
tained for the first simulation, appropriate previously 
calculated results were used as the initial fields for sub­
sequent calculations, for which the Reynolds number or 
the turbulence model was varied. 

The temporally periodic regime was monitored with 
regard to the v-velocity component at the centerline of 
the channel, at a position approximately equal to one 
plate thickness , 2ó, downstream of the plate trailing 
edge. For most cases studied here , at least 150 tempo­
ral cydes were computed before any time-mean quan­
tities were evaluated . At each time step, convergence 
of the iterative solutio~ procedure was assumed when 



the sum of the absolute values of the "mass source" in 
the pressure correction equation, normalized by the av­
erage mass flow rate through the module, was less than 
w- 4 : The absolute values of the normalized residues 
of ali variables in each control-volume in the solution 
domain were typically less than w- 3 . 

EXPERIMENTAL PROCEDURES 

The configuration and dimensions of the test section 
(Fig. 1 (a)) were chosen to represent cores of compact 
heat exchangers, and the flow system was designed to 
produce typical turbulent ranges of Reynolds number 
encountered in these devices. The interested reader 
is referred to McBrien (1989) or McBrien and Bali­
ga (1988) for detailed descriptions of the experimental 
facilities and instrumentation. Frequencies of vortex 
shedding were obtained using a constant-temperature, 
hot-wire anemometer in combination with a digital os­
cilloscope with spectrum analysis capabilities. A single­
sensor hot-wire probe was used in a cross-flow orienta­
tion: The probe was mounted with the probe-body axis 
perpendicular to the mainflow direction . This was nec­
essary because of space limitations in the interrupted­
plate channel, particularly in the small gap in between 
plates. Earlier tests had confirmed that the cross-flow 
and the usual end-flow orientations of the probe gave 
similar results. 

Over most of the range of Reynolds number consid­
ered, 5300 < Re < 28300 , the estimated maximum 
uncertainty Tn the experimentally measured values of 
Re , ff , and S is less than ± 2%. 

RESULTS AND DISCUSSION 

f f and S Results Obtained with the LKJ and LKS 
Models.The results obtained with the LKJ and LKS 
models are presented in Table 2 in terms of time-aver­
aged friction factor, f f , and Strouhal number , S. Al­
so presented in this table are the values of the corre­
sponding Reynolds number based on the plate thick­
ness , Re2ó = pU (2ó) / fJ. The f f v alues reported in 
Table 2 show a continuous decrease as the Reynolds 
number increases. For the first two values of Re con­
sidered, the decrease in the f f values is quite dramatic, 
about 24%; but when the Reynolds number is changed 
from Re = 11300 to 28300, the decrease in ff is rather 
minor, about 4%. From this table, it can also be ob­
served that for Re ~ 11300 the S value remains fairly 
constant at about 0.158. 

Table 2: Time-averaged friction factors and Strouhal 
numbers obtained with the LKJ and LKS models. 

The plots in Fig. 2 illustrate the numerically pre­
dicted variations of f f with Re , computed with the 
LKJ model with the unsteady ensemble-averaged and 

the time-averaged steady formulations . Also presented 
in this figure are the experimental results of McBrien 
(1989). With the steady, time-averaged formulation , 
the shape of the f f versus Re curve is quite different 
from that of the experimental results. The ensemble­
averaged formulation yields qualitative correct results: 
The ff values decrease with Re; however, the quantita­
tive agreement with the experimental data of McBrien 
(1989) is not very good , with the computed f f values 
being as much as 20% higher at Re = 5300, and 28% 
higher at Re = 28300 . As expected, for a fixed Re , the 
values of f f calculated with the unsteady formulation 
are higher than those obtained with the steady formula­
tion. This is because of the higher pressure drop caused 
by the wake oscillations behind the plate trailing edge. 
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Figure 2: Variation of time-averaged friction factor with 
Reynolds number: Results yielded by the LKJ model 
in unsteady (D) and steady (V) simulations. 

Fig. 3 shows a comparison of the S versus R e2ó resul­
ts predicted with the LKJ model with those obtained in 
the present experimental investigation. As can be seen , 
the trend of the S versus Re2ó curves is the sarne in both 
cases. The experimental results correspond to three dif­
ferent streamwise locations of the hot-wire: x = 2ó , 4ó , 
and 8ó downstream of the plate trailing edge. The ex­
perimental values of S at x = 4ó and x = 8ó are 3.9% 
and 4.9% lower, respectively, relative to the S values at 
x = 2ó. The numerical simulations, however, did not 
predict such behavior. It is speculated that the decrease 
in the experimental S values at x = 4ó and x = 86 , rel­
ative to that at x = 26, could be because the values of 
the locally adjusted time-mean average streamwise ve­
locity at x = 2ó and 4ó are higher than the correspond­
ing value of U = pb(~H), due to time-mean recirculation 
zones behind the plate. ln the numerical predictions , 
the extent of the time-mean recirculation zones behind 
the trailing edge of the plate was typically equal to 2ó , 
thus the S values at ali positions were the sarne. 

For Re > 11300, the LKJ and LKS models yielded 
solutions f~ which the oscillations d:oplayed finite , con­
stant amplitudes, with the frequency spectrum show­
ing a sharp dominant peak representing the frequen­
cy of vortex shedding. For Re = 5300, however, no 
finite, constant-amplitude oscillations were computed, 
even though a periodic unsteady nature of the flow 
could still be discerned . For this specific case , ali time­
mean quantities were averaged over 1200 complete cy­
cles. The probable reason why the LKJ and LKS mod-
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Figure 3: Variation of S with Re 2ó:Experimental results 
anâ numerical results obtained with the LKJ model. 

eis yielded nonuniform oscillations for Re = 5300 is 
that at this Reynolds number, and with the spatial 
grid and time step used in the numerical solution of 
the ensemble-average unsteady formulation with these 
models, a significant range of the unsteady turbulent 
eddies are picked up, or resolved, along with the un­
steady vortex shedding phenomena. ln this context, it 
should be noted that the ensemble-averaged continuity 
and momentum equations, Eqs. (3) and (4), are iden­
tical in form to the corresponding governing equations 
used in two-dimensional LES. It is also interesting to 
note that in the case of Re = 5300, the values of k and 
( decreased continuously from the initial values, until 
their values became negligibly small. 

f f and S V alues Obtained with the JLH and MLSH 
Models. For the cases investigated with the JLH model, 
Re = 5300 and 11300, the results predicted were akin 
to those obtained for Re = 5300 and the LKJ and LKS 
~odels: The turbulence quantities k and ( decreased 
continuously until their values became negligibly small. 
ln an effort to improve the numerical predictions of f f, 
the Launder and Sharma (1974) model with a modi­
fied Hanjalié and Launder (1980) correction was tried. 
ln this model (MLSH), the constant Cae was adjusted 
to values in between 1.44 and 4.44, which correspond 
to the original values used in the Launder and Sharma 
(1974) and Hanjalié and Launder (1980) models. 
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Figure 4: lnfluence of Cae OI?- the v~lue of time-averaged 
friction factor: Results obtamed w1th the MLSH model. 
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As can be seen in Fig. 4, it is possible to adjust 
the value of C3e so as to obtain results that agree 
with the experimental results of McBrien (1989) . How­
ever, it was n.,ot possible to identify a single optimal 
value of C3e for ali Reynolds numbers in the range 
5300 :s; Re :s; 28300. 

Time-Averaged Skin-Friction Coefficients. For Re = 
11300 and the LKJ model, the r! distribution, obtained 
with both ensemble-average and steady-state formula­
tion, is shown in Fig. 5. The :r:, distribution obtained 
with the unsteady formulation compare rather well with 
the :r:, distribution that can be inferred from the plate­
surface oil-flow visualization results obtained experi­
mentally by McBrien (1989) . A photograph of the 
surface streamline pattern obtained by McBrien (1989) 
for the sarne interrupted-plate duct and Re = 10980 is 
shown in Fig. 6. ln contrast, the f~ distribution ob­
tained with the steady formulation does ~:ot agree as 
well. ln particular, the rather steep rise in :r:, near the 
plate trailing edge seen with the unsteady formulation 
(Fig. 5) is due to strong flow accelerations in this re­
gion that are caused by the oscillating wake: This is 
represented by the smooth oil-flow pattern in this re­
gion in Fig. 6. This feature of the r;;, distribution is 
almost entirely missing in the results obtained from the 
steady-state simulation: ln this case, there are no wake 
oscillations, or vortex shedding, thus the flow over the 
plate in the vicinity of the trailing edge does not un­
dergo any significant acceleration , and there is no sharp 
increase of :r;;, in this region. 
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Figure 5: Distribution of skin-friction coefficient on the 
top surface of t.he plate . 

Figure 6: Plate-surface streamline for Re = 109~0 . 
Main flow direction is from top to bottom of the piC­
ture: Experimental results of McBrien (1989). 

CONCLUSIONS 

Complementary numerical and experimental investi­
gations of temporally- and spatially-periodic, fully de-



veloped turbulent flows in interrupted-plate ducts have 
been presented in this paper. The experimental investi­
gation revealed that the Strouhal number, S, increases 
with the Reynolds number, Re, at the low flow rates. 
At the higher flow rates, a fairly constant value of S, 
independent of Re , was obtained. However, this value 
of S decreased slightly with increasing distance from 
the trailing edge of the plate. 

The numerical investigation showed that an en­
semble-average formulation, in conjunction with low­
Reynolds number two-equation EVMs, with some 
rather ad hoc modifications, yields qualitatively cor­
rect predictions of the variation of f f and S versus Re . 
Quantitatively, however, the agreement obtained was 
not very good. Good qualitative agreement was ob­
tained between time-averaged skin-friction coefficient 
distributions on the top surface of the plate and cor­
responding distributions inferred from surface oil-flow 
visualization photographs. It was also noted that when 
very fine grids and time steps are used with ensemble­
average low-Reynolds number turbulence models, the 
numerical predictions could resemble results produced 
by two-dimensional Large Eddy Simulations. 
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SUMÁRIO 

Neste artigo um estudo experimental sohre o escoamento em torno de um cilíndro pendular é 
desenmlvido. Mediçiies em túnel de vento utilizando a técnica .de anemometria de fio quente, na 
região de esteira. são ohtidas. Avalia-se .o efeito da massa do cilindro. e por consequência sua 
amplitude de oscila~·ilo . na dinâmica da esteira. Apresenta-se uma avaliação da transformação da 
energia cinética do escoamento livre em diferentes parcelas (energia cinética de turbulência e energia 
mecânica) o que éjórtemente i'?fluênciado pelas eset;ias de emissão de vórtices. 

INTRODUÇÃO 

O escoamento turbulento em torno de estruturas 
tlexíveis, ou mesmo sobre elementos sólidos sujeitos a vibrações 
li vres. é um problema relacionado com aplicações práticas 
diversas tais como di spositivos de engenharia oceânica para a 
redução do eteito de ondas ou correntes sobre estruturas, "istemas 
de amortec imento de escoamentos industriais para efeito de 
redução de ruído. ou ainda em escoamentos ambientais onde os 
elementos tlexíveis compõem a vegetação. Este tipo de 
escoamento é extremamente complexo devido à intcração tluido­
estrutura. O escoamento excita o sistema mecânico que por sua 
vez moditica as características do escoamento visto seu 
movimento oscilatório. 

Em um escoamento sobre um elemento sólido flexível 
parte da en,!rgia cinética média do escoamento é absorvida através 
do mecanismo de arrasto viscoso (associado ao cizalhamenio) e 
outra parte é absorvida pelo arrasto de forma (associado à 
pressão). A parte assoc iada ao cizalhamento é responsável pela 
formação de grandes escalas na esteira do elemento com a emissão 
sucessiva de vórtices. Tai s vórtices atuam como excitação no 
sistema mecânico. produzindo ass im um movimento oscilatório do 
elemento tlexível. A energia mecânica associada a este movimento 
é restituída periodicamente ao escoamento. Nota-se porém que a 
escala de tempo desta restuição dependerá da amplitude do 
movimento. e portanto. cm grande parte dos casos, esta rest ituição 
de tàto é feita de uma form a não organizada, aleatória. via energia 
cinética de turbulência . Sobre um ponto de vista sistêmico. no 
escoamento em torno de um elemento tlexível. este último atua 
como um filtro sobre as diferentes escalas do escoamento livre 
incidente. Esta moditicação no espectro de frequências do 
escoamento pode ser benética para certos tipos de a pi icações 
tecnológicas no sentido de reduzir ou ampliar certas escalas do 
escoamento. 

Neste trabalho apresenta-se um estudo do escoamento 
turbulento em torno de um ci lindro pendular. Neste caso 
especítico. um cilindro tinito de diâmetro D e comprimento H. é 
posicionado em uma camada limite turbulenta como mostra a 
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tigura l . A massa do cilindro é denotada por m, e a velocidade 
externa à camada limite como U0 . 

~ 

D 

Figura I - Descrição do problema 

A metodologia de estudo deste problema consiste em 
avaliar pertis de velocidade média e intensidade de turbulência na 
esteira do cilíndro. Informações rel at ivas ao espectro da flutuação 
de velocidade na esteira do escoamento também são levantadas, de 
forma a interpretar o efeito do transporte de energia nas diferentes 
escalas do egcomento. 

Estudos similares em estruturas tlexíveis e fixas são 
disponíveis na literatura. O trabalho de Flesch & Grant ( l 99 l) 
FinninKan & Mulhearn ( l 978) e Finningan ( l 979) sobre o 
escoamento sobre estruturas vegetativas, discute o problema de 
interação tluido-estrutura, considerando um elemento de vegetação 
como um sistema angular massa-mola amortecido. Uma discussão 
sobre c ilindros tixos posicionados em camada limite é apresentada 
nos trabalhos de Cantwell & Coles (1983), Seginer et ui. (1976) 
üoldstein & Karmi ( l 984) e Baker ( l 984) por exemplo. Algumas 
características deste tipo de escomamento são coincidentes com c 
caso analisado neste trabalho (De tà to quando a massa do cilindro 
tende a infinito este é um caso limite). Alguns resultados para este 
caso específico são também levantados no presente trabalho. 



Na sequência, uma breve análise do problema é 
apresentada, discutindo assim alguns aspectos teóricos importantes 
que enfocam a questão. Mais adiante as metodologias e a 
montagem experimental utilizadas são apresentadas. Por tim, os 
resultados para diferentes casos são apresentados e discutidos. 

ASPECTOS SOBRE A HIDRODINÂMICA DO ESCOAMENTO 

O escoamento em questão apresenta dois pontos 
peculiares que o tomam bastante complexo. Primeiramente a 
própria topologia tridimensional do escoamento faz com que a 
dinâmica da esteira turbulenta seja um ponto de controvérsia onde 
diversas questões abertas ainda são presentes na literatura. Um 
segundo ponto concerne ao caráter do acoplamento entre a 
dinâmica do escoamento e o comportamento pendular do cilíndro, 
o que induz toda uma linha de desenvolvimento à qual este 
trabalho se insere. Algumas características do problema são 
comentadas a seguir: 
• A esteira turbulenta 3D sobre elementos prismáticos em uma 
camada limite é bem mais complexa que a esteira sobre corpos em 
escoamentos 2D livres. Para este último caso, o comportamento 
dinâmico da esteira é caracterizado por uma frequência 
característica de emissão v,órtices. Uma variação similar dos 
campos de velocidade média e intensidade de turbulência ao longo 
da coordenada x (direção do escoamento principal) é observada. A 
escala de comprimento característica do escoamento varia 

proporcionalmente à uma potência desta cordenada ( e~x' 2 para 

uma região suficientemente distante do cilíndro). No caso 3D, a 
estrutura topológica da esteira inibe tanto a emissão de vórtices 
tipo Karman quanto o comportamento similar dos campos em uma 
direção preferencial. Vórtices do tipo ferrudura junto a parede, 
bem como o descolamento do topo da estrutura prismática (ver 
figura 2), fazem que a simples transposição de resultados de 
corpos 2D para problemas 3D torne-se totalmente inócua. 
• Para um cilindro fi xo de dimensão finita o descolamento 
transitório de vórtices depende da razão de aspecto do cilíndro 
(HID) e do número de Reynolds do escoamento. Próximo à parede 
eventualmente vórtices tipo Karman podem ser produzidos. 
Dependo do valor da razão do aspecto e do número de Reynolds 
isso nunca pode ser obtido. Na região superior do cilindro, junto 
ao topo, a esteira apresenta um comportamento completamente 
3D cujo o comportamento de emissão em geral, não é organizado. 

Figura 2 - Aspectos da esteira do escoamento sobre um cilindro 
tinito tixo. 

• Para um elemento prismático pendular (no caso específico um 
cilíndro tal como mostrado na figura I) o escoamento é o resultado 
também da dinâmica deste corpo rígido. As escalas características 
de tempo e comprimento na esteira serão influenciadas pela 
amplitude do movimento pendular do cilindro, sendo que o mesmo 
atuará como um filtro sobre determinadas escalas, ampliando-as 
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ou atenuando-as. Seja portanto o movimento do pêndulo descrito 
pela equação de movimento. Considera-se aqui uma simpificação 
do movimento em um grau de liberdade, pela posição média do 
cilíndro na direção longitudinal X. Logo: 

·· I { · )2 mg 
mX=2.pDHC0 u(t)-X -HX (I) 

Nestas equações Cn é o coeficiente de arraste do 
cilindro, u(t) é uma escala de velocidade instantânea do 
escoamento, que deve ser decomposta em parcelas média e 
flutuante. Isto torna esta equação uma equação estocástica devido 
à presença da parte aletória relativa à flutuação. 

Nota-se que os termos do segundo membro 
representando a força de arrasto e a restituição devida ao peso, 
compõem um sistem~ massa-mola equivalente com um termo de 
amortecimento (dito amortecimento aerodinâmico) e um termo de 
rigidez efetiva, respectivamente. Estes termos são notados como: 

Ç,,(t) = + pDHCn(2u(l)- x) 
K = mg 

H 

Portanto a equação ( 1) pode ser re-escrita como: 

mX + Ç"X + KX = F(l) 

(2) 

(3) 

(4) 

F(t) é um forçamento aleatório dado pela parcela do arrasto 
relativa à velocidade instantânea. 

Esta formulação mostra que as amplitudes de movimento 
do pêndulo são amplificadas para valores próximos à sua 

frequência natural ( úJn =..[i/H). Esta amplificação é atenuada 

para maiores valores do amortecimento aerodinâmico e este efeito 
é transmitido ao escoamento. 
• De fonna a parametrizar o efeito do movimento pendular do 
cilindro no escoamento, propõe-se um número adimensional que 
relacione a massa do cilindro, a velocidade do escoamento e as 
dimensões do pêdulo, na forma: 

À= m_,g (5) 
pUõDH 

PROCEDIMENTOS EXPERIMENTAIS 

Túnel de vento e montagem experimental: Os 
experimentos do presente trabalho foram desenvolvidos em um 
túnel de vento aerodinâmico de secão de trabalho de 650 X 650 
mm por 3600 mm de comprimento. Este túnel de vento permite o 
ensaio de modelos com velocidades de trabalho de até 25 m/s. Este 
escoamento é provido por um ventilador axial de 40 CY instalado 
em uma caixa plena de 4 m3

, succionando o ar através da seção de 
ensaio. O controlador de velocidade eletrõnico do motor do 
ventilador permite o desenvolvimento d.; ensaios em uma grande 
tàixa de velocidades. 

Na entrada do túnel um bocal convergente, associado a 
um conjunto de telas, permite a obtenção de um escoamento com 
intensidade de turbulência de 0.5%. A I 00 mm da parede superior 
da seção de ensaios, uma placa plana foi posicionada, servindo 
como base para o escoamento em camada limite. Esta placa é 
chanfrada a 45° na extremidade de entrada afim de tornar mais 
suave a entrada do escoamento. 



Um cilíndro de 75 mm de comprimento por 9 mm de 
diâmetro. confeccionado em alumínio, é posicionado de maneira 
pendular à 450 mm do bordo de ataque da placa plana. Este 
cilíndro é oco de maneira a possibilitar a variação de sua massa 
atravéz da introdução de pelotas de aço e em seu interior. 

Medição de velocidade: Para medição de veloc idade um 
sistema de anemometria de tio quente unidirecional, marca DISA 
foi utili zado. Este sistema é composto por um módulo básico a 
temperatura constante mode lo 5500 I, combinado com um 
voltímetro digital e uma unidade para medição do valor RMS. 
modelos 550 3 1 e 55D35. respectivamente. Os s inais de saída 
também toram captados em um osciloscópi o digita l marca 
He lle1vt-Packard modelo 54600A Os dados então digita li zados na 
memória do osciloscópio são trans teridos para um computador 
tipo PC 486, via interface dig ital HP-18. 

' Para análise cm frequência do sinal de velocidade na 
esteira do cilíndro, um analisador de s inais marca Hellewet­
Packard modelo 35665A. foi utilizado. Este s istema permitiu a 
obtensão de espectros da tlutuação de velocidade na esteira do 
escoamento. 

As medições foram reali zadas com sondas unidirecionais 

DISA. de tungstênio. de 5 J..lm de diâmetro. Esta sonda toi 
posicionada em um deslocador vertica l, permitindo 
posicionamentos em déc imos de milímetro. Para a medição de 
pertls hori m ntais. este deslocador foi posicionado na parede 
lateral do túne l. O dispositivo porta-sonda é conteccionado de 
maneira tal que um tubo de pito! é posicionado late ralmente à 
sonda de tio quente. Desta maneira. uma vez a cada dia de testes . a 
cal ibração da sonda é teita no própio túnel em uma posição central 
da seção, vari ando sua velocidade em toda a gama de teste. O tubo 
de pitot é conectado a um micro-manómetro que permite a 
medição de pressões diterenciais com resoluções de d·;~imos de 
milímetro de co luna de água . 

Çamada_ limite : A caracteri zação do escoamento de 
camada limite sobre a placa plana a montante do cilindro foi fe ita 
a partir de um levantamento criterioso do pertil de velocidade 
média e intensidade de turbul ência em diferentes posições 
verticais. Como o instrumento metrológico para determinação da 
posição vertica l da sonda possui resolução de déci mo de 
milímetro, para este caso cspecítico toi utilizado um instrumento 
ótico de medição de posição com resolução mais fina (Catetômetro 
marca Gaertner modelo M-912 com resolução de 0.0 I mm). Para a 
ve locidade do escoamento livre de 14 m/s. os resultados obtidos 
são mostrados na figura 2. Notn-se que os perfis de velocidade 
média sào bem aproximados pela função potencia l com expoente 
J/6. 

Descrição dos ensaios: Um conjunto de ensaios foi 
realizado tanto para a va lidaçào das metodo logias utili zadas. bem 
como para a análise do problema espeéítico. Inicialmente como 
forma de veriticação da metodologia de medição de ve locidade na 
esteira, um cilindro de mesmo diàmetro mas de comprimento igual 
a largura do túnel toi utili zado. O intuído deste experimento era 
de comparar a lguns resultados obtidos no presente trabalho com 
aqueles publicados na literatura para cilindro infinito. Neste caso 
especifico tanto resultados relati vos ao perlil de velocidnde e 
flutuação na esteira. bem como espectros de frequência toram 
levantados. Estes resultados são apresentados a seguir. 

O segundo caso analisado consiste de.: um cilindro lixo 
imerso no escoamento de camada limite mostrado na fi gura 3. Já 
nesta corrida experimental, pertis de velocidade horizonta is e 
verticais foram levantados nas pos ições x/D = 2. 4 e 6 (x é a 
coordenada longitudinal com origem no eixo do cilíndro). O 
espectro de frequênci a foi obtido para a posição xiD= 3 c ::/H = 

0.5. Estes perfi s foram também obtidos para o caso de cilindro 
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pendular. Neste último caso duas massas diterentes foram 
utili zadas (62.3 g e 48.7 g). 
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Figura 3 -Camada lim ite a montante ao cilindro 

RESU LTADOS E DISC USSÔES 

Ci lindro fixo infinito: De maneira à validar a medição 
experimental de perfis de velocidade média e flutu ação na esteira 
de cilindros, inici almente lixam levantados a lguns resultados para 
o caso de um cilindro intinito. Na fi gura 4 são apresentados os 
perfis transversai s de velocidade média nas posições xlD=2.0 e 
x/ D=4.0. Os resultados obtidos são comparados com os resultados 
experimenta is de Sung et ai (1995), utilizando anernometria laser. 
Os resultados apresentam uma boa concordância. 

Os espectros tlutuação de velocidade na esteira do 
escoamento são ap resentados na tigura 5, para diferentes números 
de Reynolds do escoamento. Pode-se observar o pico relativo à 
frequênci a de des locamento de vórtices. Como os gráficos são 
apresentados cm variáveis sem dimensão, pode-se observar que 
este pico posiciona-se sempre próximo à posição de Strouhal igual 
a 0.2 1. Ainda nestes gráticos pode-se observar o decaimento da 
banda inerci ai do espectro na esteira em potência -5 /3, o que é 
compatível com res ultados descritos na literatura (e.g. Monin & 
l"aglom ( 1987)). No grático da figura 6 a variação do número de 
Strouhal para di terentes números de Reynolds é apresentada. 
Nota-se que na fa ixa de Reynolds anali sada obtem-se sempre 
valores próximos á 0.21. o que é compatível com a literatura. 

C ilindro lixo tinito: Perfis transversais e verticais de 
ve loc idade e intensidade de turbulência na direçào longitudinal 
(notada aqui como u "iU11 ) são apresentados nas fi guras 7 e 8. Os 
perli s transversais são traçados na posição med iana do c ilindro e 
pode-se observar que o comportamento similar entre as diferentes 
posições logitudinais. quanto à coordenada x, não é observada. A 
estrutura tridimensional do escoamento induz um aumento de 
ve locidade próximo à linha de s imetria, para a posição x;D = 2.0. 
isto caracteriza a recuperação da velocidade médi a atrás da bolha 
de recircul ação. Um pico no perlil de flutuação é observado nesta 
posição para yiD próximo a 1.5 . Os perfis verticais caracterizam a 
torma da esteira evidenciando uma recuperação da energi a cinética 
méd ia ao longo da coordenada logitudinal. Os perfis vertica is de 
tlutuação demonstram picos próximos ao topo e à placa plana 



para a posição x/D = 2.0. Gradativamente o nível de intensidade de 
turbulência na direção x diminui. 
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Figura 4- Perfis transversais de velocidade média-(Cilindro fixo 
infinito) 
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Figura 5 - Espectros da flutuação de velocidade na esteira do 
escoamento (Ci lindro fixo infinito) 

0.3 [ St 
0.2 

0.1 
o 
·:··: ·:--: ·:. :·1 
5000 I 0000 15000 20000 25000 30000 35000 

R e 

Figura 6 - Variação do número de Strouhal com Reynolds 
(Cilindro fixo infinito) 

Na figura 9 os espectros da flutuação de velocidade 
média são apresentados para diferentes posições verticais. 
Observa-se que para regiões próximas à placa o pico próximo ao 
valor 0.2 existe, indicando ass im uma frequênc ia característica de 
emissão de vórtices nesta região. Já para uma posição mais acima 
(z/D = 0.5) este pico desaparece, caracterizando um 
comportamento tri -dimensional não organizado da esteira. Supõe-

1824 

se que a reg~:ío de altos valores de intensidade de turbulência, 
demonstrado na figura 8, para valores de z/D até 0.4 são causados 
pela emissão ordenada de vórtices tipo Karman. Observa-se que os 
baixos valores da velocidade bem como a presença da placa como 
fator de inibicão do escoamento ascendente. auxi liam no alto nível 
de turbulência, gerada pelo cisalhamento, nesta região. 
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Figura 7 - Perfis transversais de velocidade e intensidade de 

turbulência (Cilindro fixo finito) ,c. ,x/0=2.0, +, x/0=4.0,"', x/D=6.0 

Cilindro pendular: Os resultados do cilíndro pendular 
foram obtidos para duas diferentes massas (À= 2.8 e 3.6). Para o 
cilindro mais leve os perfis de velocidade média e intensidade de 
turbulência são apresentados na figuras I O e 11. Observa-se nos 
perfis transversais de velocidade média que a inflexão do campo 
prolonga-se até a posição x!D=4.0. Isto leva a crer que a bolha na 
região traseira do cilindro em termos médio é bem maior para o 
cilindro pendular que para o cilindro fixo. Esta suposição é 
também j ustificada pelos perfis verticais de velocidade média da 
figura 11. 

Pela a avaliação dos perfis de intensidade de turbulência 
pode-se concluir que estes níveis para o caso do cilindro pendular 
são mais acentuados, e com picos maiores na região próxi ma à 
z/D=0.4. 

A influência da massa do cilindro nos campos de 
velocidade e intensidade de turbulência na esteira do cilindro pode 
ser notada na figura 12 onde são comparados pert1s verticais para 
a posição x!D=0.4. Observa-se qúe para menores massas um 
aumento na intensidade de turbulência na esteira é observado, o 
que implica também em uma redução do perfil de velocidade 
média, principalmente próximo ao topo do cilindro. De tàto as 
amplitudes de oscilação são maiores no topo do cilindro o que 
induz certamente uma maior perturbação ao escoamento através 
do movimento pendular. 

No gráfico da figura 13 o espectro de flutuação de 
velocidade na esteira é apresentado para diferentes massas do 
cilindro. O ponto da frequência natural do cilindro é indicado. 
Nota-se o tator de ampliação do movimento pendular é observado 
na faixa de baixa frequência próxima à frequênc ia natural do 
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pêndulo, ou seja. o mecanismo responsável pelo aumento de 
energia dnética de turbulência na esteira do cilindro é exatamente 
a amplitude de oscilação do cilíndro, e esta amplificação se 
processa na tàixa de baixa frequência, próxima à frequência 
natural do sistema. O decaimento da banda inerciai é mantido 
praticamente o mesmo. 

Em estruturas vegetativas, medições in situ revelam que 
a interação de elementos flexíveis com o escoamento de ar 
amplificam frequências próximas a frequência natural tal como 
obtido no presente trabalho (Flesch & Grant (1991)) . Dependendo 
de certas condições da velocidade incidente produzem-se 
fenômenos de ondas de vazio na vegetação, tais como podem ser 
observadas em plantações de trigo por exemplo. 

Ainda sobre este mesmo tipo de escoamento ambiental, 
diversos trabalhos apresentam decaimento da banda inerciai bem 
inferior aos -2/3 característicos do escoamento em camada limite. 
De tàto a estrutura vegetativa filtra as altas frequências, 
conservando o movimento ondulatório devido à interação lluido 
estrutura na banda de baixa frequência. Espectros com decaimento 
próximos à -5/3 como o obtido no presente trabalho, são 
encontrados em medições in situ dentro de camadas vegetativas 
(Gardiner (1994)) ou em túnel de vento em matrizes de cilindros 
finitos em uma camada limite (Seginer et ai. (1976)) . 

Corno conclusão cabe ressaltar que a necessidade de 
medições mais abrangentes, com sondas 2D e 3D. para casos 
pendulares, podem quantificar de maneira mais precisa o nível de 
energia cinética de turbulência na esteira do escoamento. O 
levantamento topológico da bolha traseira do cilíndro, através de 
visualização de escoamento, pode introduzir elementos 
importantes quanto aos pontos comentados no presente trabalho. 
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Figura 8 - Perfis verticai s de velocidade e intensidade de 
turbulência (Cilindro fixo tinito ),4> ,x/D=2.0, + , x/D=4.0,"', x/D=6.0 
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Figura 9 - Espectros da flutuação de velocidade na esteira do 
escoamento (Cilindro fixo fi nito) 
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Figura I O - Perfis tansversais de velocidade e intensidade de 
turbulência (Cilindro pendular com À= 2~ 8) 
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Figura 11 - Perfis verticais de velocidade e intensidade de 
turbulência (Cilindro pendular com A= 2.8) 
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ABSTRACT 
ln this work an experimental study of a lurhu!ent f/ow 

over a cylindrica/ pendu/um is deve/oped. Wind runne/ 
experiments and hot wire measurements were performed in lhe 
wake of the cylinder. The ejfecl of lhe mass (~{ the cylinder. 
enhancing the amplitude of the pendulum movement and lhe 
dynamic sca/es in the wake .flow. is evaluated. The exchange 
between lhe mean kinetic energy ofthe boundwy layerflow to lhe 
mechanical energy (Jf' the mechanical system produces more 
kinetic energy o{ lurhulence in the · wake. This exchange is more 
sensitive a/lhe time scale.1· re/ated lo lhe pendu/um movement. 
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RESUMO 

A simulaçlio ele escoamento turbulento incompressível em dutos de seção circular para Reynolds igual a 
380000 é apresentada neste trabalho. Dois modelos de turbulência são comparados, o modelo K-e e o 
modelo Algébrico do Tensor de Reynolds. O programa computacional que simula o escoamento, utiliza o 
Método dos Volumes Finitos para a discretizaç·ão espacial das equações. Uma comparação dos resultados 
obtidos para a componente média de velocidade axial U, para a energia cinética de turbulência K e para o 

tensor de Revnolds u'v' é_(eita com dados experimentais disponíveis na literatura. 

INTRODUÇÃO 

1\ n:pr~s~ntação do ~scoam~nto turbulento é kita através 
das ~quações da Continuidade e de Navier-Stokes, estas 
~quaçõ~s são de dilkil solução analítü.:a, tomando-s~ necessária 
a r~corrência a m..:todos numéricos e a modelos de turbulência . 

para a componente média da velocidade radial V, tem-se: 

av a [lJV av -,-,] -+- -v-+uv + 
at ax àx 

(3) Com o objetivo de simulação de escoam~ntos turbulentos, o 
método dos volum~s tinitos toi aplicado. Dois modelos de 
turbulência toram testados e comparados, o modelo ..:- c e o 
Modelo Algébrico do Tensor de Revnolds. A discretização do 
domínio tisico foi feita utilizando o princípio da malha (1···,;locada 
(Staggered Grid) e o método s~mi-implicito SOLA (Solution 
1\lgoritlun)(Hirt d ai , 1975 ). Para os tennos convectivos, os 
~squemas UPWIND ~ QUTCK foram utilizados. A simulação t{Ji 
kita considerando um tubo com relaçiio comprimento diâmetro 
de X2.5. Para a resolução do sist~ma de equações foi utilizado o 
método C HOI .ESKl ( Brcbbia, l'i78 ). 

Modelo K-E . Admitindo-se a hipótese de viscosidade 
turbulenta de Boussinesq que pode ser vista em ZHU ( 1984) 

FQUACÓES GOVERNANTES 

As equações da continuidade ~ da quantidade d~ movim~nto 
em coordenadas cilíndricas sào dadas segundo Kreith c Sonju 
( 1965 ). A ~quação da continuidade Jica: 

au 1 c(rVl 
-+--- = 0 
(Jx ('r 

(I) 

para a compon~nk média da velocidade axial U, a equação da 
quantidade de movimento em coordenadas cilindricas, lica : 

?U cl [ (
1
U -] - +-:;- UU - v-+ u'u' + 

?t ex C\. 

I à [ c'lJ - ,-] I (' P +-- rUV - rv- + u v' = - - -
r ê'r ilr fHÀ 

(2) 
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para o cálculo das componentes do tensor de Reynolds u;uj 

presentes nas equações da quantidade de movimento, tem-se: 

-,-, lau; auj ] 2 . - u;u·= v1 --+-- --..:6;· 
.I . ;>, ,. "'-·' 1 .I 

u'".J U J\. 1 • 

( 4) 

onde 6 ij é o delta de Kronecker, v 1 é a viscosidade turbulenta 

dada por: 

..:2 
''t=C,,­

' !: 

onde C f' é uma constante igual a 0,09. 

(5) 

/\ equação de ..: do modelo de turbulência a duas equações 
~o.:-c segundo ZHU ( 1984), é dada por: 

-+- U..:--- +- - rV..:---- = 8..: a [ ve c!l;:] I à [ rve ?..:] 
c't c~\. crK(/:.;. rcJr CJKcJr 

=G-c (6) 



a equação de & é dada por: 

oc a [ ve De] I à [ rve oc] -+- Uc---- +- - rVc--- = 
at ax (Jf: àx r ar (J>: àr 

!: 
= (CEIG +C82!:)­

K 

onde: ve=v+v1 

Go +[r~J' +['~]' +(~ll 

+[a~+ ~:r f 
(JIC=\,00, Gr. =\,30 C!:t=l,44 e c,:2 = 1.92 

(7) 

(8) 

Modelo Algébrico do Tensor de Reynolds. A transformação 
dos modelos diferenciais de transporte dos tcnsores de Reynolds 
t:m modelos algébricos é feita de acordo com a aproximação de 

RODI ( 1976) que é baseada na suposição que njuj I K é 

constante no escoamento. As equações dos tensores de Reynolds 
para o modelo algébrico em coordenadas cilíndricas, de awrdo 
com Zerbini (I 992 ), são dadas por: 

Equação para o tensor quadrático de Reynolds u'u' 

[I 
4 h au]-,-, 2K[1 t...[ av-,-, +--- uu =- +- -vv + 
3càx 3 ~::ar 

(av ? au)-· ··]] + ---- uv 
àx àr 

Equação para o tensor quadrático de Reynolds v'v' 

[ !+.:!._ ÀK à V]v'v' =~[I +2:_[àU u'u' + 
3r.àr 3 r.àx 

+ (~ - 2:)~1] 

Equação para o tensor misto de Re)'nolds u'v' 

onde 

e 

[I I.K v]-,-, t...K [ av-,-, au -,-, J 
--- LIV =--- LILI- -vv 

c r !: ax ar 

). 
I-C2 

Ct -1 + _PK 
r. 

(9) 

(lO) 

(li) 

(12) 
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n [-· '()lJ -, 'av -, ·(au av)] ,-1( = - u u -- + v v - + u v - +-
i)x i'Tr . (T irx 

( 13) 

A equação para a energia cinética de turbulência K fica: 

(fK a [ K - 11KJ -+- U~.: - Cs - u'u'- + 
0t iJx . E (}:.;. 

ta[ ~.:-(IKJ +-- rVK-rCs-v'v'- =P"-r.+ 
ràr c <Jr 

a [K -, , a(c,~.:)J 1 a [ K -, , a(c,~.:)J +- - u v - - +-- r- u v --
ilxr. Dr rcir r. àx 

( 14) 

A equação par~ a dissipação de energia cinética de 
turbulência r. fica: 

oc i) [•J C K -,-, àc] -+-,c- ,.-uu- + 
àt (}:.;. . !: àx 

!D[ . ~.:-í'!!:] c +-- rVe-rC~:-v'v'--- =-[Cet PK-C 8 2c]+ 
rDr r. i!r K 

c [K -, , à(Ccm)] 1 () [ ~.:_ · -, , c(C,:!:)] +-- u v +-- r- u v --
()x !: ar ràr r. í)x 

( 15) 

onde: C ,: = 0.15, Cs=0,22, Ct = 1,8 t: C2 = 0.6 

A figura ( 1 ) mostra a localização das componentes médias 
de velocidade radial V t: axial U, do volume de controle 
principal V 0 , dos volumes de controle deslocados V, e V w_ bem 
como a localização das grandezas escalares, tais como, pressão 
P, t:nergia cinética de turbulência K, dissipação de energia 
cinética de turbulência 1:, de acordo com o princípio da malha 
deslocada que pode ser visto em Patankar ( 1980 ). 

A localização das tensões de Reynolds na malha é teita 
como em Zerbini ( I 992) e também é mostrada na figura ( I). 

N 

E 

u'v' : 11. IV 

s 

Figura I: Malha deslocada e lo~.:alização das variáveis lL V, P, 

K~ c, u'u' ~ v'v' , u'v'. 



Sobre os volumes de controle definidos pelas malhas, são 
integradas as equações, obtendo-se as formulações discrctizadas. 
A utilização do método numérico, o procedimento c a torma da 
discretização das equações integradas podem ser vistos cm 
Carvalho ( 199 3 ). 

CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 

Sobre o eixo de simetria do tubo. os gradientes normais são 
nulos para todas as quantidades que tenham a propriedade de 
simetria no escoamento. A componente média de velocidade 
radial V e o tensor de Reynolds misto também são nulos. ou 
Se.Ja: 

84> 
-=O. V =O e u'v' =O 
DI; 

( 16) 

onde <P representa qualquer variável dependente com 

propriedades de simetria e ; a direção normal ao· eixo de 

simetria. 
Na seção de saída é assumido escoamento completamente 

desenvolvido, sendo: 

(17) 

onde 11 é a direção paralela ao eixo de simetria. 
O perfil de velocidade na entrada para a componente média 

de velocidade axial U é <mitonne, já para a componente média 
de velocidade radial V é admitida como sendo nula. Para as 
grandezas turbulentas, as condições de contorno na entrada são 
admitidas contonne Pun & Spalding ( 1977) e Lin ( 1989): 

K = o,oos u2 ( 18) 

( 19) 

onde 8 é o raio do tubo. 
Nos contornos sólidos, é utilizada a lei de parede clássica, 

dada por: 

~ = + ln (E y+) 
u ~ 

(20) 

onde Ç = 0.4 é a constante de Von Kánnán, H.é um parâmetro 
de rugosidade da parede, para paredes hidraulicamente lisas 

E = 9 .O , Y a distância adimensional a parede, calculada 

como: 

* y+=~ (21) 
v 

sendo v a viscosidade cinemática. d a distância radial tomada a 

partir da parede, U • a velocidade de atrito, dada por: 

(22) 
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com 

fpU 2 
! =---

0 8 (23) 

onde T 0 é a tensão de cisalhamento na parede, f o coeficiente 

de atrito na parede, p a densidade específica do fluido. 

A lei de parede clássica pode ser vista com maiores detalhes 
em Carvalho ( 1993 ). 

O tensor misto de Reynolds u 'v' na regwo prox1ma a 
parede foi admitido seg1mdo Warsi (1992) como 

(24) 

RESULTADOS 

Para a realização dos cálculos numéricos foi utilizado um 

microcomputador Pentium 133 MHz. Os perfis deU, K e u'v' 
para os dois modelos de turbulência foram traçados e 
comparados com dados de Richman e Azad, Lawn, Barbin e 
Jones, e Nikuradse, que podem ser encontrados em Pollard e 
Martinuzzi ( 1989 ). 

Da figura (2) até a tigura (7) os perfis toram obtidos para 
malha 30x30, a intluência da malha na obtenção dos resultados é 
mostrada nas figuras de (8) a ( 13). 

A figura (2) mostra o pertil da componente média de 
velocidade axial U completamente desenvulvido para 
Re=380000. Observa-se que o pertil obtido pelo modelo K-E 

mostrou-se ligeiramente mais próximo dos dados de Nikuradsc 
do que o perfil obtido pelo modelo algébrico do tensor de 
Reynolds, porém, em ambos os modelos, nota-se que os valores 
próximos ao centro do tubo (r!R=O) são inferiores aos obtidos 
por Nikuradse c na medida em que se caminha para a parede do 
tubo (riR=!) os valores se ajustam melhor, mostrando uma boa 
concordância. 

1.4 

1 2 

1 o 

o 
'õ 0.8 . ., 
E 

::J 06 :s 
04 

::I 
0.0 0.1 

Modelo k- E tKapa-Epslon) 

Modelo Algtbrico do Tensor ck Rcynold" 

Nilarradse 

L ____ .__l____ 

02 03 04 05 06 07 08 09 1D 
r/R 

Figura 2: Componente Média de Velocidade Axial vs riR em 
x/D=80 para Re=380000. 

A tendência dos valores de U em função do número de 
iterações é mostrada na figura (3). Veritica-se que acima de 
aproximadamente 4000 iterações, ocorre a convergência de U 
para os dois modelos de tmbulência. 
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Figura 3: Componente Média de Velocidade Axial vs Número 
de Iterações para Re=380000. 

O comportamento de U em relação aos esquemas 
convectivos pode ser visto nas tiguras (4) e (5) Os valores de U 
são praticamente os mesmos qualquer que seja o esquema 
utilizado. Este resultado era esperado, pois, os dois esquemas 
convectivos consideram o valor da grandeza a montante com um 
peso mmor, e o caso em estudo é predominantemente 
unidirecional. 
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Figura 5: Componente Média de Velocidade Axial vs r/R 
obtida com esquemas UPWIND e QillCK em x/D=80 
para Re=380000 c Modelo Algébrico do Tensor de 
Reynolds. 
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O per! ii completamente desenvolvido para u 'v' é mostrado 
na tigura (6) juntamente com os dados de Harbin c Jones c de 
Richman c Azad. 
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Figura 6: Tensor de Reynolds vs r/R cm x/D=29 para 
Re=380000. 
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Os valores para o tensor de Reynolds u 'v' obtidos pelos 
doi s modelos estão coerentes com os dados experimentais 

Na figura (7), os valores para a energia cinética de 
turbulência K são comparados com os dados de Lawn. O modelo 
K - t; apresenta boa concordância com os dados de Lawn, já o 
modelo algébrico do tensor de Reynolds atasta-se dos dados de 
Lawn na região próxima a parede. 

40 [ 
M1Jdel co k - E (Kapa-Epslnu) <> 

3.5 . 
M\)delu Algebri co do Tmsor ~ Reynolds ~-

3.0 I <> Lawn ~-

~ 
2.5 <> .. 

N 
< Q :, ·2.0 

:>1 <> 
1.5 ·~ 

---· o.. 
1.0& <> -o · 

:: l _L_L, _ _L_ .. 1 ... -~- _ __i_ ____ .l _ ___ L.____L._ . 

o o o 1 o 2 o 3 0.4 o 5 o 6 0 .7 0.8 o 9 1.0 
r/R 

Figura 7: Energia Cinética de Turbulência vs r/R cm x!D=80 
para Re=380000. 

Através das figuras (8) e ( I I) observa-se que a componente 
média de velocidade axial U para dois modelos de turbulência 
estudados sofre pouca variação em relação a malha utilizada. 

Para o tensor de Reynolds u'v' , mostrado nas figuras (9) e 

12 , a variação é bem mais acentuada. O pertil de u'v ' para a 
malha 30x30 apresenta uma melhor concordância com os dados 
experimentais tanto para o modelo K-E quanto para o modelo 
algébrico do tensor de Reynolds. 
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A sensibilidade da ent=rgta cinética de turbulência 

para 

1 o 

h: ..:m 
relação a malha é mostrada nas liguras (lO) c ( 13). O modelo h:-

c para as duas malhas estudadas mostrou-se mais coerente com 
os dados de La\\11 . 
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CONCLUSÕES E COMENTÁRIOS 

Os resultados obtidos no presente trabalho para os dois 
modelos de turbulência estudados foram comparados com os 
dados experimentais de Richman e Azad, Lavm, l3arbin c Joncs, 
e Nikuradse, que podem ser encontrados em Pollard e 
Martinuzzi ( 1989), mostrando-se bastante satisfatórios. Os 
valores obtidos pelo modelo K-E se apresentaram mais próximos 

dos dados experimentais. O tensor de Reynolds u'v' e a energia 
cinética de turbulência K se mostraram mais sensíveis em 
relação a malha utilizada do que a componeríte média de 
velocidade axial U. O tempo de processamento para a obtenção 
dos resúltados é praticamente o mesmo para ambos os modelos 
de turbulência. Para garantir a convergência das grandezas, os 
resultados foram obtidos com 1 0000 iterações sendo este 
número suficiente já que a partir de 4000 iterações os valores 
das grandezas se apresentavam estáveis. 
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ABSTRACT 

ln this work, a numerical simulation tor incompressible 
turbulcnt tlow through a circular pipe is prcscnted Two 
ditlcrent turbulcnce models are tested: the Standard K-E Model 
and the Algebraic Strcss Model. l'rcdictions tor thc vclocity 
average componcnt U , turbulence kinetic energy K and the 

Reynolds shear strcss u 'v' are compared with available 
experimental data. Thc rcsults obtained with both models are 
satislactorv, with lhe K-r. model showing a slight closcr 
agrccmcnt the experimental data. 
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ABSTRACT 

The purpose of this work is to apply Kaplun limits to the equations of motion in order to clearly 
, ipenti(y the asymptotic struct.ure of the interaction region of a turbulent boundary layer subject 
·to an impinging slwck wave. lVith these results, a simplincd theory is developed which is capable 
of completely describing thc flow in the defect region, as weJJ as, in the near wall regions. The 
theory, as advanced, avoids thc specification of a turbulence model, using asymtotic argmnents for 
the construction of a wall solution. The defett layer is moclelled by an inviscicl set of equations that 
is numerically solved through a tinite difference code. The theoretical results inclue/e the preclict.ion 
of thc skin-friction coe flicient. All results obtained bv thc above procedure are compareci with a full 
Navier-St.okes codc and with the experimental data of Sawyer and Long. The full N-S code uses 

a finitc difference procedure baseei on explicit scheme of Bralovskaya. ln the numerical simulation, 
the tm·bulent shear stresses are evaluated through the algebraic model of Cebeci-Smit.h and the half­
equation differential model of Johnson anel King. Both the results of simplied theory and the full 
Navier-Stokes equations with turbulence models compare favorably with experimental data. 

L INTRODUCTION 

The interadion of a sho<·k-wave with a turbulen' :Jound­
ary layer is a very complex phenomenon. The steep pressure 
gradient imposed to the boundary layer by the shock-wave 
completely breaks down the hypotheses that apply to the 
dassical two-deck structure of the turbulent boundary layer, 
promoting an unbalance in the relative order of magnitude 
of the terms in the equations of motion that seems to report 
the problem to the Euler equations. lndeed. the strong lon­
gitudinal pressure gradients dominate the Reynolds shear 
stresses for most of the defect region, restricting the influ­
ence of the latter to a small region dose to the wall. Thus, 
the intera.ction problem seems to be an inviscid one, even 
at regions dose to the wall. 

The purpose of this work is t.o apply Kaphm limits to the 
equations of motion in order to clearly identify lhe asymp­
totic structure of the flow in the interaction region. \Nith 
theS(' results. a simplified theory is de"ifeloped which is capa­
ble of completely describing the flow in the defe<:t region, as 
well as, in the near wall regions. The thftJQ'. as advanced. 
avoids the specifkation of a turbulcnce model, tL'>ing asymp­
totic argmnents for the construction of a wall solution. The 
defect layer is modelled by an inviscid set of equations that 
is numerically solved through a finite difference code. The 
theoret.ical result.s include the prediction of the skin-friction 
coefficient. Ali results obtained by the aboYe procedure are 
compareci with a full Navier-St.okes code and with t.he ex­
perimental data of Saywer and Long(1982). The full N-S 
code uses a finite difference procedure based on the explicit 
scheme of Bralovskaya(196.J). ln the numerical simulation, 
the turbulent shear stresses are evaluated through the al­
gebraic model of Cebeci-Smith(1970} and t.he half-equation 
differential model of Johnson and King(198.5) . 

The simplified model is an advance to the previous 
asymptotic analyses of the problcm by Melnik and Gross­
mann(1974), Adamson and Feo(197.5), Messiter(1980) and 
Liou and Adamson(1980}. ln these dassical works, the 
matched asymptotic expansion method was used to develop 
specifk theories for specific values of a small parameter that 
relates the velocity change across the shock wave with the 
velocity change across the boundary layer. Depending on 
the order of magnitude of this small paramcter, four cases 
were idcnt.ified for study. ln ali cases, particular solutions 
were proposed which could not be extended to the other sit­
uations. The theory here presented treats the two relcvant 
small parameters of the problem in a completely ind,epen­
dent manner, giving an asymptotic description of the flow 
field that can be reduced to ali those dcrived by the previ­
OIIS authors. ln particular, the present theory shows how 
the logarithmic region of the flow is affected by the foot of 
the shock, giving rise to a new asymptotic structure for the 
turbulent boundary layer in lhe interaction region. 

2. KAPLUN LIMITS 

The asymptotic analysis to be carried out here is based 
on the single limit concept of Kaplun(1967). 
The definit.ion of Kaplun of equivalent in the limit deter­
mines some formal properties of the equations of motion 
which can be used, together with the Ansatz about domains 
of validity, to determine the actual domains of validity of the 
equations. 

Before considering the interaction problem, we will first 
review some basic concepts on perturbation techniques. The 
contcnts of tlús section is based primarily on thc works of 
Kaplun(1967) , of Lagerstrom and Casten(1972) and of Silva 
Freire and Hirata(1990). 
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The topology ou the collection of order classes used here 
is introduced in Meyer(1967). 

The essential idea of Tj-limit process is to study the limit 
as E ____, O not for fi.xed x near a singularity point xd, but 
for x tending to xd in a definite relationship to E specified 
by a stretching funetion 17(E). Taking without any loss of 
generality J:d =O, we define 

X 

Xry = 17(r)' G(xry,E) = F(x;r) (2.1) 

with 1)(E) a function defined in 3 (= space of all positive 
continuous ftmctions on (0, 1]) and f E (0, 1]. 

Definition 1 (Meyer, 1967). If the function 

G(xry; +O)= lim (;(x,7;E) 
F___,.Ü 

exists uniformly on {xryflxryl >O}; then we define lirnry 
F'(x; E) = G(xry, +0). 

Transformations (2.1) and the above definition estab­
lish to every order of 17 a correspondence original equation 
lúnry , . ,_, . 
----> assoCiated equat10n, on'that subset of.:::: for whtch the 
a.ssociated equation exists (Kaplun(1967), Silva Freire and 
Hirata(1990) ). The resulting set of associated equations is 
referred to by Kaplun(l967) as the "splitting" ofthe original 
differential equations. The splitting must be seen as a for­
mal property of the equation obtained through a "formal" 
passage of the 7]-limits process. 

Definition 2. The formal limit domain of an associated 
equation E is the set of orders E such that the 7)-limit process 
applied to the original equation yields E. 

Definition 3. Two equations E1 and E2 are said to be 
equivalent in the limit for a given limit process, lim17 , and 
to a given order, b, if 

E 1(xry. c)- E2(xry, c) ____, 0. as r ----+O. 
fJ 

Definition 4 (of formal domain of validity). The for­
mal domain of validity to order b of an equation E of formal 
limit domain D is the set Do = D U Di where Di are the 
formal limit domaim; of ali equatiom; E; such that E and 
E; are equivalent in D; to order b. 

To relate the formal properties of equations to the ac­
tual problem of determining the uniform domain of validity 
of solutions, Kaplun (1967) advanced two a.ssertions, the 
Axiom of Existence and the Ansatz about domains of valid­
ity. These a.ssertions constitute primitive and unverifiable 
a.<:>swnptions of perturbation theory. 

Axiom of existence (Kaplun 1967). If equations E1 
and E 2 are equivalent in the limit to the order b for a certain 
region, then given a solution St of Et which lies in the region 
of equivalence of Et and E2, there exists a solution S2 of 
E2 such that a.s E----+ O, I(Sl- S2)/bl----> O, in the region 
of equivalence of Et and E2. 

To this axiom, there corresponds an Ansatz, namely that 
there exists a solution S 1 of E 1 which lies in the region of 
equivalence of Et aud E2. More explicity, we write: 

Ansatz (Kaplun, 1967). An equation with a given 
formal domaiu of validity D ha.s a solution whose actual 

domain of validity corresponds to D. 
The won! "corresponds to" in the Ansatz wa.s assumed 

by Kaplun to actually mean "i'l equal to". 

:t EQUATIONS AND ASYMPTOTIC HYPOTHESES 

ln this section, the two-dimensional Navier-Stokes equations 
of mean motion for a compressible fluid are introduced using 
the rnass-weighted-averaging procedure. The confinuity and 
the momentum equations can be written in the following 
non dimensional form: 
a) continuity 

à 
<h (puj) =o 

'] ' 
(3.1) 

b) momentum 

à c-- _ > àp à ( -,-, 1 ) 
.,--- pu;uJ = --;:;-- + .,--- -pu;u1 + -RTiJ , 
u~ uXi u~ 

(3.2) 

where the stress tensor Tij is given by 

àut (à ui àu1 ) 
Tij = ÀD 1 j -. - + /1 --. + -. · 

à.Tt àx1 à:c, 
(:1.3) 

These equations must be complemented by two extra 
equations: the energy and the state equations. The energy 
equations is here written in the form of a constant. stagna­
tion enthapy equation. Hence, it foliows that 
c) energy equation 

a 2 = !(,+1)- !(,-l)üu 2 2 ' ,, a=t· (3.4) 

d) state equation 
p=pT. (:3 .. 5) 

ln the above equations, x, u, p, t and p have their cla.s­
sical meaning, >.. is the bulk viscosity (= -2/3!-L), 1-L is the 
viscosity and D;j the Kronecker delta. The non-dimensional 
velocities, pressure, temperature and density are ali referred 
to their criticai values just outside the boundary layer and 
ahead of the shock. R denotes the Reynolds number. The 
dashes denote ttrrbulent fluctuations; the bars and the tildes 
denote respectively conventional time averaging and mass­
weighted averaging. A summation is w1derstood for re­
peated indices. ln what follows, for the sake of simplicity, 
the bars and the tildes will be omitted. 

The order of magnitude of the turbulent terms in the 
equations of motion can be estimated through the experi­
mental results of Kistler(1959), of Kistler and Chen(1963) 
and of Morkovin(1962). These author have shown that the 
(a) u', p', and t' have the sarne order of magnitude and >b) 
the root square-mean value of p' is proportional to u'. Thus, 
in view of the above remarks, the scalcs of fluctuation can 
be written a.s 

ord(u') = ord(v') = ord(p') = ord(t') = ord(uT), 

ord(p') = ord(u;), 

where uT is the non-dimensional friction velocity. 

4. THE ASYMPTOTIC STRUCTURE 

Otrr aim is to obtain, in an a.symptotic sense, a set of 
approximated equations for the system of equations (3.4) to 
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(3 .. 5). that overlap and cover the entire given domain. To 
do this, we will tL'le the formal propert.ies of the equations 
according to the definitions in scction two, t.ogcther with 
the Axiom of Existem·e and the Ansatz about domais of 
validity. To find the asymptotic structure of thc flow in 
the inter;u;tion region, wc consider the following stretching 
transformations 

X 

X~= ~(€)' 
y 

yry=-c ,. 
1] f, 

with ~(f) and rJ(f) defined on :::. 

( 4.1) 

Following previous studies of the problem made by Mes­
siter(1980) and Silva Freire(1988), we separate the asymp­
totic expansions for the solution into a rotational and an 
irrotational part. As a result , the longitudinal velocity pro­
file can be written as 

(4.2) 

where u1 and u2 represent respectively the irrotational and 
the rotational parts of the flow. Substitution of Eqs.(4.1) 
and (4.2) into the equations of motion, and upon pas.<;age 
of the 7]-limit process onto the resulting equations, we get: 
x-momenturu equation: 
ord(r7) = 1 : 

( 4.3a) 

ord(u.~) < ord(17) < 1: 

( 4.3b) 

(4.3d) 

ord(17) =ord(l / Ru.T): 

(4.3e) 

(4.3!) 

The other equatious, continuity, energy and state, do not 
give any contribut.ion to the asymptotic structure. ln fact , 
Silva Freire(1989) has shown that if the full energy equation 
is considered, and the concepts of section two are applied 
to the full set of equation<;, then the overlap domains of the 
velocity field aud of the temperature field coincide. The 
y-momentum equatiou simply imply that 

TJ 
ord(r) = 'Liord(u). 

The classical two-deck structure of thc turbulent bound-

ary layer is theu clearly seen from equations ( 4.3a) to ( 4.3f). 
Note that the two equations, Eqs.( 4.3c) and (4.3e) are 

distinguished in two ways i) they are determined by specific 
choices of 71 and ii) one of them or both contain each of 
the other equations, but ueither of them is contained by the 
other. They are, therefore, " richer" than the others in the 
sense that, according to definition 4, they have formal do­
mains of validity that cover the entire doma in and overlap 
in some region. These equations are called principal equa­
tions. They are obtained by the limit processes indicated 
above. We call Eqs.(4.3c) and (4.3e) the outer and inner 
equatiorL'> respectively. Thcy represent the balance of the 
inertia and pressure forces with the turbulent terms in the 
defect region of the boundary layer, and the balance be­
tween the turbulent and viscous forces in the wall region. 
The overlap region determined by 

D = {11 / ord(l / uTR) < ord(17) < ord(u;.)}, (4.4) 

shows a predominance of the turbulent effects. ln this re­
gion, the classical logarithmic law of the wall is show to oe­
cm. ln the vici.nity of the shock wave, however, the asymp­
totic structure above deduced must change. The stmng 
pressure gradient imposed to the boundary layer by the 
shock wave alters the balance of the terms in the equa­
tions of motion, giving rise to a new structure where for 
most of the boundary layer the problem becomes an in­
viscid one. The need for the establishment of an inviscid 
rotational flow model for the description of the interaction 
has been recognized since Lighthill(1954) proposed his lin­
earized solution for the laminar problem. The result is that 
ali recent theories advanced for the turbulent problem mu<;t 
somehow accommodate the inviscid rotational interaction 
model without contradicting the features of the turbulent 
fiow. To surmount this difficu.lty, the theories of Melnik and 
Grossmann(1974), Adamson and Fco(197.5), Messiter(1980) 
and Liou and Adamson(1980) consider the introduction of 
a blending region in the interaction region. This new layer 
must be considered in the solution because the small stream­
wise scale of the interaction '' freezes'' the Reynolds stresses 
in the outer layer, which therefore cannot be matched by 
the varying Reynolds stresses in the viscolL'> wall layer. The 
blending layer is thus, ultimaly, the respom;able for resolv­
ing the mismatch in the Reynolds stresses, and for that mat­
ter , in the velocity profile, for the fiows in the defect anel 
wall regions. The blending layer is, in fact, noth.ing more 
than the turbulent region defined by domain (4.3d) and de­
rived by our asymptotic a.nalysis of the problem. Note that 
this ret,-ion can only be arrived at by passage of Kaplun 
limits and use of the concepts of section two. Since the 
matched asymptotic expansion method works with distin­
guished limits , it can only derive principal equatiOJL'>, cven 
so, if a correct guessing of the stretching fw1ctions is made. 
The absence of an equation similar to equation ( 4.3d) in 
the matched asymptotic method analysis is the main rea­
son for the difficulties this mcthod presents. Likewise, this 
is the reason why the structure depicted by Eqs. ( 4.3a) to 
( 4. 3f) can deal with the interaction problem. To take into 
account for the presence of the shock wave, we pass the ~ 
limit process onto Eqs.(4.3a) to (4.3f). The result is: 

ord(~) = 1 : 

a( · - ) a( -· ) 8.1:~ pU.lUl + 8y'1 PUl1! 1 (4.5a) 
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L 

ord(r/Ru·; ) < ord(~) < ord(tri/u;) : 

a ( . . ) a ( .. ) apl 
OX,::, pU]U•l + ay.,., pU]Vl =-OX,::,' (4 .. 5b) 

ord(~) = ord(</ Ru~): 

a ( . . ) a ( . _ ) Dv1 
8x,::, pu.J 111 + 8y

11 
pu 1v 1 =- 8x,::, 

a ( ~) 8
2
u2 +-a. -pulvl + f1·7J2' 

Yrr Yrr 
( 4.5c) 

ord(~) < ord(l/ Ru~): 

8
2
ü2 = 0. 

J.l 8y~ ( 4.5d) 

The change in the asymptotic structure of the flow 
in the interaction region is noticeable from the above equa­
tions. ln particular, we note that as the shock is approached, 
that is, as the order of magrutude of ~ increases, the validity 
domain of the outer prindpal equation changes w1til t.he two 
principal equations merge at (~ , 17) = (< / (u~R) , 1/(u rR)). 
Indeed, as shown by the calculations, at the beginning of 
the interaction the outer principal equation is positioned 
at (~ , 1)) = (<,u~ ). However, as the order of magnitude 
of 1) varies from ·u~ to 1/urR, this equation moves along 
the path (f7J/u;, TJ) until reaching the point (f.ju~ R, 1/ur R) . 
The flow structm·e is then shown to reduce from a da'isica l 
two deck structure to a one deck structure near to the foot 
of the shock wave. According to these results, there is a re­
giou at the foot of the shock where the fui! boundary layer 
equations are recovered. The simp!ified theory of the next 
section will be developed on that basis. Fig.l smumons the 
main resuts of this section. 

ShockW~Te 

OJ~t) 

Boundary L'Y"' Edgo 

Inviscid 

FlowRegton Invü:cid 
OJ~Ut) 

FlowRegion 

'~ ~ 
ord(E/R~) 

/ or«:u~) 

Flow Rcgion I 
[or<UIRu, 

vi1cOU8 ftowregion 
;m >» "•"f 

Fig.1 Asymptotic structure fo the flow interaction. 

6. SIMPLIFIED THEORY 

ln the previous section we showed that in the interaction 
region, at the foot of the shock, the extent of the invisdd 
region reaches the viscous region. Thus, if the flow remains 
attached to the wall, we can in principie match directly 
the inner limit of the outer region solution with a law of 
the wall formulation for the inner region. The law of the 
wall here represents the outer limit of the inner, viscous, 
region solution. This matching should, according to Eq. 
(4.5c), occur at point (Eju~R , 1/ur R) of the domain (3,3) . 
We emphasize that this direct matching is the result of the 
merging of the outer and viscous regions, as demonstrated 
by Eqs.( 4.5a) to ( 4 .. 5b). To find an asymptotic so!ution for 
the outer region, we must use the inviscid flow equations. 

Since the asymptotic expansions for the solution have 
been separated into a rotational and an irrotational part, we 
find convenient to replace the continuity equation, Eq.(3.1) 
by the ga<; dynamie equation, which can be written as 

àu.; 2 Ôuk 
UiUj -. - = a --

ÔXj àxk 
(5.1) 

Substitution of the velocity asymptotic expansions 
into the above equation and collection of the terms of same 
order of magnitude gives the approximated equations for thc 
severa! orders. Fm· the first thrce orders of approximation 
we find the following expressions: 

0(f 2 ,<ur) 

( "( + 1) ( </> l x + ·:rU2 ) </> LTx - </> lyy =O, (5 .2) 

0(f2
, CUr, f

3
) 

( ) ( 
Ur <I>Ix ) "( + 1 </>1x + 7U2 + f2- <Plxx+ 

( -1 + t ('Y- 1 )</>lx) cP lyy + 2f</>Jy </>lxy =O, (5.3) 

0{f2
, f.Ur, f

3
, t

2·u,., f'U;) 

( ) ( 
uT cPi x u~ u~ ) 

"( + 1 cPlx + ~U2 + ( 2 + ~ 2 + UrU2cP!x <;blxx+ 

(-1 +f{'Y -1)t/>lx +ur('Y -l)u2) t/> iyy+ 

2f</>IycPL<y + UrU2cPiy = 0. (5.4) 

ln the above equations we have made 

U] = <P l x, (5 .. 5) 

and 

112 = ~ln y + f [ 1 + cos rry] , (5.6) 

where "'= 0.41= Von Karman's constant, P = 0.55= Coles' 
wake profile. The logari t hmic expression for u2 represents 
the nature of the flow in the undisturbed region upstream 
of the shock. The pressure distribution in the interaction 
region can be evaluated through the momentum equation. 
The result is 

p = 1 + fPl + f
2
pl1 + fUrP2 + f

3
Pl2 + €

2
UrP21, (5.7) 

where Pl = - "(</> lx, P2 = -1u2(cP!x -1) , r.n = -~(t/>Ix -1), 

PI2 = -~(<;bfy(x, y)- t/>Ty(-0.5, y)) and p21 = - "( duJ( !! ) 

I
X J! 

_
0

_
5 

</J iy(x, y)dx. 

The boundary conditions for the solution of the system 
of equations (5.2) to (-5.4) are 
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<;blx[-0.5, Y] = 1, Y E [yc, 1], 

QJ l x[+0.5, y] = -1 , Y E [Yc, 1], 

<P1x [x, 1] 

QJ!x[x, 1] 

1, xE[-0 .. 5, 0) , 

-1, x E(0.,0 .. 5], 

(5.8a) 

(5.8b) 

(5.8c) 

(5.8d) 



where the cut-off point Yc is given by fJ = 1/u.rR. To find the 
skin-friction coefficient we patch t.he inner limit of the outer 
soultion with a logarithmic law of the wall formulation. The 
resulting skin-friction equation can written as 

where b/b = u.rRw, A = law of the wall constant, Uri 

friction velocity in the interaction region and cP tx(x , O) 
1/>tx(:r: , Yc)· 

6. NUMERICAL ANALYSIS 

The results of the above theory were compareci with 
the experimental data of Sawyer and Long(1982) and with 
the resuJt6 provided by a full Navier-Stokes code developed 
specifically for the interaction problem. The N-S code can 
be run with either an algebraic turbulence model or a half­
equation differential model. ln this section we will briefiy 
describe some inplementation features of both the siruplified 
theory inviscid numerical code and the fui] N-S numerical 
code. A brief explanation on the turbulence models will also 
be given here. 

6.1. N wnerical Analysis of the Simplified Model 

As Eq.(5.2) of the simplified model is similar to the tran­
sonic small disturbance equation, a mixed finite difference 
scheme is used to discretise it. That is, centered difference 
is used in the subsonic region and second-order upwind dif­
ference is used in the supersonic region. The algebraic equa­
tions that arise from the discretisation of Eq.(5.2) are solved 
by a successive line over-rela.xation(SLOR) techniqu.~. This 
technique solves an implicit syst.em, in tri-diagonal form, for 
the correction of the solution on each line in the y direction 
at a particular iteration levei. 

6.2. Turbulence Models 

Two models are used to represent the Reynolds shear 
stress terms in the full Reynolds averaged Navier-Stokes 
equations, the algebraic model of Cebeci and Smith and the 
half equ.-t.ion modcl of .Johnson and King. ln lhe Cebed­
Smith(19í0) ruodeL lhe near wall region is treated with the 
PrandtJ-"~an Driest mixing lenglh formulation whereas in 
the outer layer, the turbulent viscosity is represented by 
the Clauser fonnulation. The Cebeci-Smith model can be 
written as: 

where f' is Klebanofi's intenuittence hmction. 
The Johnsou and King( 1985) model h as a similar two­

layer structure: 

Vto = Co X r. 

The model constant Co is determined iteratively. The 
nonequilibrium effect of the turbulent botmdary layer is 
taken into account by the following equation for the maxi­
mum shear stress: 

6.3. Numerical Analysis of the Full N-S Model 

The governing Reynolds-averaged Navier-Stokes equa­
tions for steady two-dimensional flows are solved, in a 
conservative form, using the finite-difference scheme of 
Brailovskaya(1965). The Brailovskaya scheme is a two­
step explicit ceutered difference method. The formal ac­
çuracy and the stability limits of the scheme are given by 
Carter(19í2). The advantages of the Brailovskaya scheme 
are that it. is a relatively simple algoritlun, easily adapted to 
non-tmiform grids, and the two steps have the same fonn, 
making it easy to code efficiently. Artificial dissipative tenns 
are added to the discretised finite difference equatioms to 
provide stability against spatial oscillations caused by the 
centered diffences. Non-unifonn grid spacing is used in both 
spatial directions. A compressible bow1dary layer code is 
used to generated a smooth inflow profile, matched to the 
experimental data. Experimental data are used to specify 
the main flow velodty variatiou. Linear extrapolation is 
used for the outflow bow1dary conditions. 

7. RESULTS AND DISCUSSION 

T-wo of the cases of Sawyer and Long(1982), here iden­
tified by 1.3A and 1.4A, were chosen to test the simplified 
theory and the full Navier-Stokes solver. The flow condi­
tions are given in Table 1. 

Table 1 Flow Conditiom; 
fiow M Re 

1.3A 1.2í0 3.66x106 

1.4A 1.370 3.66xl06 

Skin-friction coefficient predictions calculated by the 
simplified theory and the full Navier-Stokes solver are shown 
in Figs. 2 and 3, together with the experimental data of 
Sawyer and Long(1982). 
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A 15.1 (streamwise) by 145 (transversal) grid was used in 
the finite difference solution of the simplified model (Eq.5-
2). Four hundred iterations were necessary to reach a con­
verged solution. This took 4 minutes of computational time 
in a PC 486DX2-66, with 8M RAM. A 93(x-wise) by 55(y­
wise) grid was used to find the finite difference solution of 
the full Navier-Stokes equations. ln this case, the calcula­
tions needed 2000 iterations to reach a time independent so­
lution, with 200 minutes of. computational time being used 
in the same PC for the Cebeci-Smith model. About 50% 
more of computational time was spent by the johnson and 
King model. We estimate a factor of about 50 times be­
tween the computational time used by the simplified model 
and the full Navier-Stokes equations, wit.h a much higher 
resolution been achieved by the simplied model. 

As one can see in the two figtrres above, both the sim­
plied theory and the full Navier-Stokes equations with the 
two different turbulent models compare favorably with the 
experimental results of Sawyer and Long(1982). Consider­
ing the computational costs of both approaches, we conclude 
that the simplied theory proposed in this work provides a 
much more ecouomic and effident approach to the turbulent 
boundary layer / shock wave interaction problem. 

One should also observe that the specification of a turbu­
lence model is not required by the simplified theory. Thus, 
the numerical results have confirmed that the asymptotic 
structure suggested in this work for the main interaction 
region the fiow is predominantly uon-viscous. 

8. CONCLUSION 

ln the present work, a complete analysis of the inte r­
action pwblem has been performed with emphazis on the 
development of a comprehensive theory for the description 
of the asymptotic structure of the fiow. The application of 
Kaplun limits to the equations of motion has shown the flow 
to attain an one deck structure, which is distinct from those 
of other aut.hors but consistent with the experimental data 
of Sawye1· rutd Long(1982) and with the general knowledge 
of the problem we have. The theory, as present.ed here, can 
formally explain how an inviscid fiow region is formed at 
the foot of the shock wave, resulting form the disapperance 
of the fully turbulent region. The formal asymptotic results 
are then used to develop a simplified t.heory which is suc­
cessfully tested against the data of Saywer and Long and a 
full Navier-Stokes formulation ofthe problem. ln particular, 
the predictions of the skin-friction are quite good. 
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ABSTRACT 

The present work uses nsymptotic techniques to find nnnlitical solutions for the velocity profile, 
the turbulent kinetic energy and the dissipation rate by mass unit. This higher arder solutions have an 
explicity dependence on the transpiration rate and ca.n be used as wall functions for the specifica.tion 
of boundary conditions in the fully turbulent region of the fiow. The second arder solutions show that 
K has a (log y) behaviour wherea.s f has a (log y)jy behaviour. All results are validated against the 

test case data of Andersen {1972}. 

1. INTRODUCTION 

A classical mean of controliing the properties of turbulent 
boundary layers is thc promotion of transpiration at the wall. 
Through this artífice, momentum and hcat can bc added 
to the ftow so that it can be made to conforme to some 
desired properties. For example, one may want to thicken the 
boundary layer, reduce the skin-friction, inhibit the transfer 
of heat at the wali, or even avoid separation. Ali these ftow 
features can easily be achieved by the injection or suction of 
ftuid .at the wali at controlied rates. 

The perspectives opened by this mean of controlling the 
properties of boundary layers were soon realized, motivat­
ing a host of experimental and theoretical works on the sub­
ject. The expectation one has, therefore, is that, by now, 
the subject would have been exhausted. Unfortunately, this 
is not the case. The analytical treatment of problems that 
combine compressibility effects, transfer of heat and tran­
spiration, for instance, is extremely complex, having only 
recently been carried out (Silva Freire et alii(1995)). 

Nevertheless, the progress achieved in the description of tur­
bulent transpired ftows in the last forty years was remarkable. 
Since the early studies on the subject by Mickley(1954), 
passing by the very extensive experimental and theoreti­
cal works on incompressible ftows by the Stanford Heat and 
Mass Transfer Group, and on compressible ftows by the Cam­
bridge University Aerodynamics Group, much has been ac­
complished. The roles of transfer of heat, adverse and fa­
vorable pressure gradients, roughness, curvature, tridimen­
sionality, compressibility, ali have been studied in connection 
with transpired ftow. As a consequence, some results have 
become firmly established. The existence of a logarithmic 
law of the wali for transpired flows is today an undisputed 
fact. Likewise, severa! algebraic turbulent models have been 
developed which provide good numerical predictions for some 
ftow conditions. 

As a rule, most of the works published so far are con­
cerned with mean velocity and temperaturc profiles, and 
•vith global parameters such as the skin-friction coefficient 
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and the Stanton number. Some works can be found in lit­
erature which deal with two-equation differential turbulent 
models (Rodi(1982), Wilcox(1988)). The results, however, 
are not promising. ln any case, the development of a more 
general differential model for the portrait of transpired ftows 
would be desired. 

The purpose of the present work is to seek closed analytical 
solution:> for the velocity, u, turbulent kinetic energy, K, and 
energy dissipation rate per unit mass, f , in a near wali region 
for incompressible transpired turbulent boundary layer ftows. 
Since the standard K -f mo dei does not apply to ftows o r 
flow regions where the local Reynolds number is smali, it 
cannot be applied to the viscous near wali region. This region 
must be bridged by universal wali functions. The present 
work aims at finding high order solution for 11, K and f that 
have an explicit dependence on the transpiration and can be 
used as wali functions. These new solutions should greatly 
improve the performance of the K -f model for transpired 
ftows, in particular, for ftows with strong transpiration rates. 

Perturbation techniques, which include some scaling argu­
ments, and a beforehand hypothesis about the nature of 
the K and the f expansions, are used to find local approxi­
mated equations, that are then analytically solved. Impor­
tant results found here are the second order solutions which 
show that, if appropriate similarity parameters are used, the 
turbulent kinetic energy h as a (log y) behaviour whereas 
the dissipation rate has a (log y)jy behaviour. Ali results 
"re compareci with the experimental data of Andersen et 
alii(1972) and with algebraic turbulence model formulations. 
The agreement shown by the theory is remarkable. 

2. THE EQUATIONS OF MOTION 

'vVe wili now present the governing equations of the standard 
[{-E formulation. Foliowing the regular procedure, we denote 
t h e mean parts of the velocity and pressure fields by u,. and 



p respectively. The fluctuation of the turbulent quantities is 
denoted by the dashes. Ali lengths and velocities are non­
dimensionalized by typical quantities of the externa! flow. 
Then, the equations of motion for incompressible flows can 
be cast as 

ou.,= o, 
OX; 

au, a11i 1 op oTij 
- +11-J-.- = --- + -- . 
at OXj p OX; OX; 

(1) 

(2) 

In writting (1) we h ave neglected the viscous terms. Here, p 
is the density of the fluid. The Reynolds stress, Tij , is 

Tij = -(u~u~), (3) 

where the Dirac brackets denote time averaging. A summa­
tion is understood for repeated subscripts. The standard K -f 
model relates the components of the Reynolds stress tensor 
to the mean flow gradients with the aid of the eddy viscosity 
concept 

2 
Tij = -3KÓ;j + Vtdij· (4) 

Here Ó;j is the Kronecker delta; K, the turbulent kinetic 
energy is given by 

K= (u';n:) 
2 

Vt is the eddy viscosity, and dij is the velocity strain, 

011; 011j 
dij- -- + --. 

OXj ax.; 

(5) 

(6) 

The dissipation rate of turbulent kinetic energy, f, is given 
by 

E= v( 011'; 011'; ), 
OXj OXj 

(7) 

where v is the kinematic viscosity of the fluid. In the K -f 
model, dimensional arguments are invoked to give 

K2 
Vt = Cv­

E 
(8) 

where c!/ is a model constant. The turbulence parameters, 
K and E, are determined through the following transporte 
equations 

DK o ( Vt oK) --=P-f+- --, 
Dt OXi UK OX; 

(9) 

DE a ( Vt oE ) E E
2 

- = - -- +C<)- p - C<2-, 
Dt ox; rT, Dx; K K 

(10) 

P=Vt- -+-. 071.; ( 011; 011j) 
Dx; OXj ox; 

(11) 
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where ali the c's and u's are model constants. Typical values 
of the empirical constants are shown in Table 1. 

Table 1. Model Constants 

C v Cd Ct:2 rTK u, 

0.09 1.44 1.92 1.0 1.30 

Clearly, the system of equations (1) to (11) constitute a 
closed system. The complete definition of the mathematical 
problem dependes now only on the appropriate specification 
of the boundary conditions. At the wall, this is normally 
made with the help of wall functions . For the streamwise 
velocity component, n, for K and for E we normally write 

111 1 
nT = y;ln(Eyl +), !/1 + = !/111T 

v 

2 
'UT" 

K .,fo:' 

~ 11T 
E= k !/1, 

(12) 

(13) 

(14) 

where u 1 and y 1 should be evaluated in the fully turbulent 
region of the flow, k is the Von Karman constant (=0.41), E 
is the linear coefficient of the law of the wall ( =9) and 11T is 
the friction velocity. The above equations are derived upon 
the assumption of local equilibrium condition and are validy 
for solid surface flows. In the next section we will extend 
these expressions to our case of interest. 

3. ASYMPTOTIC ANALYSIS 

Since the wall function formulation is supposed to hold in 
the fully turbulent region, we will solve the equations of mo­
tion, Eqs. (1) to (11), in a specific region of the flow. The 
region where the turbulent effects dominate is defined by the 
domain 

D = { '1/ oni(1/uTR) < onl(rJ) < ord(11T 2 )}, (15) 

where .,, denotes the region of validity of the approximated 
equations, and R denotes the Reynolds number. For more 
details concerning the nature of the stretching function r1 the 
readcr is referred to Kaplun (1967). 

This result can be easily arrived at by applying Kaplun limits 
to the equations of motion, Eqs . (1) and (2). Indeed, Silva 
Freire and Hirata(1990) and Silva Freire and Cruz(1995)) 
have shown that the turbulcnt boundary layer has a two-deck 
asymptotic structure, with two principal equations standing 
out at points ord(rJ) = ord(uT 2) and ord(rJ) = onl(1/uTR) 
of the flow domain. The fully turbulent region , determined 
by Eq.(15), is just the overlap domain of the two principal 



equations. For more details on Kaplun limits and the asymp­
totic structure of the turbulent boundary layer, the reader 
is referred to the two above mentioned works. Furthermore, 
the important result is that the presence of transpiration 
does not alt~r in any way domain (15). That means we 
should work with approximate equations that hold in that 
domain. Thus, passing the r1-limit with ord(r1) = ord(ur 2

) 

onto Eqs.(9) and (10), we get 

iJ K ( iJu) 
2 

iJ ( Vt iJ K) 
11w 8!1 = Vt iJy - f + iJy rTK iJy , (16) 

These are the intermediate equations, in the sense of Kaplun, 
that hold in the fully turbulent region. The wall functions for 
11. K and r will be constructed on their basis. To find a solu­
tion to Eqs. (16) and (17), we will consider the velocity field 
solution as known. Early studies by Stevenson (1963, 1964) 
and by the Stanford Heat and Mass Transfer Group, and 
more recent ones by Silva Freire ( 1988a, 1988b) h ave shown 
the velocity solution to be of the form 

1l.r ( + ) Vw ( )2 
11 = k lny + Ao + 

4
k 2 lny + + Ao , (18) 

where k is the Von Karman constant and Ao is a parameter 
that varies with the transpiration (Silva Freire 1988a). This 
equation has been vastly tested over the last third years, be­
ing today of undisputed validity. It can be arrived at by 
either dimensional arguments or mathematical deductions 
that use simple algebraic turbulence models. An extension 
of this equation for compressible ftow can readily be ob­
tained if a Van Driest transformation is applied to it (Silva 
Freire(1988b)). The asymptotic expansions for K and for r 
are gi ven by 

(19) 

(20) 

To find the first and second order of approximate equations, 
we substitute Eqs (18), (19) and (20) onto Eqs. (16) and 
( 1 7) and collect the terms of sarne arder. The result is 

a) first order equations: 

(21) 

(22) 
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b) second arder equations: 

8K1 K
2 

1 ( + ) 
----,-,-- = - k3 2 lny +A + 
uy f 1 ; 11 

The solution of the above equations is: 

a) first order solution 

b) second arder solution 

B 
fl = -· 

ky' 

E2 = Elny+ + f_; 
y y 

w here A , B, C, D, E and F are the constants 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 



Please note that the values of these constants were deter­
mined exactly from the standard K -E model constants, which 
are really not supposed to be universal. Thus, proper values 
for A, B, C, D, E and F should, necessarily, be determined 
by comparison with the experimental data. In the next two 
sections we will proceed to the experimental validation of 
Eqs.(19) aná (20). This will be made in two ways. Firstly, 
we will verify if the experimental data conforme to log-law 
expressions for K and for E such as those given by Eqs. (19) 
and (20). Secondly, a numerical implemcntation of these 
equations will be made for the prediction of velocity profiles 
and the skin-friction coefficient. The numerical results will 
also be coDpared with results obtained through algebraic 
turbulence models. 

4. EXPERIMENTAL AND NUMERICAL VALIDATION 

From a full consideration of more than 200 boundary layer 
developments with transpiration, Squire (1980) recommends 
as basic test cases the flows measured by Andersen et alli 
(1972). His data are the only ones available where redundant 
measurements of the skin-friction coefficient were made. The 
general experimental conditions are shown in Table 2. 

Table 2. Experimental Flow Conditions. 

RUN 

102171-1 
101371-2 
121671-3 

U[ftj s] 

21.33 
21.32 
21.29 

F 

0.004 
0.002 
-0.002 

m 

-0.15 
-0.15 
-0.15 

In Table 2, F stands for injection rate; m is the exponential 
coefficient in the adverse pressure gradient term (U ex xrn). 

To verify the log form of K, we re-write Eq.(19) as 

where 

r=Clny++D, 

r= K -ur2 A 
1J,TV'W 

(35) 

The experimental results plotted as r against y+ are shown 
in Figure 1. The presence of a logarithmic region is illus­
trated by the fitted straight line, thus validating the form 
found for equation (36). The experimentally determined 
equation for K than gives 

2 
K _ 11r ( - yc;; + U.rVw Cexp lny+ + Dexp) , (36) 
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where the constent CeXP = 20 and DeXP = 64. 
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Figure 1. Similarity profiles for K. 

lt is no surprise that the assessed experimental values are 
different from the theoretical ones. lndeed, the theoretical 
values were, as mentioned before, evaluated according to the 
classical K -f model constants and these, in principal are not 
supposed to hold for transpirated flows. Since f is not a 
direct.]y measurable quantity, its experimental assessment is 
difficult to be made. ln fact, it can only be made indirectly 
t.hrough equation 

f =C K~/2 
D -

lc 
(37) 

where the constant CD a model constant. This procedure is 
always uncertain, making it difficult to draw any firm con­
clusion about. the values of the constantes E and F. ln any 
case, the predicted behaviour of f is shown in Figuré 2. 

The numerical implementation of Eqs.(18) to (20) will be 
made with the help of the computer code CAST (Computer 
Aided simulation of Turbulence). This program is similar 
in structure to other existing fluid flow prediction schemes 
such as TEACH and TEAM. lt is thus a conservative finite­
volume method in primitive variables. Distinctions from 
those codes arise in the co-located variable arrangement, the 
discretization scheme, the solution algorithms for the lin­
ear equations systems resulting from the discretization, and 
in the pressure coupling which is adopted to the co-located 
variable storage. Since the CAST(Peric and Schreuer (1989)) 
code uses the wall function met.hod, updating the program 
consisted basically in changing the wall functions. Figures 
3 and 4 show the velocity and skin-friction predictions com­
pareci with the experimental data of Andersen et alli (1972), 
with the standard K-e model provided by CAST, and with 
t.he algebraic turbulence model predictions of other authors. 
For details on the algebraic models the reader is referred to 
Avelino et alli (1995). As can be seen, the performance of 
the present formulation is good for suction data of Ander­
sen (1972). Results are now being run for flow with blowing 



which will be published soon . 
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5. FINAL REMARKS 

ln the present paper, a consistent asymptotic solution of the 
K-e model is given for incompressible transpired turbulent 
boundary layers. This solution unveils , for the first time, the 
logarithmic behaviour of K and of e in the fully turbulent 
region of the fiow. A numerical implementation of the new 
expressions shows that they conform well to the experimen­
tal data, giving good predictions for the velocity profile and 
the skin-friction equation. Acknowledgements. This work 
was financially supported by t he CNPq through grant No 
350183/93-7. The authors MRA and .JS are grateful to the 
CNPq for the award of scholarships. 
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RESUMO 

Apresenta-se neste trabalho um fechamento para a equação da energia cinética turbulenta, junto à um 
contorno sólido num escoamento de camada limite. com o intuito de fornecer condições de contorno de tipo 
universais na modelagem de fluxos turbulentos com modelos de tipo K-e. O método é testado com o 
problema clássico de escoamento em um degrau, "backward-facing.step ", apresentando bons resultados. 

INTRODUÇÃO 

Escoamentos encontrados cm aplicações práticas são 
geralmente turbulentos, sendo portanto tridimensionais e 
transientes. A solução numérica das equações completas de 
Navier-Stokes ainda não é viável pará aplicações tecnológicas e 
industriais. devido ao alto custo, espaço de memória e tempo de 
processamento. Uma alternativa é a utilização de modelos de 
turbulência, os quais são basicamente de dois tipos: modelos 
baseados na hipóteses de viscosidade turbulenta (Launder e 
Spalding. 1974) e modelos do tipo tensões de Re)Tiolds (Durbin, 
1993). Os primeiros, apesar das muitas críticas negau vas por 
serem considerados muito simplificados, continuam sendo os 
mais usado por sua simplicidade e capacidade para simular 
diferentes tipos de escoamentos turbulentos. 

A hipótese de viscosidade turbulenta considera que a 
turbulência numa primeira aproximação poderia ser simulada 
por uma viscosidade determinada pelas características do 
escoamento turbulento. O problema principal desta idéia é que 
funciona relativamente bem nas zonas com altos números de 
Re)Tiolds e falha junto aos contornos sólidos. Portanto, o sucesso 
da simulação de um escoamento turbulento. com estes tipos de 
modelos. depende em grande parte. da forma em que são 
tratadas as regiões próximas às superficies sólidas. 

Existem duas formas de se tratar as regiões próximas às 
paredes. A primeira consiste em dividir o domínio de cálculo em 
duas regiões, na primeira modelos para altos números de 
Re)Tiolds são adotados. enquanto que , na região próxima à 
parede. o escoamento é modelado através da denominada função 
da parede proposta originalmente por Patankar e Spalding. 
( 1970), porém reavaliada para diferentes situações por diversos 
autores como Mansur et ai., (1989), Lai e So, ( 1990). A segunda 
wnsislt: em utilizar modelos de turbulência válidos para toda a 
faixa de número de Re)Tiolds, permitindo o cálculo do 
escoamento desde o núcleo até a região da parede onde o número 
de Re)Tiolds é baixo. são os denominados modelos de 
turbulência para baixos números de Re)Tiolds (Patel et ai.. 
1984). 

Neste trabalho. o escoamento no interior do domínio é 
determinado baseado em uma viscosidade turbulenta definida 
pelo modelo de turbulência de duas equações diferenciais K-E 

(energia cinética turbulenta K e taxa de dissipação da energia 
cinética turbulenta E) descrito por Launder e Spalding, I 974. Já 
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para a região próxima à parede é apresentada uma metodologia 
baseada no uso de uma função de parede modificada, a qual está 
baseada no perfil de velocidade proposto por Haritonidis (I 989). 
A viscosidade turbulenta é avaliada em função de características 
do escoamento médio e as condições de contorno para K e E junto 
à parede, são interpoladas de expressões deduzidas para a 
subcamada viscosa. 

MODELAMENTO MATEMÁTICO 

O escoamento turbulento pode ser modelado utilizando as 
quantidades médias do escoamento, juntamente com um modelo 
de turbulência para as tensões de Re)Tiolds. Neste trabalho, as 
tensões de Re)Tiolds são avaliadas utilizando a aproximação de 
Boussinesq, sendo a viscosidade turbulenta llt avaliada de acordo 
com a relação de Prandtl-Kolmogorov para o modelo K-E para 
altos números de Re)Tiolds (Launder e Spalding, 1974) como 

(1) 

onde p é a massa específica e c~ = 0,09 é uma coqstante 
empírica. 

As equações de conservação de massa e quantidade de 
movimento linear para fluidos Newtonianos, em função das 
grandezas médias, em regime permanente utilizando o modelo 
K-E são: 

div ( p ü) =O (2) 

div ( p ü ü) = p g- grad p + dív {(I!+ 1!
1

) grad ü} + 

(3) 

+ div { ( 1-1 + 1!1 )[ (grad ül- 2 I 3 ( dív ü + p K) ~ ]} 

onde ii e g são os vetares velocidade e aceleração da 

gravidade, p é a pressão termodinâmica, :,~ é a viscosidade 
absoluta e 8 é a matriz identidade. 

As equações de conservação para a energia cinética 
turbulenta e sua taxa de dissipação são 

div ( p ü K) = dív { ( 1-1 + 1-1 1 I a,) grad K} + G- p E (4) 



div ( p ii E ) = div { ( ll + 1-lt I cr & ) grad E } + 

(5) 

+ E I K [c1 G- c2 p E] 

onde cr" e cr, são os números de Prandtl de K e E, 

respectivamente, e são constantes empíricas, assim como c1 e 
c2. Os valores recomendados por Launder e Spalding (1974) são: 
cr" = 1,0; cr. = 1,3; c1 = 1,44 c c2 = 1,92. G é o termo de 
geração ou produção de K sendo definido como 

G = ll [grad ü + (grad ü)T] o grad ü- ~ p K div ü 
t 3 (6) 

onde o símbolo o significa produto duplo entre os tensores. 
Junto às paredes, as aproximações para alto número de 

Reynolds não são válidas. Portanto, um procedimento muito 
usado é utilizar um outro modelo para essa região, o qual 
consiste em utilizar para a subcamada viscosa um perfil 
aproximado de velocidade, e a partir desse estimar valores para 
K e E ness região. Essa é a liriha do presente trabalho. 

Região da Parede. Haritonidis ( 1989) propôs um novo perfil 
de velocidade para o escoamento turbulento junto aos contornos 
sólidos. Alguns resultados desse trabalho são 

u+ = (li A) tan- 1 ( A y+ ) 

u: = __ k_ + au+ 
(n y)l/2 y ay+ 

112 
+ _~Â2y+ 

u2- k 

(7) 

(8) 

onde u+ =U I u* ; u1+ = u1/ u* ; u2+ = u2 / u*; l = p y u* /1-1 ; 
sendo u. a velocidade de atrito; U é a velocidade média e u1 e u2 

são os componentes da flutuação da velocidade nas direções x e 
y, respectivamente. Os parâmetros A, n e y são definidos em 
fi.mção do fenômeno de ejeção característico do escoamento na 
vizinhança de contornos sólidos e k é a constante de voo 
Kármán. É importante ressaltar, que estes resultados 
correspondem a um escoamento do tipo camada limite sem 
gradiente de pressão. 

Usando esses resultados é possível expressar as tensões de 
Reynolds junto à parede da seguinte forma 

-(p u
1 

u )+ = P "'z y+z au+ au+ 2 --=1-l+ _ ay+ I ay+ (9) 

portanto 

fl: = llt l !l = Â2 y+2 (lO) 

Essa viscosidade turbulenta interpolada das tensões de 
Reynolds pode ser utilizada na região próxima à parede, ao invés 
da conhecida expressão, Eq. ( 1 ). A vantagem da Eq. ( 10) em 
relação a Eq. (I) é que a primeira pode ser definida baseada 
somente no escoamento médio. 

Energia Cinética Turbulenta. A equação para a energia 
cinética turbulenta na região da parede pode ser obtida a partir 
de observações experimentais, ao notar que os componentes 
transversais das flutuações da velocidade são da mesma ordem 
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de grandeza (Schlichting, 1968), portanto, K pode ser expressa 
diretan1ente como 

K =~( (u1 u1) + 2(u2 u2)) (11) 

Por outro lado, as tensões de Reynolds podem ser obtidas 
manipulando as expressões em (8) como 

2 ( +)2 + k 2 +2 au (u1u1) = -( 2) A y - (12) 
ny À. ay+ 

(u u )+- ,4 (ny) +2 22 -1\.--y 
k2 

(13) 

Comparando-se as equações (12) e (13), é possível mostrar 

que a contribuição de (u2u2t é desprezível. Portanto K, na 

forma adimensional, pode ser escrita como K + :0.5(u1 u1)
1 e 

utilizando o perfil para a velocidade média dado pela Eq. (7) 
tem-se 

K+ 
~ Â2y t-2 

n y ')..2 (I+ Â2 y +2)2 
(14) 11,73 Ã.

2 
y +

2 

(l + Â2 y +2)2 

onde os parâmetros Â, n, y e k receberam os seguintes valores: A 
= 0,09365; n = 3; y = 0,272 e k = 0,41. 

Dissipação de Energia Cinética Turbulenta. A expressão 
para E na região próxima à parede, pode ser obtida a partir da 
equação de conservação para K, como mostrado por Pasinato e · 
Nieckele (1996). Utilizando o perfil para a velocidade média 
adimensional dado pela Eq. (7), tem-se 

+ - { 2 J...Z 20 'A.
4
y +

2 
24 'A.

6
yt-4 J 

E -11,7 2 - 3 + 4 + 
(1 + Â.2y +2) (i+ Â.2y+2) (t + Â.2y+2) 

( 
3 'J.!y+2 4 /{y+4 J ( Â.2y+2 J 

2,42 + ---=----=-
(1 + Â.2y+2)2 (1 + Â.2y+2r (1 + Â.2y+2)2 

(15) 

Na Eq. (15), o primeiro termo representa a contribuição do 
termo de difusão de K, o segundo termo é o termo associado com 
a inércia e o último termo representa a produção de energia 
cinética turbulenta. A Figura l ilustra a contribuição de cada um 
dos termos para a formação de E. Observa-se, que para i maior 
que 6, a dissipação é aproximadamente igual a produção de 
energia cinética, concordando com a hipótese da lei da parede 
tradicional, porém na região bem próxima à parede esta hipótese 
falha. Observa-se ainda que, quando l tende a zero, E+ tende 
para 0,206; o qual é um valor próximo ao experimentalmente 
observado (Patel et ai., 1984). Por otílro lado, os valores 
máximos para E+ e seu comportamento na zona mais afastada do 
contorno, apresentam os valores esperados para essa variável na 
subcamada viscosa (Jovanovic et ai., 1995). 

A Figura 2 ilustra a variação de K+ e !lt em fi.mção da 
distáncia adimensional l- Ambas as variáveis tendem a zero na 
parede pelo presente modelo. A energia cinética apresenta valor 
máximo para l aproximadamente igual a 10. 
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Figura I - Dissipação de energia cinética turbulenta 
adimensional {; + em função da distância à 
parede adimensional e os termos que a compõe. 

3.0 

2.0 

1.0 

/ 

,"" 

0.0 
o 5 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ , 
/----

/ ------

10 
+ y 

15 

+ 
/C 

+ 
u 

T 

20 

Figura 2- Energia cinética turbulenta K+ e viscosidade 
turbulenta Jlr + adimensionais em função 
da distância à parede adimensional 

Velocidade de Atrito. Para a avaliação da energia cinética 
turbulenta. sua dissipação e a viscosidade turbulenta, é 
necessário avaliar a velocidade de atrito u*. a qual é calculada 
por 

• 11 au 
[ ]

1/2 

u =Jr:slp= -­
P By 

(16) 
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onde 'ts é a tensão cisalhante na parede. Para avaliar a derivada 
da Eq. (16) na parede, considera-se que na região da subcamada 
laminar,/< 5, tem-seu+= y+. Substituindo esta relação na Eq. 
(16) obtém-se 

y+2 = y u. y+ = y u. U+ = y U = y + (17) 
v v v 

onde U é a velocidade média junto à parede; portanto Y+ é 
facilmente calculado, recuperando-se u*. 

De acordo com Kline et ai. ( 1967), a hipótese y+ = U+ só é 
estritamente válida para y+ < 5. Portanto, no cálculo de u*, será 
necessário localizar o primeiro nó da malha na região y+ < 5. 
Em outras palavras, se uma malha uniforme é usada na 
subcamada viscosa, no mínimo deis pontos serão necessários na 
mesma. 

Lei da Parede. O presente trabalho, propõe utilizar na região 
próxima à parede, isto é, y+ < 15 as expressões apresentadas 
para a viscosidade turbulenta, energia cinética turbulenta, e sua 
taxa de dissipação, nas equações ( 10), (14) e (15). Estas 
equações dependem do valor de y+, que por sua vez é função da 
velocidade de atrito, portanto y+ é calculado utilizando a 
equação (17). 

MÉTODO NUMÉRICO 

Para resolver as equações de conservação foi selecionado o 
método numérico de volumes finitos (Patankar, 1980), 
utilizando o esquema "Power-Law". O acoplamento velocidade­
pressão foi resolvido com o algoritmo SIMPLEC de Van 
Doormaal e Raithby, 1984. 

O sistema algébrico resultante da discretização foi resolvido 
com o algoritmo TOMA linha por linha e o algoritmo de 
correção por blocos para acelerar a convergência (Patankar, 
1980). 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

O problema teste selecionado para ser apresentado é o de um 
escoamento em uma expansão em degrau, 'bakward-facing 
step", o qual encontra-se na Fig. 3. Este é um experimento 
padrão na avaliação de simulações de escoamentos turbulentos. 
De acordo com os testes realizados por Kim et ai. ( 1980), o 
número de Reynolds foi especificado igual a 132.000, sendo 
baseado na velocidade média na linha central na entrada do 
domínio, Uc e na separação das placas à saída, Hs. A razão de 
expansão utilizada foi H!Hs = 113, onde H é a altura do degrau. 

j~ 

1---+ X 

Figura 3: Domínio do problema em degrau. 



Inicialmente utilizou-se uma malha de 118 x 82 pontos, nas 
direções x e y, respectivamente (Pasinato e Nieckele, 1996). O 
comprimento de recolamento obtido numericamente para esse 
teste, foi de Xr/H = 6,65; um resultado que apresenta uma 
diferença de 5% do valor médio medido experimentalmente, o 
qual é Xr/H = 7,0. No presente trabalho, especificou-se uma 
malha mais fina, de 200x I 00, nas direções x e y 
respectivamente. Além disso, a malha foi concentrada nas 
proximidades das paredes. O resultado obtido para o ponto de 
recolamento apresentou uma melhora sensível, passando a 
concordar exatamente com o resultado experimental de Kim et 
ai. (1980). 

Na Fig. 4 é apresentado um detalhe da variação do perfil de 
velocidade média horizontal u com a distância vertical y da placa 
inferior. A distribuição de u entre as placas é apresentada, para 
diferentes posições axiais, na proximidade do ponto de 
recolamento. As velocidades negativas em x/H = 5,89 e 6,56 
indicam a presença de reversão do escoamento. Para a posição 
x/H= 7,0 observa-se derivada nula na parede, indicando o ponto 
de recolamento. Já para x/H= 7,71 todo o perfil de velocidade é 
positivo, indicando que o escoamento já se encontra na fase de 
recuperação. 

0,06 

x/H 
-r- 5,89 

-+- 6,56 

o 04 l -à- 7,00 . / / 
' I --7-- 7,!Y ' 

y/H 1 / 
. fo 

"~ - , 

0,00 
-0,2 -0,1 0,0 

u 

-l 

O, I 0,2 

Figura 4 - Perfil de velocidade média horizontal próximo ao 
ponto de recolamento 

Um dos desafios na previsão deste problema consiste na 
determinação precisa da região de recirculação, isto é, na 
avaliação do ponto de recolamento. Porém, observações 
experimentais de Kim et ai. 1980, mostraram que imediatamente 
após o salto, existe uma pequena recirculação secundária. A 
Figura 5, ilustra a variação do perfil de velocidade horizontal u 
com a distância vertical para diversas posições axiais 
imediatamente após o salto. Neste caso, a presença da 
recirculação secundária é observada pelos valores positivos da 
velocidade, já que devido a recirculação principal, a escoamento 
próximo à superficie inferior e próximo ao salto se dá da direita 
para a esquerda (sentido negativo). Note porém, que a 
velocidade nesta região apresenta valores extremamente baixos. 
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Figura 5 - Perfil de velocidade média horizontal próximo ao 
degraus 

CONCLUSÃO 

No presente trabalho, apresentou-se a utilização de uma lei 
de parede baseada no perfil de velocidade de Haritonisdis 
( 1989). A dissipação da energia cinética turbulenta na região 
próxima à parede é avaliada retendo termos de inércia e difusão, 
além do termo de produção na equação de conservação de 
energia cinética turbulenta. Como conseqüência o valor de E 

avaliado na parede concorda com determinação experimental. O 
método é testado no problema do escoamento entre placas 
paralelas com uma expansão em degrau. Os resultados obtidos 
foram satisfatórios, com uma ótima concordância para a 
determinação do ponto de recolamento. O método foi ainda 
capaz de prever a recirculação secundária existente 
imediatamente após ao degrau. 

É importante, no entanto, ressaltar que a lei da parede 
apresentada foi baseada em um perfil de velocidade válido para 
situações em que o gradiente de pressão é nulo, o que resulta em 
uma grande simplificação do presente modelo. 

Como conclusão final deste trabalho, podemos afirmar que o 
modelo apresentado, apesar das simplificações utilizadas 
apresenta soluções com precisão razoável, a um baixo custo, 
tornando-se portanto atrativo para simulações de situações com 
finalidades tecnológicas. 
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SUMMARY 

A new wall procedure is presented, which is based on 
the model for near-wall turbulence proposed by Haritonidis 
(1989). The main characteristic of this procedure is that it has 
strong physical basis, and further it is simple. The backward­
íàcing step problem was performed, indicating this method as a 
good predictor of rough effect of turbulence in the viscous 
sublayer. 
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ABSTRACT 

The purpose of this work is to find near wall solutions for the velocity and the concentration fields for 
particle-laden, fiat plate, turbulent boundary layer fiows. The concept of single limit of Kaplun will be 
•tsed to unveil th.e asymptotic structures of both th.e velocity and th.e concentration. The concentro.tion 
field is shown to have a double-layered structure whose inner scaling depends on the turbulent transport 
coefficient. A simplified hypothesis about the drag coupling force, together with an algebraic modelling 
of the turbulent velocity and concentration fields, is used for the derivation of new expressions for 
the law of the wall. The new laws present higher arder terms which are deduced by application of 
asymptotic expansions to the mean motion equations. The higher arder terms have a y ln y-functional 
form, which is here derived for the first time. A numerical simulation of the fiow shows how the drag 
coefficient is affected by the particles field. 

1. INTROD UCTION 

Turbulent fluid flows laden with solid particles are a rela­
tively common occurrence in industry. The deposition of 
particles in aerosols, the design of electrostatic precipita­
t.oi·s , the event of fouling , the transport of pollutants in 
rivers , to mention just a few , are typical examples of sit­
uations that. arise in nature and technology and that de­
serve careful consideration. Despite this , t heir understand­
ing is very deficient. The reasons for this are severa!: the 
particle-laden environment. is very hostile to the .- .esence 
of intrusive measurement techniques , uniform part.icle load­
ings are very difficult to achieve, the addition of the partic­
ulate phase brings severa! new parameters into the problem 
whose effects on the turbulence must be unmistakably ac­
counted for. All these points make it very difficult to con­
st.ruct consistent experiments a nd theories capable of rea­
sonably describing the main features of t he phenomenon . 
The purpose of t he present work is to take to full extent 
the possibilities of an asymptotic analysis of the problem , 
together with an algebraic modelling of the turbulence and 
a simplified hypothesis about the coupling drag force. For 
that matter , an Eulerian approach for the description of 
the velocity and of the particles concentration fields will be 
used. Opposite to the Lagrangean approaches, the Eule­
rian approaches offer a relatively easy way of dealing with 
systems with a very large number of particles. Easy in a 
manner of speak. The interaction between the fluid turbu­
lence and the particle motion in the fluid shear is a poorly 
understood process which has been the recent. subject of 
many invest.igations. This lack of fundam ental understand­
ing of particle-turbulence interactions has, indeed, ham­
pered furth er progress on the analytical and numerical st.ud­
ies of turbulence attenuation. Some authors (Elghobashi 
et alli(l983,1984)) , have presented modified versions of the 
K -f two-equation differential model to account for damping 
of turbulence by particles. The models work well for the jet 
flow but are very difficult to generalize to other types of tur­
bulent flow. ln particular, turbulent boundary layer flows 
are very difficult to model. ln the present work, our interest 
will be focused on the study of the effects of small particles 
on fluid turbulence in a flat-plate, turbulent boundary layer. 
Recent measurements (Rogers and Eaton(1991), Rashidi et 
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alli(1990)) , have shown that a strong correlation exists be­
tween t he degree of turbulence· damping and the particle 
concentration in the log region of the boundary layer. Here, 
we aim at investigating how the velocity and the concen­
tration fields behave in the logarithmic region as a result 
of the particle-turbulence interactions. Since the standard 
two-equation differential models do not apply to flows or 
ftow regions where the local Reynolds number is small , it 
cannot be applied to the viscous near wall region. This re­
gion must be bridged by universal wall functions. The ana­
lytical solutions developed in present work for the velocity 
and the concentration profiles have an explicit dependence 
on the particle relevant parameters so as to be used as wall 
functions. These new solutions should greatly improve the 
performance of the differential models for the description of 
particle laden flows. Perturbation techniques together with 
some scaling a rguments , are used to find local approximated 
equations , that are then analytically solved. lmportant re­
sults found here are the second order solutions which show 
that, if appropriate similarity parameters are used, both the 
velocity and the concentration profiles have a highe~ order 
(y ln y) behaviour. A numerical simulation of all results is 
presented so 3.3 to show the result of the particle-turbulence 
interact.ions on t.he velocity and skin-friction profilcs. 

2. THE EQUATIONS OF MOTlON 

The eq uations of motion for an incompressible fluid 
laden with fine solid particles can be written as: 

a) continuit.y 

b) momentum, 

au.; =O, 
axi 

( 1) 

c) concentration , 

a c âc a ' ' a2 
c (3) - +nj- = --(c uJ ) +>.-a a . at ax1 ax1 XJ XJ 



The mean parts of the velocity, pressure and concentration 
of particles fields are denoted by n;, p and c respectively. 
A summation is understood for repeated subscripts. The 
dashes stand for fiuctuation of the turbulent quanlities. Ali 
lengths and velocities are non-dimensionalized by typical 
quantities of the externa! flow. The kinematic velocity is 
denoted by v, p is the density of the fiuid. The Reynolds 

stress, Tij , is defined by 

Tij = -(u~uj), (4) 

where the Dirac brackets denote time averaging. ln equation 
(2), F; is the instantaneous drag force per unit volume ap­
plied by the particles to the fiuid. The continuity equation is 
kept unchanged by the addition of the particles, upon con­
sideration that the particles occupy a small volume fraction 
and do not react with the fiuid . ln a further simplification 
of our problem, we consider the drag force to obey a linear 
law. Thus , 

I 
C C I I 

F; = -(u.;- v;)+ (-(n; -v;)) , 
Tp Tp 

(5) 

where c is the local parti ele concentration , and ( n; - vi) is 
the particle relative velocity. Please note that the drag force 
has been split into a mean and an instantaneous part. ln 
what folllows , we will show that , indeed, only the former is 
important for the description of the phenomenon , the latter 
being of higher arder. The assumption of a linear drag law 
does not require the use of the Stokes drag coefficient. ln 
equation (3), À stands for the turbulen transport coefficient. 
The turbulent flux of concentration is represented by the 
term 

a - (I I a;: c vi). 
J 

(6) 

3. ASYMPTOTIC ANALYSIS 

Before one attemps at solving the above equations , 
an estimation about the arder of magnitude of the turbulent 
t erms has to be made. The velocity fluctuations are clearly 
of the arder of the skin-friction velocity. This is a classical 
result . Further measurements by Rogers and Eaton( 1991) 
together with some asymptotic arguments have shown that 
t he term 

(u~- v~), (7) 

in equation (2) is at least of the arder of the friction velocity 
u .,. and that the fiuctuations in concentration are of the arder 
of the friction concentration, c.,.. 

Since c.,. and u.,. should have the sarne arder of magnitude, 
the result is that , in principie , (u~ -v;) is of t he arder of 
the Reynolds stresses and therefore cannot be neglected. ln 
fact , as we shall see, an asymptotic analysis of the flow will 
show this term to be negligible in ali regions of the f!ow 
to a first arder of approximation. Since the wall function 
formulation is supposed to hold in the fully turbulent re­
gion , we will solve the equations of motion , Eqs. (1) to 
(4) , in a specific region of the flow. The region where the 
t urbulent effects dominate will be found by direct applica­
tion of Kaplun limits to the equations of motion. To define 
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Kaplun Jimits we introduce here the topology on the col­
lection of arder classes as introduced by Meyer(1967). The 
material in this section can be found in greater detail in 
Kaplun(1967), Lagestrom and Cast.er(1972) or Silva Freire 
and Hirata(1990). Let E be a parameter on (0, 1] and x a 
variable in R with the euclidean norm [x]. Let F be a func­
tion defined for f on some x-space domain with pointwise 
norm [[F]]. We want to study the behaviour of F in the 
limit E -+ O. In particular we are interested in studing cases 
were passage of the limit results in the loss of the highest 
derivative term of a diferential equation, and hence in the 
imposibility of satisfying ali the boundary conditions. With 
Kaplun limits we study the limit as E -+ O not for a fixed 
x near a singularity point Xd, but for x tending to Xd in a 
definite relationship to f specified by a stretching function 
rJ( E) defined in the space of ali positive continuous fuctions 

on (0 , 1]. Taking xd = O we define , without any loss of 
generality, 

X 

x '1 = ry(E)' G(x'1; E)= F( x ; E) 

The Kaplun limit process is t.he defined as follows. 

(8) 

Definition 1 (Meyer(1967) ). If the function 

G(x'1 ; +0) = lim G(x'1 ; f) , (9) 
. ~o 

exists uniformly on {x/Jx'1J > O}; then we define 

lim'1F(x ; f ) = G(x'1 , +0) (10) 

lf t.he concept of limit-process is applied directly to a system 
of differential equat.ions , a correspondence is established to 
every arder of 17 between the original equation and the re­
sulting equation. The idea of Kaplun was to establish some 
rules so as to find the actual domain of validity of the so­
lut.ions from the formal domain of validity of the equations. 
We then make the following definition. 

Definition 2 (Lagestrom and Casten(1972)). 
If E is a equation and lim'1tE = Et , lim'12E = E2 and also 
lim'12E1 = E2 , we say that E1 contains E2 (relative to E). 

Definition 3 (Lagestrom and Casten(1972)). 
The formal domain of validity of an equation F , relative to 
the full equation E , is the ord rJ such that lim'1E is either 
F o r an equation contained in F . 

To relate the formal domain of validity of an equation to 
its actual domain of validity, Kaplun(1967) advanced t.wo 
assertions, the Axiom of Existence and the Ansatz about 
domains of validity. These assertions are primitive and un­
verifiable assumptions of perturbation theory. They allow 
one to directly use definitions 1 to 3 to find approximate 
solutions to singular pertubation problems. 

Axiom (of existence Kaplun(1967)). lf equa­
tion E 1 and E2 are equivalent in the limit to arder c5(E) for 



a certain region , then given a solution S1 of E 1 which lies in 
the region equivalence of Et and E2, there exists a solution 
S2 of E2 such that as b---+ O, [51-52]/6---+ O, in the region of 
equivalence of E1 and E2. To this axiom, there corresponds 
an Ansatz to ensure that there exists a solution S1 of E1 
which lies in the region of equivalence of E1 and E2. 

Ansatz (about domain of validity) (Kaplun 
(1967)). An equation with agiven formal domain ofvalid­
ity D has a solution whose actual domain domain of validity 
corresponds to D. The word "corresponds to" in the Ansatz 
was assumed by Kaplun to actually means "is equal to". 

To find the ftow asymptotic structure we will follow the 
procedure of Silva Freire and Hirata(1990), of Cruz and Silva 
Freire(1995) and of Silva Freire(1996). 

Consider the intermediate variables 

with rJ(F) defined in the space of ali positive continuous func­
tions on {0, 1] . Substitution of equations (11) into the equa­
tions of motion and passage of the 1]-limit process on the 
resulting equations yield for the leading order of approxi­
mation: 

x-momentum equation 

( ) ( ) 
âit.; A ÔÚ; 1 âp ê ( A A 

OTd T} = OTd 1 : - +uj- = ----- 11.; -v.;), 
ât Ôxj p âx; prp 

{12a) 

( 
2 ) ) ÔÚ; A DU.; 

or·d u.,. < oni(rJ < onl(1) :- + 71 .. i-. - = at ax1 

1 op i: A A 

- --- -(u; - v;), (12/,) 
p ÔX; PTp 

( ( 2) ÔÚ; ÔÚ; 
ord ry) = oTd 11 . .,. :-+új- = 

Ôt ÔXj 

1 Ôp a ( A ' A ' ) (: ( A A ) ( 2 ) 
- -- - - 11..J11·2 - - 71.·i - Vi , 1 C 

p âx ; Dy prp 

â 2A 
1). 

oTd(rJ) < oTd(vju . .,.): O= v-
8 2 ; 

1/ry 

concentration equation: 

Dê A â(: 
ord(rJ) = orri(1): -

0 
+ 11-j -

8
A =O, 

t Xj 

{12c) 

(12!) 

{13a) 
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concentration equation: 

Dê oê· 
onl('rJ) = on1(1):- + Uj-

0
A ' =O, (13a) 

{)t Xj 

{)(; {)(: 
01'(i(u.,.c.,.) < oTd(rJ) < ord{1):- + ü1 - A-- =O, {13b) 

ât Dxj . 

·i( ) d{ ) Di: A âê {) ' ' 01( 1/ = OT u.,.c.,. :- + 71.j-A- = --(ê ?}. 2 ), (13c) 
Ôt ÔXj Ôy11 

( 13c) 

The two-deck structure of the boundary layer is seen from 
equat.ions (12c), (12e) , (13c) and (13e). Note that these 
four equations , are distinguished in two ways: i) they are 
determined by specific choices of rJ{f) and ii ) one of them 
o r both "contain" each of the other equations , but neither 
of them is "contained" by the other. They are, in the sense 
of Kaplun, " rich enough" to provide approximate solutions 
that cover the entire domain and overlap in some region. 
These equations are called principal equations. lndeed , the 
definitions of section two together with the Axiom of Exis­
tence and the Kaplun Ansatz about domains of validity, 
ensure that there exist solutions of the problem that lie 
in the region of equivalence of the principal equations and 
t.ha~. therefore cover the entire domain and overlap. We call 
(12c) and {13c) the outer equations. Equations (12e) and 
(13e) are called the inner equations.The balance of forces in 
the various ftow regions is clearly illustrated in the above 
equations. Note that while the velocity principal equations 
are located at points ord(rJ)=ord(u.;)and ord(ry)=ord(v ju.,.), 
the concentration principal equations are located at points 
ord(rJ)=ord(u . .,.c.,.)and ord(ry)=ord(>.ju.,.). The result is that 
if, and only if, ord(11 . .,.)=ord(c.,.) and ord{v)=ord(>.) the two 
ovelap domains 

D, = {ryjoTd(vju.,.) < ord(ry) < ord(u.;)}, (14) 

and 

(15) 

will coincide. Thus, in general, the concentration bound­
ary layer will have a different structure from the velocity 
boundary layer depending on the order of magnitude of c.,. 
and of À. To find local solutions for the velocity and the 
concentration fields we will consider the ftow in the inter­
section domain of sets (14) and (15). Next, we consider a 
mixing-length turbulence closure model to hold for both the 
turbulent stress and the turbulent ftux of concentration. As 
a result , equations (12d) and (13d) reduce to 



and 

a ( 2 _ 2 ( aú ) 2 ) ê _ _ - kyry- --(u-v)=O, 
ay'1 ay'1 pTp 

a (kk • 2 aú aê ) _ 0 - y --
ayry c '1 ayry ayry - ' 

(16) 

'(17) 

where the K!s are constants of the model. We further con­
sider •that the velocity and concentration solutions can be 
expanded as 

Ú = Úa + od1.b, (18) 

ê = êa + aêb, (19) 

where the small parameter a stands for (u- ú)/PTp. For 
the sake of simplicity, ( ú - ú) h as been considerad constant 
in the present work Substitution of Eqs.(18) and (19) into 
Eqs.(16) and (17) and collection of the terms of sarne arder 
of magnit ude gives the equations for the severa! orders of 
approximation. 

The result is: 

a) to the first arder equations 

_!___ (k2 1 2 (aua) 
2
) =O a ./ry <> , 

J/ry UJ/ry 

a (kk 2 Dúa aêa ) _ O -- cl/ry ____ - ' 
Dyry ayry ayry 

b) to the second arder equations 

_!___ (2k2 2 aua àub) _ -. = O , Yry Ca ' 
a11'1 a 11'1 a11'1 

_!__[(kkcy~(aua Oê:b + aêa Dúb)] =O. 
a 11'1 ay'1 Dvry a 11'1 av'1 

An integration of the above equations yields: 

a) first arder solution 

Úa = u.,.( Ilnyry +A), 

êa = c.,.( :c lnyry + B), 

b) second arder solution 

- [ y ( 1 bk -
1ib = ?J.,. kkc 2lnyry + ( T- 1)) + D], 

• [Yry ( bkc 1 
Cb = c7' k~ 1 - T - '2lnyry) +E]. 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 
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To the authors' knowledge, this is the first time that the 
above equations are presented in literature. They explicitly 
show the ivteraction between the velocity and the concen­
tration fields . Results found with the present approach are 
shown next. 

4. RESULTS 

The experimental validation of any theory developed for 
solid particle laden fiows is always difficult. ln fact, as men­
t ioned in the introduction the particle-laden environment 
is very hostile to the presence of intrusive measurement 
techniques , making it a must. to use optical techniques. ln 
this technique , a discriminat ion between the tracers and the 
solid particles can be achieved on the basis of signal ampli­
tude. ln any case, the complications are also great. Mea­
surement uncertainty ar ises from inacurate phase discrim­
ination, slight loading nonuniformity, small signal-to-noise 
ra tio, and from limi tations inherent to finite data records. 
As a resul t, experimental uncertainty in , say, the mean ve­
locity statistics is dose to 6%. This makes it very difficult to 
ascertain whether the particles actually give rise to a change 
in t.he shape of the fiuid mean-velocity profile or not. 

After a thorough li terature review, only two references on 
turbulent boundary layers laden with solid particles were 
found by the authors which present experimental data.on 
mean profiles, fiuctuating velocity profiles and power spec­
tra. All data, however , were restricted to the defect region 
of the fiow , none of them being capable of capturing the log 
behaviour of the inner layers. 

Here , to validate our results we will make a numerical s im­
ulation of the theoretical fiow behaviour , comparing the 
trends of the predicted solution with the fiow trends ex­
perimentally observed by Rogers and Eaton(1991)and by 
R éi.<>hidi et all i(1990). 

Simulation of the skin-friction results are shown below. Ac­
cording to the theory, the skin-friction coefficient value will, 
of course, depend on the direction of the turbulent fiux of 
concentration in the wall region. A negative fiux will in­
crease the skin-friction coefficient, whereas a positive flux 
will result in a decrease of this quantity. ln other words, 
the predicted values of C J will depend on the value and 
on the sign of c.,.. Note that this behaviour is quite differ­
ent from the skin-friction coefficient behaviour in unladen 
fiows where the only relevant small parameter , u.,. , is always 
positive. 
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For the values of a evaluated from the data of Rashidi et 
alli(1990), the departure from the classical law of the wall 
formulation predicted by equations (18) was smal!. This, 
indeed, is in accordance with the findings of those authors. 

5. CONCLUSION 

In the present work, a complete picture of the asymptotic 
structure of solid particles laden turbulent boundary layer 
flows has been given. Applicat.ion of Kaplun limit.s to the 
equations of motion shows that. both the velocit.y and the 
concentration fields have a two-deck structure, and t.hat., in 
general, the concentration boundary layer will have a differ­
ent structure from the velocity boundary layer depending 
on the order of magnitude of cr and of >... 

A further application of algebraic turbulence models to the 
equations of motion shows that both the velocity and the 
concentration profiles h ave a higher arder (y ln y) term. This 
result is derived here for the first time. The departure from 
the classicallaw of the wall predict.ed by equation (18) must 
be tested in the future for values of a with a lower order of 
magnitude. Such experiments are yet to be performed. The 
functional form of the solution, however, is clearly ident.ified 
here. 

A numerical simulation of the theoretical solutions shows 
that the results are plausible and that further developments 
must be pursued. 
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RESUMO 

No presente trabalho provamos a extstêncta de uma let de poténcta relacwnando o coefictente 
de atnto à espessum de camada.s limite em eqt<ilíbno, turbulentas, mcampressívets, com gradtente de 
pressão. Tal let sur·ge dtretamente da stmtlaridade existente na regtão xterna. Da análise, surge tam­
bém, um novo modelo de turbulência. A lei de potência obttda é camparada com dados experimentais 
mostrando boa concordânr:1a. 

Cl fato de muitos escoamentos de interesse pratico serem 
turbulentos e ocorrerem em regiões de gradiente de pressão 
adverso, \em gerado consideravel interesse 110 es\ udo da ca­
mada limite sob estas condições Neste estudo, a quantidade 
de maior interesse prático é, provavelmente, o coeficiente de 
a\ri\o, c,. Com ele o atrito \o\al no escoamento em \orno 
de corpos de formato arbitraria pode ser previsto ::::om isto, 
perfis de aerofólios e cascos de embarcações podem ser proje­
\ados, canais de escoamento em maquinas de fluxo podem ser 
o\imizados e cargas sobre estruturas sujeitas à açâo do vento 
ou do mar podem ser calculadas 

Motivado por Iodas estas finalidades tecnológicas, um 
grande número de es\uJos \em sido realizado. De forma geraL 
dois caminhos para a previsão de CJ \em sido seguidos . Nos 
estudos mais antigos, utiliza-se a equação integral do momen­
\um, juntamente com um modelo para as tensões de a\ri\o 
turbulento na parede e mais uma hipótese sobre a forma fun­
cional do perfil de velocidades ou do chamado fator de forma, 
H 12, Nos mais recentes, a equação integral do momentum 
\ambém é utilizada, porém em conjunto com uma de lei da 
parede e uma lei do atri\o geralmente derivada da propria lei 
da parede. 

Entre os melados descritos poyca diferença exis\e De' 
falo, ambos utilizam a equação integral do momen\ um, mais 
uma modelagem para o a\ri\o na parede e--direta ou in­
dire\amen\e--uma para o perfil de velocidades \ urbulen\o 
Diferenças podem ser enccr.\radas, bàsicamer.ie, r.o carà\er 
do sistema de equações a ser resolvido para a obtenção de 
c1. Nos métodos que utilizam a lei da parede, as equações 
apresentam-se acopladas, dificultan\o os calculas numericos 
Nos outros métodos, as equações apresentam-se usualmente 
explicitas, sendo esta sua principal vantagem. Ocorre, en\re­
\an\o, que as relações para o atrito na parede utilizadas nos 
métodos de lei da parede são sempre obtidas por solução das 
equações de governo do escoamento simplificadas de alguma 
forma, enquanto que nos ou\ros métodos a origem e geral­
mente o empirismo. Esta e a sua principal Jesvan\agem. 

Diversos representantes dos métodos que não utilizam lei 
da parede podem ser encontrados na h\ era\ ura, distintos no 
que diz respeito ao modelo de tensões turbulen\as Garner 
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(1944), por exemplo, utilizou·uma lei de potência idêntica 
à do caso sem gradiente de pressão como modelo de tensões 
turbulentas. Doenholf e Te\ervir, ( 1943), u\lizaram uma lei!o­
gari\mica proposta por Squire e Young (1938) Em ambos os 
casos, as tensões \ urbulen\as eram apenas função do número 
de Reynolds, Re~,, baseado na espessura de momen\ um da 
camada limite, 62 Truckenbrod\ ( 1952), por sua vez, utilizou 
uma ou\ra expressão, também em forma de lei de potência, 
mas dependente de H 12 e Re6,. 

O objetivo do presente trabalho é obter um novo modelo 
para a \ensâo \ urbulen\a na parede em escoamentos incom­
press!veis, com gradiente de pressão, sobre superflcies planas, 
que possa ser utilizado para a previsão \eorica de c, em algum 
dos métodos que não utilize a lei da parede. Para isto, faz-se 
uma análise por similaridade da região externa das camadas 
limite consideradas A análise e análoga à apresentada recen­
temente por Pellegrini e Cruz (1993) para o caso sem gradi­
ente de pressão. As equações diferenciais parciais de governo 
da região externa da camada limite são transformadas em or­
dinàri.as, observando-se o fato de que ali existe similaridade 
na forma estabeiecida por Ciauser ( 1~54) O modei~ para as 
tensões turbulentas surge desta análise sob a forma de uma 
lei de potência em Res e na velocidade externa a camada 
limi\e, U(x). Tal lei difere ligeiramente da de cara\er emp1co 
proposta an\eriormen\e por Garner (1944). 

Da mesma analise ainda, dois resul\ados colaterais são 
obtidos. No primeiro, um novo modelo para a viscosidade \ur­
bulen\a, Vt, e deduzido . Para isto parle-se apenas da hipótese 
clássica cie que v1. é função apenas da distância .x. ao longo 
da placa No segundo, verifica-se a hipótese feita por Coles 
(1956), que demonstra a existência de uma função universal, 
w, capaz de descrever a velocidade na região ex\erna da ca­
mada limite sem gradiente de pressão. Neste trabalho, Coles 
sugere que uma função 1r(x), multiplicando w, poderia ser su­
ficiente para responder pela presença do gradiente de pressão 
nestes escoamentos. Fica demonstrado aqui que se a similar­
idade da região externa das camadas limi\e com gradiente de 
pressão de falo existe, 1r deve ser constante 

Ao fim do trabalho, as previsões teóricas para Ct são 
comparadas com as previsões experimentais de Ar,dersen e\ a! 
(1972) e Blackwell e\ a! (1972), mostrando boa concordància 
Mostra-se, além disto, que o modelo de \urbulencia recai no 
caso sem gradiente de pressão obtido por Pe!legrini e Cruz 



(1993) quando a velocidade externa U (x) torna-se constante. 

EQUAÇÕES DE GOVERNO 

Seja um escoament o de fluido newtoniano, bidimensionaL 
permanente, incompress ível, l urbulenlo, sobre placa plana, 
com gradiente de pressão As equações da conservação da 
massa e da variação do m::>menlum podem ser obtidas de 
Schlich\ing (1962), cap . XXIII, fazendo nestas p = p e cha­
mando -( u'v') de r "'ll. Observando que para a regiãc> externa 
da camada limite a equação de Bernoulli fornece U d1J dx = 
-(ljp)dpjdx, lemos: 

8u &t> 
-+-=O, 
8x 8y 

( 1) 

u-+v-=U-+- v-+r . (2) 8u 8u dU 8 r 8u ] 
EJx EJy dx 8y EJy "'li 

onde as barras indicando média temporal foram omitidas por 
simplicidade e todos os. símbolos restantes tem o signicado 
tradicional. 

As condiçes de contorno para as equações (1) e (2) são 
u(x,O) = v(x,O) =O, u(x,6) = U(x) e u(O,y) = U(O), onde 
6 é a espessura da camadél limite e onde a velocidade do es­
coamento externo, U (x) , é considerada conhecida, posto que 
é ela quem estabelece o gradiente de pressão imposto ao es­
coamento. 

As equações de camada limite (1) e (2) podem ser ainda 
mais si.niplificadas se restringirmos sua aplica ção apenas à 
parte externa da camada limite. Esta região poderia ser 
definida como aquela em que, dada sua proximidade com o 
escoamento sem atrito externo, o lermo de tensão viscosa, 
v&u/EJJI, pode ser desprezado. A exisléncia de uma tal região, 
contudo, não é evidente e precisaria ser comprovada . Uma 
análise rigorosa da ordem de grandeza do termo desprezado 
parece ser o caminho mais lógico para cumprir esta tarefa . Tal 
análise, entretanto, não é possível, a menos que se façam al­
gumas hipóteses sobre o comportamento das funções u(x,y), 
v(x,y) e U(x) no sistema (1)-(2), desconhecidas a priori. Tais 
hipóteses são geralmente feitas de forma implicila em lodos os 
trabalhos que lidam que este lema. Em Silva-Freire (1988), 
por exemplo, e em outros trabalhos que utilizam melados 
de per! urbação, a existência da região externa é decorrência 
de se assumir que as equações de governo adimensionais de­
finem um problema chamado singular. Ao se definirem as 
chamadas escalas características de comprimento, indireta­
menle estabelece-se quais os lermos da equação de governo 
que predominam na região que está sendo tratada. Além 
disto, imagina-se que u, v e U sejam funções aproximada­
mente lineares, de tal forma que O(EJujEJx) = O(!::..tt/ !::..x), 
ele . 

Aqui, o que nos propomos a fazer é simplesmente post u­
lar a existência da região externa, definindo-a como aquela em 
que 11~ ~O. Tal hipótese será fianlmente confirmada pela 
comparação de nossas previsões com os dados experimentais . 

Assim, para a região externa da camada limite em esl udo, 
as equações (1) e (2) reduzem-se a: 

8u fJv 
'ã; + EJy =O, (3) 

fJu EJv. dU 8.,--;ry 
u- +v- = U- + --. 

8x fJy dx 8y 
(4) 
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Estas expressões mais as mesmas condições de contorno 
de (1) e (2), são as equações de governo do problemél 

ANÁLISE POR SIMILAR1DADE 

No estudo das camadas limite laminélres , a introdução do 
conceito de simiíaridade levou a consideraveis simplificações 
matemáticas na solução das equações de governo. C lauser 
( 1954) demonstrou que para camadas limite I urbulentas lam­
bem haviarr alguns tipos de esco menlo em que a similaridade 
era observada na região externa . Clauser chamou tais casos de 
camadas ltmite em eqttilt'brio. Em tais casos valia a expressão 
de similaridade 

u-U 
-- = !('fJ), (5) 

Ur 

onde U = U(x),"' = y/6, eu,. = ..;:;:JP, onde r, e a tensão 
de atrito na placa, dada por v&u/EJyl11=0 = r

0
. 

Argumentando que para a existência de equilibrio, as 
forças de atrito deveriam ser proporcionais as forças de pres­
são na camada limite, C lauser mostrou ainda que a condição 
de validade de (5) eró 

{3 = (61/'T,)apjàx = ele, ( 6) 

onde 81 e a espessura de deslocamento. Em 1967, Bradshaw 
(1967) mostrou que a restrição correspondente a f3 = ele no 
escoamento externo era U(:z: ) = Axm, onde A em eram cons­
tantes . 

Se substil uirmos todas as aparições da variavel u nas 
equações (3) e (4) pela expressão (5), a equação resultante 
deve, necessariamente, ser ordinária, uma vez que f depende 
exclusivamente de "' · Tal fato não apenas simplifica direta­
menle a solução das equações de governo, como lambem per­
mite algumas conclusões colaterais que examinaremos em bre­
ve 

Assim, reescrevendo (5) na iorma u = U + u,.f('fJ), pode­
mos substituir esta expressão em (3) para determinar v. Inte­
grando o resultado em relação a y e determinando a cons tante 
de integração pelas condições de contorno lemos : 

v= -U'ó["'] - ~6[F] +u,.6'[h- Fi, (7) 

onde, o símbolo(') indica derivada totaL F = J; f d'fJ. ·u,. e 8 
são funções de x. 

Calculando as derivadas deu nas direções x e y, t omando 
v da expressão (7) e substil uindo em ( 4) segue-se, após aigum 
rearranjo· 

(t•.,.u' + J,.u) [!] - (u,.u ~ + u'u,.) [!'"'] + u,.J,.[!ZJ 

(
. 2 6' 1 ) ( 1 J &r "'ll - v.,.-;;+wu,. fF = fJy . (8) 

Se, conforme (5 ), f depende apenas de TJ, todos os coefi­
cientes que multiplicam os colchetes na equação acima devem 
ser constantes, pois do contrário f dependeria, por exemplo, 
deu,. que, por sua vez, depende de x. Antes, porem, de aplicar 
tal restrição aos coeficientes de (8) cabe observar um ponto 
bastante importante . 

Relações de similaridade como a (5), são obtidas verifi­
cando-se se perfis experimentais de diversos escoament os po­
dem ser levados a coincidir, quando representados nas va­
riáveis de similaridade escolhidas Tais variáveis são, geral-



mente, sugeridas por algum tipo de consideração sobre ordens 
de grandeza, ou alguma análise dimensionaL Desta forma não 
é possível decidir se pequenos desvios entre os perfis dos diver­
sos casos devem-se a erros experimentais de medida ou a uma 
possível inadequação das variáveis de similaridade escolhidas 
Por este motivo, ludo o que é válido exigir da equação (8) 
é que seus coefictentes de pnme1ra o1·dem de grandeza sejam 
constantes. Tal fato ja havia sido observado por Pellegrini 
e Cruz (1993) em um artigo anterior para o caso sem gradi­
ente de pressão Normalmente, conforme mencionado neste 
artigo, conclusões contraditarias sõ obtidas ao se exigir que lo­
dos os coeficientes sejam constantes. Certos autores definem 
o caso em que apenas alguns dos coeficientes são constantes 
dizendo que existe "similaridade incompleta" O que não se 
deve perder de vista, entretanto, é que não é possível garantir 
que qualquer expressão de similaridade obtida experimental­
mente como a (5) leve a urna similaridade complela. 

Dilo isto, passemos a avaliar as ordens de grandeza dos 
termos de (8). Evidência experimental mostra que O(u,.) < 
O(U). Aplicando esta observação à (8), verificamos que o 
quinto e o sétimo \ermos são pequenos quando comparados 
ao primeiro, e que o sexto é pequeno quando comparado ao 
terceiro. Utilizando apenas esta hipótese, temos: 

I I (i f)' I ) I 8T"'1J (u,.U + u..U) [/]- u,.U {; + U u,. [/ rJ] = - (9) 
&y 1 4 o"~•f'ft 

Observando que os parênteses representam derivad?s de 
produtos e dividindo toda a equação pelo coeficiente d.e f 
vem: 

Todos os lermos restantes nesta equação serão manti­
dos. No que diz respeito ao segundo lermo, isto é justificavel 
fazendo-se a hipótese de que a operação d() / dx altere de 
mesma forma as funções U8 e Uu,., isto é que O(U8) 1/(U8) = 
O(Uu,.) 1/(Uu,.). Quanto ao terceiro \ermo, apenas a parle de 
primeira ordem foi mantida. Isto em nada afe\a a análise 
porvir. 

Para obter informação a respeito de -r"'ll, precisamos as­
sumir algo a respeito de sua forma funcionaL Façamos então, 
como Clauser (1956), a hipótese de que T"'li = v(x)&ufây. 
Substituindo (5) nesta expressão e o resul\ado obtido em (10), 
temos· 

Chamando os coeficientes da expressãó (11) de c1 e c2, 

ambos constantes, obtemos 

(U8) 1 (Uu,.) 1 

Uij" = q Uu,. ' 

Vt(x) = c2 82U (Uu,.)
1

, 

Uu,. 

(12a) 

(12b) 

A equação (12a) pode ser diretamenle integrada e fornece 

(13) 

onde C 1 e C 2 são conslanles. Para evitar a dependência entre 
Vt eu,., podemos substituir (12a) em (12b) e obter 

(14) 

com C3 constante 
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Para determinar as constantes de integração, C ~o C2 e C3 

é preciso comparar as expressões (13) e (14) com resultados 
experimentais Como a lei (5) de similaridade de Clauser so 
é válida para f3 = constante, diferentes valores de f3 devem 
resultar em diferentes valores de u,. e de v1, significando que, 
em princípio, pode-se esperar dependência de Ct, C2 e C3 
com f3. 

A análise das expressões (13) e ( 14) será deixada para o 
próximo item. Por enquanto, vamos apenas reescrevê-las em 
outras formas, futuramente úleis. A través das definições de 
CJ e Re6 e considerando a forma de '~""'11 dada por Ciauser, 
temos: 

c, c u-"'R c. 2 = 4 e6 , (15) 

(16) 

Tanto as expressões (13) e (14), quanto suas correspon­
dentes (15) e (16), são o resultado principal deste trabalho. 
Todas elas apresentam-se inéditas ao nosso presente conheci­
mento. Como dissemos anteriormente, Garner (1944) apre­
senta em seu trabalho expressão semelhante à (15 ), sem a 
dependência com u-.t e de caráter puramente empírico. A 
mesma expressão é utilizada por Andersen et al (1972) em 
sua análise sobre equilíbrio na camada limite . 

A análise que acabamos de apresentar, onde a lei de si­
milaridade (5) foi aplicada às equações de governo (3) e (4), 
poderia ser repelida partindo de expressões diferentes da (5) 
De fato, não ha nenhum resultado conhecido que prove que 
se uma relação de similaridade existe, então ela é unica. Uma 
outra relação de similaridade poderia, por exemplo, ser obtida 
à partir da equação proposta por Coles (1956) em seu tra­
balho. Nesle, ele demonstra pela primeira vez a existência da 
similaridade (u- U)/u,. = f(rJ) na região externa da camada 
limite, para o caso sem gradiente de pressão. Utilizando la! 
observação, Coles deduz sua lei da esteira, que é uma ex­
pressão para o perfil de velocidades, semelhante à já enião 
conhecida lei da parede para o caso. Tal lei, na forma origi­
nal lê-se: 

u 1 yu,. l!' 
- = - ln - + A+ -w (rJ), 
u,. k 1/ k 

(17) 

onde y é a distància perpendicular à placa, k, A e ,. são cons­
lanles a determinar experimentalmente e w é uma função uni­
versa~ também a ser determinada experimentalmente. No 
mesmo trabalho, Coles propões os valores k = 0.41, A = 5 .O 
e li'= 0.55, e apresenta a função w = w(rJ) em forma tabular 
Ele ainda sugere que a lei da esteira (17) possa ser extendida 
ao caso com gradiente de pressão se l!' puder variar com x. 

Para investigar esta última hipótese, vamos reescrever 
a lei da esteira de Coles, fazendo a diferença ufu,. - U /u,., 
lembrando que u( 8) = U e passando u,. eU para o lado direito 
da equação resullante: 

[
1 lr(x) )] 

u=U+u,. klnrJ+-k-(w(7J)-2 (18) 

Tal equação pode ser substituída nas equações de go­
verno do problema, (3) e (4), de forma análoga ao que foi 
feito anteriormente com (5) A análise, embora' um pouco 
mais trabalhosa, é idêntica à anterior, inclusive no que diz 
respeito às hipóteses sobre ordens de grandeza dos termos. 
Ao exigir que os coeficientes da expressão resuhante sejam 
todos constantes, obtemos: 

vt = c3 8(U8) 1
, 

(19a) 

(19b) 



1r ( x) = cti, (19c) 

onde C6 é constante Como se pode ver, as expressões (19a) 
e (19b) são idênticas às (13) e (14), obtidas anteriormente 
c:om o uso da relação (5) de similaridade de Claus'"r. Isso é 
perfeitamente coerente, se lembrarmos que;, expressão da lei 
da parede de Caies, (17), foi obtida supondo similaridade do 
tipo (u- U)/t~.r = /(71) na região externa, que e exatamente 
a lei (5) 

Entretant o, a expressão (19c) demonstra que se a lei da 
esteira de Coles é válida , então 1r deve necessariamente ser 

constante. Em outras palavras, demonstramos que o modelo 
de lei da parede de Coles não pede ser levado a contemplar os 
efeitos devidos ao gradiente de pressão, fazendo-se 1r = 1r(x). 

ANALISE DOS RLSULTAOOS 

Como já dissemos, os resultados fornecidos pelas expres­
sões (13), (14) e (19c) são inéditos ao nosso conhecimento. 
Neste item, tais expressões serão comparadas com dados ex­
perimentais e sua coerência-será discutida. Dado suas formas 
bastantes distintas, cada uma sera analisada separadamente. 

Lei do A \rito. Ant es de mais nada, cumpre observar que 
a lei do atrit o expressa nas formas (13) ou (15) recai nas 
correspondentes expressões consagradas para o caso sem gra­
diente de pressão quando U(x) =constante. Tais expressões 
foram obtidas por Pellegrini e C ruz ( 1993) pelo mesmo me­
todo aqui utilizado e sua validade já havia sido demonstrada 
empiricamente por diversos autores antes disso . 

Para a comparação da lei do atrito com o experimento, 
escolhemos os dados publicados por Andersen e\ al (1972) e 
Blackwell e\ ai (1972), para escoamentos cem transpiração 
(sucção ou injeção) de fluid o através da placa Obv iamente, 
apenas os casos sem transpiração foram u\lizados . O mo tivo 
para a escolha de tais dados é que eles são os mais recentes que 
se pode obter. Além disso, Kays e Moffat ( 1975) já haviam 
comparado os resultados de Andersen e\ ai (1972) e Black­
well et ai (1972) com uma grande quantidade de resultados 
pré-existentes na literal ura e verificaram que eles eram vir­
tualmente idênticos, podendo ser assim considerados como 
defini\ ivos. 

A figura 1 mostra, em gra fico di-log, a comparação entre 
a equação do atrito, na forma dada em ( 15 ), e os dados expe­
rimentais . A curva superior representa o caso sem gradiente 
de pressão, aqui apresentado como caso \este . A curva inter­
mediária representa o caso com gradiente médio de pressão 
e a curva inferior, com gradieme forte de pressão. Em to­
dos os casos os gradientes testados eram adversos, mas não 
suficientes para causar separação. Como se pode verificar, a 
concordância entre teoria e experimento é muito boa, exceto 
para baixos Re6, o que não é de se estranhar, pois a camada 
limite turbulenta nestes casos provavelmente ainda não está 
completamente formada . 

Aparentemente, quant o maior o gradiente negativo de 
pressão, maior o Re6 abaixo do qual as previsões teoricas fa­
lham. Isso pode ser explicado observando-se que a espessura, 
6, da camada limite cresce, para um dado x, à medida que 
aumenta o gradiente negai ivo de pressão P ortanto, cresce 
também o Re6 abaixo do qual a camada não está completa­
mente formada 

(J valor das constantes C4 e C5 pode ser obtida medindo­
se os coeficientes linear e angular, respectivamente, da reta 
que melhor se ajusta aos dados experimentais na figura l. 
Tal procedimento levou aos valores de C 4 e C5 x .8 listados 
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Figura l - Equação do atrito 

na tabela 1 e representados na figura 2 Como se pode ver. 
a variação de C4 com .13 é praticamente linear, enquant o que 
a de Cs com {3 é aproximadament e quadrática Como C4 e 
C6 foram vbtidus de um gráfic;o di-log, seus valores devem ser 
considerados com bastante cautela, uma vez que são muito 
sens1veis ao aj uste das retas aos pontos expenmentais . For 
este motivo, nenhuma tentativa foi feita no sentido de se pro­
por expressões para as curvas que melhor ajustam os pontos 
da figura 2 

Tabela 1 - Variação de C4 e C& co m {3 . 

m !3 C4 C& 

-0.00 Q 00 178 -0. 25 6 
-0 .15 0.70 318011 -1 189 
-0 .20 1.55 727497 -1.341 

8E+5 0.0 

C4 c. / 
685 / 

/ C5 / 

/ \ / 4E+5 '\..""- .( 

/ 
/ 

/ - C5 

~ -0.4 

t- -0.8 

2E+5- /~~-1.2 
/ 

/ 

OE+O -1 .6 

0.0 0.4 0.8 1.2 fl 1.6 

f \11ura 2- Variação de C4 e C& com {3. 



Modelo de Thrbulência . De inicio, vamos verificar se o 
modelo para as tensões de atrito turbulento aqui obtido, (16), 
recai nas expressões consagradas quando U (x) torna-se cons­
tante. Um dos modelos mais utilizados e o devido a Clauser 
(1956) 

&tt 
r"'ll = C3U6 -. ay (20) 

Em um recente trabalho, Pellegrini e Cruz (1993) ob-
tiveram a seguinte expressão · 

--1 au 
rxy = C3Ubb --

8y 
(21 ) 

A diferença, como se pode ver, é a prença do termo 6'. 
Tant9 (20) como (21) valem apenas na região externa da ca­
mada limil'"· A expressão (21 ) foi obtida pelo mesrno meiodo 
aqui utilizado. Ale o momento, não se tem not1cia de que ela 
tenha sido diretamente comparadas com dados experimen­
tais Entretanto, ela parece fisicamente mais razoável do que 
a (20), pois afirma que o fluxo turbulento de quantidade de 
movi~ento depende não só de i:-, mas também de {/.Tal de­
pendência fica evidente se considerarmos que quanto maia.· o 
fluxo dt> quantidade de mov iment o I urbulenta a través da ca­
mada limite, maior tem que ser sua taxa de crescimento, pois 
mawr sera a interferência do fluido interior sobre o exterior. 

Como no caso da lei do atrit o, a expressão ( 16) recai 
na (21), cuja consistência mostramos acima, quando U(x) = 
constante. Além disso, ela afirma que o fluxo de quantidade 
de movimento turbulento depende não so de U(x), mas tam­
bém de U'(x), o que parece razoável. De fat o, pela equação 
de Bemoull~ U'(x) = - (1/pU(x))dpjdx. Assim, supor que o 
fluxo turbulento depende de U' (x) equivale apenas a ::upor 
que ele depende do gradiente de pressão 

Uma demonstração definitiva de que o modelo expresso 
pela equação ( 16) é adequado porém, so pode ser obtida por 
comparação direla com o experimento, o que não foi possível 
fazer até o momento Uma possível comparação indireta. é 
a utilização de (14) como medeio de \urbulencia em algum 
esquema de solução numérica da camada limite Tal com­
paração encontra-se no momento em curso e, esperamos, será 
pu biicada em breve 

Como a expressão (14) provêm, em uliima análise, da 
hipótese de similaridade (5), fica claro que sua validade é 
também restrita a região externa da camada limite, aonde 
vale a expressão (5) 

CONCLUSOES 

No presente trabalho foi dedmida uma expressão inedita 
para o atrito na parede e foi criado um nov o modelo para 
as tensões turbulentas na região externa da camada limite 
incompress1vel, sobre placa plana, com gradiente de pressão 
O método utilizado consistiu em impor similaridade obtida 
experimentalmente as equações de governo do problema e, 
em seguida, avaliar as consequencias deste fato . 

Durante a análise, foram feitas algumas hipoleses : 

(i) Existe uma região, chamada externa da camada limite, 
onde vfJv/ôy ~O, 

(ii) Existe similaridade da forma (u- U)/~ = /('7), com~ 
diferente de zero ; 

(iii) A velocidade u,. e pequena quando comparada a U(x) em 
todo o escoamento; 

(iv) Vale a relação funcional v= dx), conforme Clauser 
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As hipóteses (i) e (iv) não criam nenhuma restrição à 
validade das expressàes aqui deduzidas. Apenas explicam 
algum possível afastamento entre os resultados previstos e 
os experimentais A hipótese (iii) é uma verificação experi­
mental e vale em todo escoamento em camada limite. Já a 
hipótese (ii), restringe a validade das equações (13) e (14) ao 
caso em equilíbrio, onde p = (ót!r,)(dp/dx) = constante ou, 
equivalentemente, U(x ) = ,4xm Além disto, a restrição ac 
denominador, isto eu,. 'f O, estabelece que a teoria não vale 
na região de separação . 

Dos resultados obtidos na análise realizada, todas as ex­
pressões são inéditas . A comparação das previsões teóricas 
para o atrito na parede com os dados experimentais, mostrou 
conco rdância notavelmente boa. É importante notar, entre­
tanto, que um maior número de valores de !3 seria necessário 
para que conclusões definitivas sobre a dependência de c, e 
C5 com este parâmetro pudessem ser alcançadas. 

No que diz respeito ao novo modelo de\ urbulência, uma 
demonstração definitiva de sua validade não foi aqui apre­
sentada. Apenas demonstrou-se que nenhum resultado inco­
erente decorre de sua existimcia . Algum tipo de comparação 
direta ou indireta entre teoria e experimento faz-se necessária 
no fui uro 

IJe iodas estas hipoteses, apenas a (ii) impõe uma res­
trição mais ou menos severa a validade dos resultados aqui 
obtidos. Ainda assim, o presente estudo pode ser de grande 
valor na tenta\ iva de se compreender totalmente o fenômeno 
mais geral, que é a camada limite com gradiente de pressão 
arbitrário. 

Como sugestões para trabalhos posteriores, acreditamos 
que a simples extensão dos resultados aqui obtidos aos casos 
compressível, com transpiração e com transpiração e gradi­
ente de pressão, seja imediatamente proveitosa. Além disso, 
é provável que a busca de novas expressões de similaridade 
sej.:~ também bastante útil, não apenas para a presente abor­
dagem, como para muitas outras possíveis 
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ABSTRACT 

In lhe present paper we prove the exis\ence of a power 
law relating skin-fric\ion \o equilibrium boundâry layer \hick­
ness in \ urbulen\ incompressible flows wi\h pressure gradien\ 
The power law is direc\ly derived from \ he similarily observed 
in lhe externa! region of this type of boundary layer. From 
\h e sarne analises, we also derive a new t urbulence model 
At \he end of lhe paper, lhe power law is compareci wi\h 
experimental data available on lhe li\era\ure, showing good 
agreemen\. 

1862 

' 



VI ENCIT I VI LATCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

The Stanton Numbcr Equation Ncar a Scparation Point 

A3Cin 
hy Dauiel O. A. Cruz and Atila P. Silva Freire 

Mechanical Engineering Program (PEMCOPPE/UFR.J), 
C.P. 68503, 21945-970- Rio de .Janeim- Rra:dl 

ABSTRACT 

The present wor·k uses asymptotú: and dinu:nsional <11'f!U7nr.nts to find near wall nppm:úmate 
solntions that hold for· positions npstrearn, at and downstr·eam of a sepamt.ion point. The r·e.mlts show 
that at the sepamtion poi.nt the classical velocit.y logm·i.thm.ic solnfion n:duces to St.mtfm·d 's law of the 
wall, whereas, for· the tem.pemtur·e pmfile, an irwer·se halj-pouJer· law is obtained. To the author·'s 
knowledge this is the fir·st time that such law is der·ived fm· the tempemtur-e. This law is conobomted by 
experimental r·esults as well as by a num.er·ical sirnulation of the flow field. The nu.mer·icnl calculations 
use &, 'two- equation differential modd for· the descr·i.ption of the tur·bnlence and wall fu.ncf.ion laws fm· the 
especification of the boundar·y conditions. R.es1J.ll.s ar·e pr·esented fm· the velocity and ternpemture fields, 

ski.n-friction coefficienf and Stanton 1111mber. 

1. INTRODUCTION 

The great. difficult.ies found in t.he past. for dealing wit.h 
t.urbulent. flows have led to the devclopment. of many simpli­
fied theories. The concept.s of eddy viscosit.y and of mixing 
length are t.ypical examples. White subjected to some at­
t.ack, for the Jack of apparent generality, certain theories 
have become ageless and of much wider scope t.han anyone 
could have envisaged at. the time they were advanced. The 
Reynolds's analogy bet.ween skin-frict.ion anel heat. t.ransfer 
is a particular case of sound su~cess. Reynolds suggested 
t.hat. in turbulent flow moment.um and heat. were tral!~;encrl 
in the sarne way. The result is that. t h e transfcr of heat. from 
a fixed wall and t.he skin-frict.ion at. this wall were related 
through a constant. It follows that the Reynolds' analogy 
only holds under special conditions. Extensions of t.he t.he­
ory for more general cases were provided by severa) aut.hors, 
including Taylor, Prandt.l and Kamvln in separat.ed works. 
The purpose of this work is to consider the Reynolds's anal­
ogy for t.he flow near a separation point.. At t.he separation 
point, the skin-friction is zero what. according to the clas­
sical analogy, would imply a zero rate of transfer of heat 
at the wall. This fact is clearly not. observed in nature. 
At the separation point., t.he coefficient. of transfer of heat. 
at the wall has a finit.e value which must., t.herefore, be as­
sessed from some alt.ernative approach. The present. work 
will advance local approximat.e solut.ions that hold in t.he 
near wall region for positions upstream. at. and downst.ream 
of the separat.ion point.. These solut.ions will be obt.ained by 
asymptot.ic and dimensional argjlment.s. having as a basis 
for their development. t.he previous result.s of Cruz and Silva 
Freire(1995a, 1995b). The result.s confinn t.hat. upst.ream 
of the separation point a logarit.mic solution is found for 
both t.he velocity and the temperature fields. At the sepa­
ration point, Stratford 's half-power law is recovered for the 
velocity profile wherea.s a new inverse half-power law is de­
rived for the temperature profile. This di!Terent. funct.ional 
form between the velocity and t.he t.emperat.ure fields is a 
consequence of the break down in t.he Reynolds's analogy. 
The results for t.he reverse flow region show t.hat. logarit.h­
mic profiles are also found t.here. Ali theoret.ical result.s are 
validat.ed with the backward-facing st.Pp flow dat.a of Vngd 
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and Eat.on(1985) and wit.h thc divergent. channel flow data 
of Driver and Seegmiller(1985). ln addition, a numerical 
implement.ation of the theory is made so as to comparl' 
the present formulation with more complex and expensive 
approaches. ln particular, a comparison is made with the 
R.SM fonnulatiou of Hwang nud Peng (1995). The new re­
sults present.ed herc include velocit.y, skin-frict.ion and Stan­
ton number profiles J.ncdict.ions. 

2. THEORY 

The asympt.ot.ic st.mct.ure of t.he separating turbulent 
boundary layer has been derived elsewhere (Cruz and Silva 
Freire(1995a)). An applicat.ion of the single limit. concept 
of Kaplun(J967) t.o the equations of motion yields a two­
deck a.symptotic structure for the flow which is different 
from the asympt.ot.ic structure found by other authors (Ya­
jnik(1970), Mellor(1972)). The new structure (Silva Freire 
and Hirata( 1990), Silva Freire(l 996)) identifies far upstream 
of the separation point two principal equat.ions located re­
spectively at. points onl(r1) = onl(n;.) and onl(1J) = onl( ~) 
of the validity domain. Passage of the single limit. in the 
strearnwise direction in t.he limit as the separation point. is 
approached, shows that. t.he t.wo principal cquations merge 
giving rise to a ncw asympt.ot.ic st.ruct urc. This merging 
of t.he principai equat.ions result.s in t.he disappearance of 
thc log-reginn, reducing t.he llow st.ruct.ure to a wake layer 
and a viscous layer. The result. is t.hat t.he half-power law 
of Stratford i~ recovered for t.he velocity profile and a new 
minus-half-power law is derived for the t.emperature profile. 
A not.eworthy point. is that near to the separation point. t.he 
classical inr.er scaling poses a major problem for the classi­
cal t.wo-deck asympt.ot.ic structure to deal with large adverse 
pressure gradient.s, since at. the separat.ion point Tw -+ O. 
Tlms, to establish a single scaling proccdure which naturally 
accommodatcs the far upst.ream two-layered structure into 
a t.hree-layered structure near a separation point, Cruz and 
Silva Freire(1995a) defincd a new scaling parameter that ex­
presses t.he balance of forces in the velocity overlap domain. 
This para1ndPr is dt•l<'llllill<'d tln"ngh an <'xact. nlgel11aic 



equat.ion. The asympt.otic st.ruct.ure of bot.h the velocit.y 
and t.he t.emperature fields are shown schemat.ically in fig­

ures 1 and 2. 
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Figure 2. Tcmperature ficld asymptotic structurc 

To find local solutions in the near wall regions , we follow 
the procedure of Cruz and Silva Freire(l995b). The result. 
is that, depending on t.he flow posit.ion, t.luee different. solu­
tions are found. For t.he velocit.y profile we find: 

case 1: ~ ~ O -> 

2 
li.= k 

1 dPw 
rw / P+ ---11+ 

p dx · 

FwTP /rw/P + ~~11- FwTP 
---ln c k ~ + 1(x), 

rw/P + ~~11 + FwTP 

case 2:~ S O a.nd ~~~111 ~ lrw /PI-> 

2 
1J = k 

1 dPw 
Tw / P + --y+ 

p dx 

Tw/P 2 
J-rw/P k arct a n 

!~1/ Tw/P + p dx' -1- C2( :r) , 
- rw/P 

case 3: ~ S O a.nd 17, ~111 S Ir,./ Pi -> 

(2 .1) 

(2 .2) 

2 
11= k 

-rw/ p _ ~ rlJ>w 
P d:r y-

,;;::JP I J -r.., j p -
-k- · ln --;=== 

· . / - r..,jp' _ 

+C~(:r) . 

1~1,-· p d.x , 

1~1!+ p tlx · 

F:/PI 
J - rw/P 

(2 .3) 

Thc above cquat.i ons are a gencrnJi,.at.ion of t.Jw classical law 
of t.he wall for separat.ing !lows. Far npstrcam of t.he sepa­
ration point. where rw/P >> (rll'w/<h)(yjp) equat.ion (2.1) 
is scen t.o rcduce to t.he classical law of t.he wall. Near t.o 
t.he scparat.ion point. wh e rc Tw - • O, cquat.ion (2.1) reduces 
t.o Strat.ford 's law of the wall. In t.he reverse fl ow region, 
the expression u erived for CASE 3 shows a logarit.hmic be­

haviour. The revcrse fiow direct.ion is implied by t.he minus 
sign of r..,. For t.he t.cmperat.ure field , a similar result. can 
be found . Depending on t.he flow region, t.hree t.empera t.ure 
solutions can be found : 

case 1: !:Iii. > O -> 
p -

I I l <l1J.c. - ~jp 1 l V Tw p - - (, dx 1/ V I w I fl 
T -~--ln ...!...=======---== 

kt. pc, ~ ;-;::;; + 7, <!f[:-11 + ,;;::JP 
+Ct 1 (x,P,) . 

case 2:~ S O n.nrli~~YI ~ lr.., f pl-> 

(2.4) 

7' 
_!_ qw 2 
kt pc

1
, ~ a rc t.an 

!~1/ Tw/P+ p dx' +Ct2(X,Pr), 
-rw/P 

case 3: ~ S O n.wl I~ ~111 :S: lrw / PI -> 

/._ I . !.ll.':w., __ 
1 2 I V ·Tw p I' ,Jc, , / _2.<!:_ ___ 111 

k, pr:l' r;;;;;_ ~-T w/P- ! ~1/ + 
v -~- p ~ 

T 

+ Ch(T, !',.). 

(2.5) 

J - Tw!rl 

J - rw/P 

(2.6) 

These equat.ions are t.he law of t.he wall for t.he t.e mperat.ure 
boundary layer in separating fiows. White present.ing t.he 
expected logarit.hmic be hav iour upst.ream of t.he separat.ion 
point , t.he above P.quat.ions a lso show t.hat. in the limit case 
Tw ~ O, t.he t.emperat.ure profile reduces to a minus-half­
power law. Thus thc t e mperat.ure profile becomes 

7' 
1 q w -2 

k, pr·, fi_ <l1J.c.1J v p tl:r.' 

+ Clt(.T , T',.). (2 .7) 

This <'quat ion h as a fun c t ional fonn difl<·n·!lt. front St.rat.­
ford's law nf t.IH• wall . and this I'!P:uly charactc'riz<'s the 
hrPak dn\\'!l nf thr• I!P\'IlOi,J .q :ut:dng.1· 'I'J,. . l<'l'ion of \':tlidit.y 
of <'qllat.io ns (2 . t ) lo (2.f>) i>< illl :;lo:tl<·.l ioo l ' iJ~III< ' :1. 

1864 



V ohdlty Repon for 
tl" Laws o[ lhe Wall 

Figure 3. Validity domain of Iaws of thc wall 

ln the next sections, we will give experimental evidence of 
the above formulation . This will be made in t.wo ways: l) 
by a direct analysis of t.he experimental data and the real­
ization that the temperat.ure profile has a minus-half-power 
behaviour , and 2) by a numerical implement.ation of ex­
pressiona (2.1) to (2.6) in a finit.e· volume met.hod compu ter 
code. The predicted skin-frict.ion , Stant.on number and ve­
locit.y profiles will then be compared wit.h t.he experimental 
data. 

3 . EXPERIMENTAL VALlÜATlON 

The theoretical results will be validat.ed with t.he back­
ward-facing st.ep flow data of Vogcl anel Eat.on( 1985) and 
with the divergent channel flow data of Driver and Seeg­
miller(1985). The experimental flow condit.ions for bot.h ex­
periments are shown in Table 1. 

Table 1. Experimental flow conditions 

autor U[m/s] R t:'. Qw[W/m 2
] 

Vogel et alli 11.3 28000 270 .0 
Driver at alli 44.2 37000 0.0 

The temperat.ure profiles in t.he revcrse fiow regions are 
shown in Figure 4. The occurenc.e of a logarit.hmic solut.ion 

is evident as predicted by solut.ion (2.6) ln f'igure 5 , t.he 
temperat.ure profile at t.he separat.ion point is shown . The 

existence of a flow region where T"" - T ~ !/-! is apparent. 
The existence of an adjacent to the wall viscous sub-layer 
and of a defect. layer can also be seen in this figure . The 
half-power law for the velocit.y profile is shown in Figure 
6. According with the t.heoret.ica l results , t.his figure shows 
that the half-power law holds not only at the separat.ion 
point but also for the reverse flow region as predicted by 
Eq. 2.3 . 
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4. NUMERICAL RESUI;l'S 

' I 
-0 .4 

1.0 

A numerical implement.at.ior1 of t.he present. t.heory 
was made wit.h t.he hclp of thc comput.er code CAST 
(Comput.er Aided Simulat.ion of Tmbulcnce, Peric and 
Scheuerer(l989)). This program uses a conservat.ive finit.e­
volume met.hod in primitive variables, being t.hus similar in 
st.ruct.ure to ot.her existing fluid flow predict.ion schemes such 
as TEAM and TEACH. For t.urbulent. flow, t.he codc solves 
t.he Reynolds averaged Navier-Stokes equat.ions in connec­
tion wit.h t.he K-Epsilon different.i a l t.urbulence model of 
Launder and Spalding(l974) . The five empírica! const.ant.s 
appearing in t.he code t.ake on t.he standard values. Since 
CAST uses t.he wall funct.ion m et.hod , updat.ing t.he program 
was a relatively st.raight.forward afTilir. To evaluat.e t.he mo­
ment.um balan ce at. t.he adjacent. to t.hc wall volume control, 
we made 

to Tw ~ 0: 

t p.;K 
Tw == K.r·,,. ln E~ly1 7lp, (2.8) 

to Tw < 0: 

(2.9) 

I n t . h c~ ahn\'f' r q11at in 11 , u 1, dc' l!lll c·s tI H' ll"w \'Ploc·it .\' I n I h r 
lir"t. 1:1 id poirrl . 
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1/1 = 1Jpr1) pJK /v. (2.10) 

1)2 = 1/p / L c, (2 .11) 

~ ± I !lu. I V 1 + ( .e...) 2 
v ! !!& 211 p p -rw p dx '1" 

(2.12) 
Lc = I dP -== p dx 

1h = c,, t pJK, (2.13) 

and El e E2 are model const.ant.~< given by ln f~l = 5 anel 
ln E2 = 8.1. For t.he evaluat.ion of the t.cmpernt.ure profile, 
the boundary condition at. t.he wall was taken as 

(Hc-Hw)pc,)I<c! _ 

Qw 

P1't I I j~Tw_/_p_+__,.,.,~.,!-12 - NP I+ Ct + Cq, (2.}1\) 

-;;- n jTw/P+ ~~112+ ;:;::/PI 

where H c and K r stand for the enthalpy and t.he t.urbulent. 
kinetic energy at the first grid point .. Qw is t.he heat flux at. 
the wall and Cq is given by. 

Cq = 12.5P1· 21 ~ + 2.121nP1· -- 5.3. i.f P!' > 0.5, (2.15) 

Cq = 12.5P,· 2 1 ~ + 2.12ln P1· - 1.5, if Pr ~ 0.5. (2.16) 

The concept. of a t.urbulent. Prandl.l number was used 
here. The calculat.ed streamlines are shown in Figure 7. 
The calculated reat.tachment point. is locat.ed at. 5-7/10 st.ep 
heights dowstream of separat.ion as opposed to the 6-2/3 
step heights from t.he experiments. Figure 8 shows the cal­
culat.ed velocit.y profiles for severa! stat.ions upstream of t.he 
separat.ion. As can be seen, t.he theoret. ical predict.ions are 
very good. 

The calculat.ed values of t.he skin-fr ict.ion for t.he hack­
ward-facing step flow geomet.ry of V o gel and Eat.on( 1985) 
are shown in Figure 9. The impr~vement. in the predict.ions 
wit.h the int.roduct.ion of t.he new law of t.he wall formulat.ion 
is remarkable. The assessment. of t.IH' point. of minimum Cf 
value is, in particular, very good. Thc ncxt. figmc , Figurr 10, 
shows the skin- fl'i c t.ion prcdict:ion~ fnr t h r divcrg<.'lll. channrl 
flow geometry of Driver and Seegmillcr(l!J85). ln this figmc 
a comparison is also made with a RSM simulat.ion of t.he flow 
by Hwang and Peng (1995). The results obt.ained wit.h t.hc 
present formulation are clearly comparable wit.h t.he more 
sophisticated RSM formulation. 

The Stanton number predict. ions are shown in Figure 11 
for the backward-facing step flow geomet.ry. The result.s are 
reasonable. Possibly, the Jack of a bet.t.er agreement. is t.he 
result of t.he t.urbulent. Prandt.l numbcr fonnul at. ion. 
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5. CONCLUSION 

We have succeeded in the present work in showing tlmt 
the temperatute profile obeys a minus-half-powcr l11.w in thc 
vicinity of 11. separation point. The result, which was dcrived 
through some asymptotic arguments, was corroboratcd by 
the experimental data of Vogcl and Eaton(1985). To thc 
present authors ' knowlcdge, this is thc first time th:ü surh 
result was shown and validated in the liter~ture. F'urthe­
more , we have shown how the existing K-Epsilon formula­
tions can be upgraded to give better results for separating 
flows. 
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RESUMEN 

fi disipador se produce por acción de un charro vertical que choca con una super(icie horizomal. 
Koloseus y Ahmad (1 969) detemlinaron la relación de las profimdidades y la relación de radias secumles, en 
fimción dei número de Froude dei .flujo de aproximación. Se completan y amplían las investigaciones 
anteriores, incorporando interpretaciones alternativas generando resultados que amplían los campos 
experimentales. Se presentan las ecuaciones deducidas y constatadas para las profimdidades secuentes, la 
disipación de la energia, la fuerza adimensional en las direcciones radiales y la longitud dei resalto. 

INTRODUCCIÓN 

El resalto que se fonna cuando un charro vertical de agua 
que choca en una superficie horizontal se distribuye 
radialmente, que es circular en planta, se llama resalto 
hidráulico circular. Este resalto s.:: fonna nonnalmente en 
ínstalaciones índustríalcs y puedc ser emplcado como dísípador 
de energia en obras hidráulicas Un estudio similar ai 
tratamíento de resalto circular se realiza para e! resalto fonnado 
en un canal divergente horizontal en e! cual e! flujo cs radial. 
Estas resaltos requíercn considcracíones especíales en vista de 
que las ecuaciones que gobieman e! fenómeno dílieren 
signiticativamente de aqudlas que s.:: aplican a un resalto en un 
canal de sección transversal constante . 

El análisis teórico se basa cn la aplicación de las 
ccuacióncs de contínuidad y de cantidad de movimicnto a un 
sector dei resalto. Las ecuaciones deducidas ínvolucran, además 
dei número do:: Fraude. a un parámetro dado por la relación 
secucnctal Jc los radias , es decír a la relación entre el radio 
antes v después dei rcsalto. Las exprcsiones encontradas son 
rcducibles, en e! límíte, a aquéllas que se aplican a un resalto 
hidráulico en tm canal horizontal rectangular. 

ANTECEDENTES DEL TRABJ\JO 

1.-:: n un trabajo pioncro , Koloseus y J\1unad ( 1969) 
detcnninaron la relación de protimdidades s.:cucntcs de tm 
resalto hidráulico circular, cu funcíón dd número de Froude dei 
tlujo de aproximacíón y de la relación de radias sccuentes. 
Encontraron que la rdación de profundidades secucntes i::s 
menor que cn e! rcsalto rectangular. Obtuvieron que la longitud 
dei resalto circular está expresada .:n timción tnnto dei número 
de Fraude como d.: la relacíón de radias. y que tíene un valor 
aproximado entre .1 .5 y 4 .5 veces la protimdidad inicial dei 
resalto . 

Hdtaos y Rajaratman ( 1977) cncontraron que para 
pequefías separacioncs entre la salida dei charro y c! plano 
hori1.0ntal de dcsarrollo dei rcsalto. la separación misma no es 
detenninante cn las caract.::rísticas dei rcsalto. 

l.awson v Phillips ( 1983) desarrollaron tlll modelo 
p,redictivo para dcscríb1r e! comportamiento de un resalto 
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circular generado por una fuentc central , bajo la hipótesis de tm 
pertil de rcsalto lineal , independiente dei número de Froudc dei 
llujo de aproxímación. Los resultados de este modelo. que sou 
razonablcmente accptables, muestran una notable disminución 
en la longítud dei resalto y un incremento en la pérdida de 
encrgía respecto ai resalto rectangular. 

Khalifa y MrCorquodalc ( 1992) desarrollaron un modelo 
matemático de integral de banda como proccdimiento general 
para integrar las ecuaciones de cantidad de movimiento y de 
continuidad en coordenadas cilíndricas, a fin de predccír e! l1ujo 
interno dei resalto hidráulico radial librc. Este modelo predicc la 
longitud dei resalto, la longitud de la onda, la distribución de 
velocidades, e! perfil de la supl!rficic librc y c! pcrlil dei 
gradiente de energia a lo largo dei resalto. Sus resultados cstún 
dl! acucrdo con experimentos previos y cstudios de olros autores. 

Lucgo de constatar que los experimentos de Koloseus v 
Ahmad ( 1969) y los modelos teóncos previamente dcsarrollados 
ticncn un campo de cobertura limitado, Olivero y Aguirrc-Pe 
( 1994) completaron y ampliaron las investigaciones antl!riorcs. 
generando resultados e incorporando intcrpretacioncs 
altcmatívas que arnpliaban los campos expcrimentalcs 
l!Xistentes. Para ello dispusicron de un chon·o de símctría axwl 
que, en función de su díámetro, elevación de salida rcspccto a 
la superlicic horizontal y velocidad dei flujo , modilicaban las 
condiciones de aguas arriba dei resalto. lln control de aguas 
ahajo constituído por tm anillo de diámctro y altura variahlcs 
pennitían delcnninar las condiciones dei rcsalto. 

ECUJ\CIONES GOBERNANTES 

Ecuacioncs generales para el resalto circular. Las 
relaciones limcionales que caractcrízan un resalto circular 
pucden obtenl!rse de la correcta aplicación de la ccuación escalar 
de continuidad y de la ecuación vectorial de la cantidad de 
movimicnto. Se considera un volumcn de control de nnchura 
angular infinitesimal rdO, en un sector de círculo, como se 
ilustra en la Figura I . 

Aplicando la ecuación de cantidad de movimiento cn la 
dirccción r se ohtiene que 



2 2 1 ( )( 2 2 ) rJyJ-r2y2+3r2 - rJ YJ+y2+Y1Y2 = 

J. -i 

2 ,V, 
2-- r2Y2 

g 

v2 
I - 2- ·· rJyJ 

g 

r 
-+ 

Figura 1 · Esquema de detinición para d resalto circular. 

Dcfíniendo los siguientes parámctros adimensiona u.:s 

r, v2 
Y 

y2. 
" YJ 

r o =-=... ; FI 
ri 

- VI - /i,Y:; F2 =JiY; 

Suhstituyendo en la Ec. ( l ), ésta se translonna en 

, I ( )( , ) 1- r - +- r - 11+-+ = 
o Y (l J n Yo Yo_ 

J I l 
2F-l-- IJ 

I r"y" 

y tamhién altemativamcnte 

I II 1 li I l l 
-r - - l + 3ll - -;:-J·ll + 2 + -J = 
nYo n Y n Y() 

2F2
2{l - royJ 

(1) 

(2) 

(3) 

Los números de Froude F1, obtenidos para e! flujo de 
apro:-;imaClón, variarem aproximadamente entre 15 v ~8. Se 
amplió asi d rango experimental , que para Khalifa v 
McCorquodale ( 1992) variaba entre 3 y 8 para n.:saltos 
divergentes. y para Koloseus v i\hmad ( 1969) entre I I y 20 en 
bandas radiales. En la Figura 2 se vtsuali r.an los rangos 
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experimentalcs cuhiertos cn los distintos trahajos a los cuaks 
se 1c ha incorporado intonnación de Rouse ( 1 ')57) para 
n.:saltos rectangulares . En dla se prescntan los valores medidos 

dd número de Froude en la secctón de aguas arriba "'"' 
rcspecto al número de Froude calculado h c según la l ~c . (2). 

para los diferentes valores de r,, e Vn deknninados 
experimentalmente. 

F1m/F1c 

1.4 r· ·-· 
1,2 L 

0,8 

0 ,6 

0,4 

0,2 

o 
1 

••• ---.-Lplli• -:.-f\~·· 4tflt f + ·-.. 

10 

Yo 

• t ...._~.. ... ~ .I 
I 

.. Koloseu s (1969) 

• Rouse{1951) 

• Presente trabajo 

• Kh_alifa (19921 

Figura 2 : Rango experimenta~ y aJuste entre la relaCion analítica 
y la experimental de números de Froude. 

La Ec. (2) que cxpresa el número de Fraude de aguas 
arriba dei resalto circular, ofrece bucn aJuste respccto a los 
valores cxperimcntales , incluídos los rectangulares para los 
cuaks r o= 1 La base de da tos que se obtuvo para cl presente 
trabajo cxtiendc los rangos presentados en la literatura desde v .. 
= 20 hasta Yo = 40 y los correspondicntes números de Froude dd 
tlujo de aproximación hasta h = 3l\ , según se observa en cl 
grático de correlación presentado en la Figura :1 . 

F1c 

10 

1 L 

1 

..... 

r''..,J 

~-~' .,..<# ... 

F1m 
10 

.... 
.· '.~ ·"' 

.,. Koloseus (1969) 

I • Rouse (1951} 

I • Presente trabajo 

l • Khalifa (1992) 

.. 

Figura 3 : Rdación entre d número de 1-"roudc calculado según 
• la Ec. (2) y el correspondiente medido 

De las Ecs. (2) y (3) puede obtenersc la relación entre los 
números de Froude v las características gcom01ncas del resallo 
dada por 

I F l 2 

l F: J 
2 3 

ro y n (4) 

La 1\mción e:-.; presada por la l·:c . ( 4) se rcprcsenla cn la 
Figura 4 en la cual se incorporan los valores e:-.;penmcnlales del 
presente lrabajo, para el rango de 2.03 < r"< 2.70 . 



F1m/F2m 
1000 ~ 

100 

10 
10 lO 40 

Yo 

Figura 4 Valores experimentaks dei número de Froude 
medidos en límción de y., y 2 03< r.,< 2.70. 

La relación entre los números de Froude h de aguas 
arnba v de aguas aba] o h , ex presado por la Ec. ( 4 ), para el 
rango de r., entre 2 03 y 2.70 presenta un buen ajuste, según se 
observa en la Figura. 4, en la cual se presentan los valores 
expenmentales cem e! valor de ro variabk y los valores teóricos 
parar.,=2 v r.,=3. 

J)isipación de energia La disipación de energia por 

umdad de peso en e! resalto III. puede obtenerse aplicando la 

ecuactón de Bemoulli entre las secciones I y 2. !\si se puede 
obtener 

H I I r" 2
- 1l 

_t. =-F"l oYo j+(l-) 
2 I ' " Yn 

YJ r,;y~ 
(5) 

v altemativamente 

(h) 

Sust1tuyendo la Ec. (2) en la Ec. (5) se elimma e! número 
de Froude v se obtiene 

HL I {I ' I ( ) -=--ll-ry-+-r -1 
YJ 4 " o 3 o 

(7) 

l.a pérdida adimensional de energia, dada por la Fc. (7) 
para valores específicos de r., , se presenta en la Figura 5, en la 
cuúl se mcorporan los valores experimentales de Koloseus y 
Ahmad ( 1969) v los dei presente estudio. 

l~n la Figura 5 se observa tm evidente incremento en la 
pérdida de energia cem incrementos en los valores de r.,. Los 
datos obtenidos experimentalmente, para el presente trabajo, se 
ubican en la cercania de r.,=J, en la parte superior. Para la 
dctenninación de la pérdida de energia no se dispuso de 
infonnacion de ensanches. 
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Kolo~~us (1969) 

Presenteestudio 

_j- _ _._ _ __j_ 

10 20 30 40 

Yo 

Figura 5 : Pérdida adimensional de energia en tímctón de y., y 

Fuerza específica La variación adimenswnal de líter;.a 
específica generada por la divergencia dei tluJo en tímción de y., 

se observa en la Figura 6, la cuál contiene los valores 
experimentales generados. 

El cambio total de tuerza específica i\1: entre la seccwnes 
I y 2 dei resalto , en la dirección radial, se puede escrib!f como 

en la cual p es la densidad dei 11uido, y es el peso c:speci!iw _, ;) 
es el caudal. Si se define la fuerza específica adimen:-.1nnal. ror 
unidad de ancho f\F., como 

La Ec. (8) se puede entonces reescribir como 

I ( )[ " ) M --r-11+ c+ *c - 6 o Yn Yu 

en la cual se observa que para el resalto rectangular, con r.,= I. 
se tiene que !\F•, = O. 

La vanación adimensional de fuen~a específica generada 
por la divergencia dei tlujo, en función de Vo se observa en la 
Figura h, la cual contiene los valores expemnentak:' 
generados v la Ec. (I O) para valores :un <r,,< 2.40. 

Longitud dei resalto La lonc;ttud dei resalto determinada 
experimentalmente se presenta en la Figura 7, en la cual 
también se muestran las longitudes de los resaltos 
rectangulares, obtenidos por Pcterka ( 1964 ), para el IJSBR. as1 
como las incluídas en las investigaciones previamente citadas 
para resaltos en expansión. · 

Se puede observar, en la Figura 7, que la longitud dei 
resalto crece con el número de Froude hasta F1 ccrcano a 20 
para los Ires bancos experimentales analizados, v parece tender a 



un valor constante Lly2 = 6 para números de Froude F, mayores 
que aproximadamente 20. 

, .~;F~·c~------------------------------------~ 

, .. 

i 

•• 

Y"'" • ro=1.15 
Khalra f 1U2J 

"' ro = 1.2!1 

1,1 11 • ~· 3e .... 50 

Ye 

Figura 6 . Relación adimensional de la fuerza específica en 
función de Yo y To 

L/Y2 

• • 
• • 

• ... ~ ~tf·. 
:t ~ •• ., ........ 

... ,;,.. .. 

I • o 
• • •• 
• • . . :- .. 
~

.-..~ ..... ' ~,,,. . ,., : . 
. . . \ 

• l'r11Sen"os11Jtlit 

• Khallla (1~~2) 

• Ktltseus (I~) 

1 L_~--~~~--~~--Á-~ __ .__L __ ~~~--~_j':":u:=.s=··~·="~====~ 
• 11 21 :11 .. 

Fim 

Figura 7 Longitud dei resalto en timción dei número de Froude 
medido. 

CONCLUSIONES 

Las ecuacwnes deducidas para resaltos circulares, 
constatadas experimentalmente, ofreccn expresiones para las 
profundidades sccuentes, la disipación de energia, la fuerza 
adimensional producida por las direcciones radiales y la longitud 
dei resalto circular. Estas ecuaciones también son válidas, en su 
condición extrema, para To = I en resaltos rectangulares. 
También lo son para e! caso de rcsaltos radialcs en expansiones. 
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ABSTRACT 

A radial hydraulic jump was generated by the action of a 
vertical watcr jet on a horizontal smooth surface, for which 
Koloseus and Alunad ( 1969) had obtained lhe ratio of sequcnt 
dephts as a function of the Froude number of thc upstream 
section of the jump. As il was verified, the mentioned research 
and other work, available in literature, cover a limited 
experimental field . 'I11en, it was decided to obtain additional 
experimental data to give better and wider support to the 
theoretical analysis based on the application of thc contmuit; 
and momenlum equalions. Some altemati v c tonus of thc 
teoretical equations and ncw data are presentcd. 
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RESUMO 

Após o lançamento do plano nacional para Pequenas Centrais Hidroelétricas em 1982, 
convencionou-se as faixas de potência para 10.000 kW, 1.000 kW e 100 kW, sendo esta última denominada de 
microcentrais. Hoje, com a retomada do crescimento da economia nacional e da produção do parque 
industrial, o setor eletro-energético brasileiro estaria seriamente comprometido em função de uma demanda 
crescente sem o mesmo crescimento da oferta energética. Com base nestas questões, é feito o estudo do 
modelo de uma turbina com potência, até lO kW, de baixo custo e montagem simples e rápida. 

INTRODUÇÃO 

Para microcentrais hidrelétricas até' 50 kW, a Escola 
Federal de Engenharia de ltajubá, vem desenvolvendo pesquisas 
com turbinas Micheii-Banki, TIAGO ( 1986), bem como pesquisas 
em Bombas Centrífugas funcionando como Turbina (B.F.T.), 
VIANA ( 1986). 

Esses trabalhos visam sempre a simplificação do projeto 
da máquina e consequentemente seu baixo custo, com um 
rendimento aceitável. Podendo com isto trazer tecnologia e 
cooforto ao homem do campo, principalmente em regiões isoladas 
e, não interligadas ao sistema energético. proporcionando 
condições de sua fixação nos locais de produção e minorando os 
efeitos da migração (êxodo rural). 

Este estudo visa avaliar o desenvolvimento de um 
modelo de turbina de reação com rotor de simples curvatura, para 
baixa potência e de baixo custo, para ser utilizada em 
microcentrais hidrelétricas, através da variação das marés nos 
igarapés da região Amazónica. 

A concepção deste trabalho surgiu da idéia desenvolvida 
a partir da turbina Micheii-Banki de eixo horizontal em tentativa 
de adaptá-la a uma plataforma flutuante. Esta idéia tomou-se 
tecnicamente honerosa e diflcil , devido a grande variação do nivel 
de água, que poderia inundar a casa de máquinas caso a opção não 
fosse a plataforma flutuante. Este novo rotor, de pás de simples 
curvatura permite o arranjo de eixo vertical de modo a contornar o 
problema da variação das marés, e consequentemente o nível de 
jusante, sem haver risco de inundação do gerador. 

DESCRIÇÃO DA TURBINA 

Na Figura L MAUAD (1995), mostra o desenho do 
rotor de pás com simples curvatura, cujas dimensões foram obtidas 
de fonna a adaptá-lo a uma caixa espiral já existente na bancada de 
lestes. 

O projeto deste rotor teve como objetivo a obtenção de 
uma máquina de baixo custo para ser utilizada em microccntrais 
hidrelétricas, sujeitas a variação de nível de jusante, tornando 
inviável a utilização de turbinas de eixo horizontal. 

Os ângulos de entrada e saída de projeto foram fi xados 
cm 760 e 400, respectivamente. O rotor foi concebido para ter 
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construção simples. As pás, em vez de calandradas, foram 
construídas a partir de um tubo de diâmetro de 4" e 3 mm de 
espessura. Elas foram fixadas ao disco base e anel através de solda 
elétrica. 

!------__!!!. _ ___ -1 

~\ I 

Figura I - Turbina Hidráulica com Pás de Simples Curvatura 

FUNDAM ENTOS TEÓRICOS 

O estudo teórico dos rotores das máquinas hidráulicas 
de fluxo é fundamentada na equação da conservação do momento 
da quantidade de movimento 
Assim, para escoamentos em regime permanente associados a 
rotores, pode-se escrever a equação (I), aplicada a um volume de 
controle, VC, de uma superficie de controle SC, que envolve o 

rotor. onde L Mvc é a soma dos momentos das forças que agem 

--> 

sobre o volume de controle VC e R é o vetor posição. 



L Mvc = lJpv.dÃ}V " R ( I) 

No desenvolvimento teórico da equação das máquinas 
hidráulicas são admitidas algumas hipóteses simplificadoras, 
necessárias para facilitar o tratamento matemático das equações 
envolvidas. lissas hipóteses levam a uma solução teórica útil, mas 
que só adquire conotação prática após ser dev idamente corri gida 
por coeficientes empmcos. As hipóteses adotadas são: 
Escoamento Incompressível , Fluido Ideal, Perfil Uniforme de 
Escoamento, Regime Permanente, Rotor Ideal 

FUNCIONAMENTO DA TURBINA DE REAÇÃO 

Conforme LINSLEY & FRANZ lN I (I 978) pode-se ter uma boa 
compreensão do funcionamento das turbinas de reação, atentando 
para o tl1,1xo através de um rotor de escoamento radial fig. 2. A 
velocidÍ!Cle da água na entrada, ao incidir sobre a pá do rotor, é 
praticamente tangente à extremidade de saída da palheta-guia. A 
velocidade do bordo de entrada das pás do rotor é u 1 - w. r 1, onde 

w é a velocidade angular do rotor em radianos por segundo. Para 
melhores condições operacionais, a água ao sair de entre as 
palhetas-guias deve escoar suavemente para o interior do rotor. 
Para conseguir esse resultado, a rotação do rotor deve ser tal 4ue a 
velocidade vi da água, relativamente à das pás, seja tangencial a 

elas. Verifica-se no diagrama das velocidades que a componente 
tangencial de v11 , na entrada do rotor pode ser calculada como: 
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FIGURA 2- Composição de Forças~ara Turbina de Reaçào 

vt, = w.rl- vrl' cot p, 

Onde V r 1 é a componente de radial de V/. 

131 é o ângulo da pá do rotor 

Na saída: 

vt2 = w.r2- vr2. COI (32 

(2) 

(3) 

l874 

Resultando na equação 4 conhecida como equação de 
Euler ou equação fundamental das turbomá4uinas. hidráulicas, 
modalidade motora. 

tu 
Ht = - (Vt/· ri- Vt2· ') 

g 

ANÁLISE EXPERIMENTAL 

(4) 

O estudo do comportamento de uma turbina hidrául ica. é 
feito cm uma montagem experimental MAU AD ( 1995) que 
permite a obtenção dos parâmetros hidráulicos dados pelos pares 
de valores: vazão Q c a altura I I (Potência Hidráulica) e dos 
parâmetros mecâni cos dados através da rotação e do torquc 
(Potência Mecânica). A relação entre as potências mecânica c 
hidráulica determina o rendimento da turbina. 

O comportamento de turbinas hidráulicas é definido 
através da combinação de análises teóricas c experimentais destas 
máquinas: trabalhando sob diversas cond ições de funcionamento. 

Nesta primeira fase as análises experimentai s, no rotor 
de reação com pás de simples curvatura. foram feitas em duas 
etapas. A primeira foi o ensai o com a abertura do d istribuidor 
constante em máximo valor c a c<;~rga variável definindo assim. 
através do campo bási co de fun cionamento, o pont.P de 
funcionamento do rotor. Na segunda etapa procedeu-se ao ensaio 
do campo básico de funcionamento. com carga constante e com o 
distribuidor cm várias aberturas, que tem como objcti vo a 
definição das condições ótimas de fun cionamento do rotor 
ensaiado. 

RESULTADOS OBTIDOS PARA O DISTRIB UIDOR A 
ABERTURA CONSTANTE E A CARGA VARIÁVEL 

Este ensaio tem como objctivo. o levantamento do 
campo básico de funcionamento de um rotor de rcaçào com pá de 
simples curvatura, permitindo uma análise da faixa de altura H. 
vazão Q e rotação n na qual se situa o rotor que está sendo 
ensaiado. Este campo básico de funci onamento. para o distribuidor 
a mantido totalmente aberto, se refere a vazão Q versus rotação n 
com alturas H variáveis e fornece um diagrama que é conhecido 
como "diagrama de colinas" . A partir deste campo serão 
determinadas as condições de funcion amento para o rotor 
ensaiado. A fi gura 3 mostra o resultado desse tipo de çjiagrama 
obtido no ensaio da turbina. Definindo a melhor altura de queda 
útil. Assim torn ::t-se possível proceder a segunda fase das análises. 
isto é. fazer o ensaio para obtenção das condições ótimas a partir 
dos pontos já definidos. 
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Figura 3 -Campo Básico de funcionamento Para H Variáv~l c 
Distribuidor a Totalmente Aberto 



RESULTADOS OBTIDOS PARA ALTURA CONSTANTE 
COM V ARIAÇÀO DO DISTRIBUIDOR 

Já definida as condições de funcionamento da turbina 
através do primeiro ensaio para alturas variáveis. foi feito o ensaio 
para definir o campo básico de funcionamento. Para a altura ótima 
e variação do distribuidor a, visando obter o melhor rendimento 
possível. De posse dos valores lidos e calculados, desenha-se em 
um gráfico a vazão Q. calculada, versus a rotação n lida para uma 
altura H constante com variação do distribuidor a. O objetivo 
deste ensaio é determinar o melhor rendimento possível para esta 
turbina. A partir deste diagrama de colinas serão determinadas as 
condições ótimas de funcionamento do rotor. A figura 4 mostra o 
resultado desse tipo de ensaio. O ponto de maior rendimento 
define o ponto nominal do rotor. 
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Figura 4 - Campo Básico de Funcionamento Para H Constante e 
Distribuidor a Variável 

CURVAS DE RECEPÇÃO 

Do campo básico de funcionamento apresentado na 
figura 3, obtém-se as curvas de recepção do rotor, descritas como 
potência hidráulica, potência de eixo e rendimento da turbina 
versus vazão, para a rotação ótima de 900 rpm e altura de queda de 
I Om, conforme mostra a figura 5. Observa-se que ocorre uma 
queda de rendimento de somente 2%, para a faixa de variação da 
vazão entre 0,038[m3/sj a 0,061 [m3/s]. 

Este comportamento da máquina mostra que ela é 
adequada para atuar em locais onde haja variação de vazão, como 
é o caso típico de microcentrais isoladas, de grande aplicação no 
meio rural. 

Do campo básico de funcionamento 'mostrado na fig. 4, 
levanta-se as curvas altura de queda, rendimento da turbina e 
potência de eixo versus vazão, para a rotação ótima de 900 rpm, 
com variação na altura de queda, mostradas na figura 6. A partir 
desta figura 6 conclui-se que a variação de altura entre 6 e 12 
metros apresenta uma queda de rendimento de 5,5%, a qual é alta 
em função do baixo rendimento obtido pôr esta turbina. Desta 
maneira a máquina em questão não favorece microcentrais que 
apresentam variação de altura. 
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Figura 5 - Curvas de Recepção Para Altura Constante 
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Figura 6- Curvas de Recepção Para Altura Variável 

CONCLUSÕES 

Conforme o objetivo deste trabalho, que era o de estudar 
um rotor de pás de simples curvatura e de fabricação de baixo 
custo, adequado para aproveitamentos hidrelétricos de pequenas 
potências, gerados por variação das marés nas várzeas do rio 
Amazonas, pode-se concluir que apesar dos baixos rendimentos de 
llt = 50%, há possibilidade de se desenvolver tais equipamentos. O 
rendimento Je 50% obtido nos ensaios, ficou muito abaixo da 
expectativa inicial para rotores nesta ordem de potência, que é em 
torno de 70%. 

O ponto nominal de operação deste equipamento é de 
altura de queda útil de I Om, vazão de 55,4 1/s, rotação de 900 rpm 
e a faixa de utilização de 6 a 12 metros, considerando uma queda 
de rendimento de 5,5% para um rendimento mínimo de 44,5%. 

Estes estão bastante fora do campo de aplicação 
almejado para quedas variando de I a 3 metros. Portanto, nota-se 
que faz-se necessário o estudo de um rotor mais -adequado para 
estas condições, para tentar alcançar a faixa de 70%, o que o 
tornará competitivo para a região não centralizada 

Um ponto a favor da operação deste rotor, foi o aspecto 
apresentado pela curva de recepção, levantada a uma rotação de 



900 rpm. Pôr ela pode-se verificar que ocorre uma queda de 
rendimento de apenas 2% numa faixa entre 38 a 61 1/s. Esta é uma 
característica importante em máquinas que operam em 
microcentrais isoladas, de áreas rurais, onde há uma grande 
variação da curva de carga. 

Máquinas com curvas de recepção com platôs extenso3 
são as mais indicadas para tal situação, como é o caso deste rotor. 

Outro problema importante detectado na construção do 
rotor, foi a diferença de ângulos entre o rotor construído e 
projetado, que foi de 37°. Esta variação provocou a criação de uma 
componente de choque e, consequentemente acarretou na 
diminuição do aproveitamento da energia cinética, sendo portanto 
responsável pela queda de rendimento da máquina. 

Para a região em estudo, a opção de geração 
descentralizada, através de usinas de baixa potência, mostrou ser 
uma opção viável. 

NOMENCLATURA 

Caracteres Latinos 

g Aceleração da Gravidade, [m/s2]. 

H : Altura de Queda, [m]. 

Altura Teórica [m]. Ht 

Mvc Momento sobre um Volume de Controle. [N.m]. 

n 

Pe 

Ph 

Q 

R 

q 

Rotação, [rpm]. 

Potência de Eixo, [kW]. 

Potência Hidráulica, [kW]. 

Vazão Total Através da Turbina, [m3/s]. 

Vetor Posição, [m]. 

Raio Interno Maior do Rotor. [m]. 

r2 : Raio Interno Menor do Rotor, [m] . 

s . 2 Arca, [m ]. 

SC : Superficie de Controle. 

Uf Velocidade da Água que Incide sobre as Pás do 

Rotor na Entrada da Turbina, [m/s]. 

v 

Vf 

V2 

Vetor Velocidade, [m/s]. 

Velocidade da Água, Relativamente às Pás do 

Rotor, na Entrada do Mesmo, [m/s]. 

: Velocidade da Água, Relativamente às Pás do 

Rotor, na Saída do Mesmo, [m/s]. 

VC : Volume de Controle. 

Vrt :Componente Radial da Velocidade YJ, [m/s]. 

Yr2 :Componente Radial da Velocidade v2, [m/s]. 

vn :Componente Tangencial da Velocidade YJ, [m/s]. 

Yt2 :Componente Tangencial da Velocidade vz, [m/s]. 
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p 

ú) 

13 

a 

13t 

132 

llt 

Caracteres Gregos 

Massa Específica da Água, [kg/m3]. 

Velocidade Angular do Rotor, (rad/s]. 

Ângulo de Entrada ou Saída das f'ás do 

Rotor, [rad]. 

Abertura do Distribuidor. 

Ângulo da Pá do Rotor na Entrada, [rad]. 

Ângulo da Pá do Rotor na Saída, [rad]. 

Rendimento Total. 
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ABSTRACT 

The national plan for small hydro-power in 1982 established 
power bands of 10.000 kW and 1000 kW and 100 kW, with this 
last one classified as "micro plants" , chosen to be the object of 
present work. With the improvement of the national economy and 
conscquently the growth of the industrial park, the Brazilian 
electrical-encrgetic would be seriously compromised considering, 
the growth of demand. On the basis of these questionas, the 
present work is a study of a turbine model with low cost, quick 
and easy to built in the rural area (rural electrification). 
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RESUMO 

Apresenta-se 11m modelo para análise do escoamento ideal, com vorticidade unijom1e, através de grades 
de pás retas e finas. Os casos limites de número infinito de pás e de pá isolada são enfatizados. Propõe-se 
uma técnica numérica para solução do modelo, empregando vórtices discretos sobre as pás. A técnica é 
validada através de resultados analíticos existentes para a situação de escoamento potencial. Destaque é 
dado para a situação de grades regenerativas. Resultados para a circulação e vorticidade são apresentados 
para essa situação, em função dos parâmetros geométricos da grade. 

INTRODUÇÃO 

O estudo das grades de perfis aerodinâmicos constitui uma 
das bases para análise do desempenho e projeto das máquinas de 
fluxo. Uma boa parte das metodologias empregadas nesse estudo 
baseia-se na hipótese de escoamento potencial c em critérios 
corretivos para se considerar os efeitos viscoios. No caso das 
máquinas de fluxo convencionais, operando em condições 
nominais e com altos números de Reynolds, a aplicação dessas 
metodologias conduz, via de regra, a resultados satisfatórios. 

Uma das situações em que a hipótese de escoamento 
potencial é essencialmente inconsistente com a realidade fisica 
se dá no caso das máquinas de fluxo regenerativas (MFR). Um 
esquema ilustrativo das características do escoamento nas MFR 
·está mostrado na Fig. I. O escoamento ocorre em superllcies 
toroidais, com linhas de corrente de formato helicoidal. A 
cOmponente de velocidade associada á vazão está na direção do 
deslocamento das pás do rotor (tangencial), em contraste com as 
máquinas de fluxo convencionais, cm que a vazão é dada pela 
componente normal ao deslocamento das pás (meridional). Nas 
MFR, a componente meridional associa-se a um movimento de 
recirculação do fluido entre as pás e o canal later::tl lixo. Desse 
modo, passa a existir uma variação de pressão na dircção 
tangencial a qual, pelas equações de conservação da quantidade 
de movimento, vem sempre acompanhada de uma componente 
de vorticidade absoluta na direção nom1al às superficies 
toroidais do escoamento. Sendo assim, qualquer teoria de grade 
aplicável às MFR deve levar em conta esse fato , o que toma 
inviável a aplicação direta das metodologias já existentes para o 
escoamento potencial. 

Andrew (1989) analisou o efeito de um campo uniforme de 
vorticidade sobre o escoamento bidimensional cm grades 
lineares, empregando uma adaptação do método dos painéis de 
Hess e Smith (1966). Andrew (1989) verificou que a vorticidade 
influi fortemente no carregamento ~<erodinâmico sobre os perfis 
da grade, em relação ao caso potencial. 

Manzanares e Ramirez ( 1995) estabeleceram o conceito de 
grades regenerativas, visando uma teoria mais coerente com 
as MFR. O conceito foi aplicado na modelagem do escoamento 
ideal em grades com pás retas e infinitamente finas (placas 
planas), empregando-se a lei de Biot-Savart na representação do 
campo de vorticidadc unifom1e e do campo de perturbação das 
pás. Dessa forma, verificou-se que a vorticidade e a circulação 
ficavam detenninadas de maneira unívoca pelo ângulo de 
incidência do escoamento cm relação às pás , no caso 
regenerativo. Alguns resultados numéricos, obtidos através de 
uma técnica de vórtices discretos colocados sobre as pás, foram 
apresentados com fins ilustrativos. Aspectos importantes, como a 
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validação da técnica e o tratamento dos casos limites de pá 
isolada e número infinito de pás, não foram abordados em 
detalhes naquela ocasião. 

roto 

Figura I -Esquema de uma máquina de fluxo regenerativa. 

Um estudo mais elaborado do escoamento ideal em grades 
de placas planas, com um campo de vorticidade uniforme, será 
apresentado no presente trabalho. As situações limites de pá 
isolada e número infinito de pás serão enfatizadas. A técnica de 
vórtices discretos sobre as pás, empregada na solução numérica, 
será validada através da comparação com resultados analíticos 
disponíveis para o escoamento potencial em grades (Weinig, 
1964) e, também, para os escoamentos potencial e rotacional 
sobre a pá isolada. Dentre outros, resultados serão apresentados 
mostrando a influência da solidez e do ângulo de montagem da 
grade na vorticidade e na circulação regenerativa das pás, em 
relação á circulação potencial, mantido o ângulo de incidência 
do escoamento não perturbado. 

DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

Considere-se, na Fig. 2, o esquema de uma grade linear com 
pás infinitamente finas (placas planas) no plano (x,y). Os bordos 
de ataque e de fuga da pá de referência situam-se em (0,0) e 
(/ cosfJ. I sen/3), respectivamente. O comprimento de uma pá é /, 
o ângulo de montagem é f3 e o espaçamento entre as pás é t 
(passo). O problema consiste em se determinar o escoamento 
ideal , bidimensional e pennanente através da grade, em 
particular a circulação em tomo de uma pá, dados: (i) a 
velocidade unifom1e do escoamento não perturbado, de módulo 
W., e ângulo f3.,=f3 +a em relação ao eixo x, sendo a o ângulo 



. de incidência em relação às pás; (ii) um campo de vorticidade 
uniforme, w, prescrito numa região limitada por duas retas 
limites paralelas à grade, XI a montante e x2 a jusante, com XI = 
ÂI lcosjJ e x2=Â2 I cosjJ ; ÂI e Â2 são fatores de espaçamento 
lateral. A unicidade da solução do problema é garantida pela 
consideração da condição de Kutta no bordo de fuga das pás. 
Um caso parlicular de interesse se dá quando as velocidades 
resultantes nas retas limites se igualam. Nesse caso, a grade será 
dita regenerativa , e a vorticidade não poderá ser fixada 
independentemente da incidência. 
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Figura 2 -Esquema de grade linear de pás retas e fi•~as. 

As componentes x e y da velocidade não perturbada 
relacionam-se às correspondentes componentes em XI e x2 , da 
maneira convencional: 

w <t>X = ltíx = w2X 

w"'Y 
ftíy +W2y 

2 

(I) 

(2) 

Aplicando-se o Teorema de Stokes ao campo de escoamento 
limitado pelo circuito ABCDEFGHA da Fig. 2, obtém-se a 
seguinte expressão para a circulação em tomo de uma placa , rp,: 

rp = t(W1y -W2y)+w(x2 -x1)t (3) 

Pelas equações (2) e (3), resultam as seguintes: 

r 
wly = wooy +___E_-(() (x2 -XI) 

2t 2 
(4.a) 

w2y = w -r P + (x, - xl) oov - (()--~---'-'-
. 2t 2 

(4.b) 

A condição de grade regenerativa é, por definição, aquela 
em que Wiy=W2y. 
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MODELAGEM DO PROBLEMA 

No modelo proposto, o campo global de velocidades do 
escoamento é representado pela superposição adequada de três 
parcelas: (I) campo unifonne de velocidades, W.,; (II) campo de 
velocidades induzidas por uma distribuição uniforme de 
vorticidade, (l), entre as retas limites da grade ("vortex layer"); 
(III) campo de velocidades induzidas por distribuições contínuas 
de vórtices sobre as pás ("vortex sheets"), com densidade y(Ç), 
no intervalo O < Ç.,; t (ver Fig. 2). Os campos (II) e (III) podem 
ser expressos aplicando-se a Lei de Biot-Savart. Em particular, o 
campo (III) pode ser obtido também por meio de funções 
complexas analíticas (ver Karamcheti , 1966 e Lewis, 1991). As 
expressões para as componentes de velocidade desses campos 
são as seguintes: 

(I) 

(H) 

(III) 

onde 

wlx = woox = w"' cos(a + fJ) , 

Wly = W"'Y = W"' scn(a + fJ) 

wllx =o , 

Wl/y = (l)(X- XI +X2) 
2 

l 

Wmx = f y(Ç')R(Ç, Ç')dc;' , 

o 
l 

Wwv = J y(Ç' )I(Ç, Ç')dc;' 

o 

(S.a) 

(S.b) 

(6 .a) 

(6.b) 

(7.a) 

(7.b) 

sen[
2

n (Ç- Ç')sen PJ 
R(Ç,c;')=_!_· I , 

21 [2n ] [2n ] cosh /(Ç-Ç)cosfJ -cos /(Ç-c;')scnfJ 

(8.a) 

1 
senh[

2
; (Ç- Ç)cosfJ] 

Icç, n =--. ----;=------"'---=---,.---"'---_,.. 
21 

cosh[
2
; (Ç- Ç)cosfJ]- co{

2
; (Ç- Ç)sen fJ] 

(8.b) 

Observf!-Se que, para x-+±IX), as velocidade do campo (III) 
são unifonnes em y: lim, .... - ( Wutx. Wwy) =(O , ± rP /2t). Assim, 
o modelo produz velocidades médias, nas retas limites, 
compatíveis com as Eqs. (4ab). 

Condições do Escoamento. A componente de velocidade 
nom1al às pás, resultante da superposição dos três campos, deve 
ser nula. A aplicação dessa condição de impermeabilidade 
conduz à seguinte equação integral de Fredholm de I • espécie, 
singular, para a densidade de vórtices, r( Ç): 

f 

f ' [ (I + À, - À.l ) ] 2 y(Ç')K(Ç, .;')d.;'=-W00 sena-w Ç- ; ecos fJ, 

o 
(9) 



K(q ,Ç) = cosfJ · l(q, Ç')- sen fJ · R(q,Ç'). (lO) 

A circulação, lp, é dada pela integração da densidade de 
vórtices ao longo de uma pá: 

e 
rp =I y(Ç)dÇ (li) 

o 
Adicionalmente, as soluções da Eq . (9) devem satisl:1zcr a 

condição de Kutta, )'(t) =0. 

Soluções Básicas. É conveniente, de início, considerar duas 
soluções básicas da Eq. (9), satisfazendo a condição de Kutta: (i) 
solução yo, puramente potencial, referente a Woo= I, sena=], w= 
O; (ii) solução y1, puramente rotacional, referente a Woo = O, 
J+Â.2-ÀJ =O, w t cos2fJ =I. As equações integrais para ro e Y1 e as 
correspondentes circulações são: 

I I y 0 (Ç' )K(Ç, Ç' )dÇ' = -1 

I I y,(Ç')K(Ç,Ç')dÇ' = -% ' 

I 

lo =~I Yo (O'IÇ 
o 
I 

ri =~I rlcç)dç 
o 

( 12.ab) 

(13 .ab) 

A circulação em tomo de uma pá , com a condição de Kutta 
imposta, é dada pela combinação linear de lo e l-1, podendo ser 
expressa convenientemente como segue: 

( 14) 

1 pot = W00 f.sen a!0 , (15) 

r =r-C1+À.2 -Àj)r 
w I 

2 
o ( 16) 

Note-se que lpol é a circulação do escoamento potencial 
clássico (co = O) e 1m representa um fator adimensional para o 
efeito da vorticidade do escoamento. Os valores das circulações 
adimensionais básicas, lo e r,, dependem apenas da geometria 
da grade (fJ e t lt). A técnica para o cálculo desses valores será 

discutida posteriormente. 

Caso das grades regenerativas. Considerando o caso 
regenerativo, W1y = 1112., nas Eqs . ( 3 ), ( 14 ),( 15) c ( 16 ), resultam 
as seguintes expressões para a vorticidade c para a relação entre 
as circulações regenerativa c potencial : 

(17) 

~=[I+ f.cosfJ·I,, J 
1 po1 (I + ..1.1 + ~ )t - e c os fJ · lw 

(IR) 

As Eqs. (17), (I R) e (15) mostram que a vorticidadc c a 
circulação, na situação regenerativa , ticam detenninadas de 
maneira unívoca pelo üngulo de incidência , a . Além disso, nos 
casos usuais em que ..1.1 c )..2 são positivos , pode-se mostrar que o 
2° tenno entre colchetes na Eq . ( 18) é positivo. Logo, a 
circulação da grade regenerativa e o carregamento aerodinümico 
correspondente serão maiores que na situação potencial, para a 
mesma incidência do escoamento não perturbado. Uma 
explanação fisica simplificada desses resultados pode ser dada: 
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na situação potencial, a circulação das pás sempre deflete o 
escoamento entre as retas limites x1 e x2. Daí, para que a 
deflexão se anule e o escoamento seja regenerado, toma-se 
necessária uma vorticidade adequada entre x1 e x2 e um 
conseqüente aumento na circulação das pás, compatível com o 
Teorema de Stokes. 

Limite para número infinito de pás. Para espaçamentos 
suficientemente pequenos, t~O , é possível obter uma solução 
assintótica do modelo proposto. Neste sentido, as seguintes 
aproximações são válidas em (8 .ab) e (10): 

_ _ I _ cosfJ 
R(Ç,Ç') =O, /(Ç,Ç) = --, K(Ç,Ç') = --. (19.abc) 

2t 21 

Levando em conta a singularidade das equações integrais e 
a presença da condiçpo de Kutta, é conveniente aplicar (19.c) 
em (12 .a) e (13.a), fazendo Ç = t . Considerando, ainda, as Eqs. 
( 12. b) c ( 13 . b ), resultam as seguintes aproximações de I • ordem 
para as circulações básicas (válidas para t pequeno): 

2t ;e 
lo:lt=-­

cosfJ 
(20) 

Nas Eqs. (16), (17) e (18), obtêm-se os limites para a 
vorticidade e a circulação da grade regenerativa com número 
il!flnito de pás: 

1. _W_.:::.oo_se_n_:_a_ un co = 
1->0 fÂ. 2 COS 2 fJ 

(2 I) 

I
. rp 1+..1.1 +~ 
Jm--= 

1-+0 r pot 2~ 
(22) 

Salienta-se que o tratamento do limite t~O pode ser feito de 
maneira alternativa e independente das equações integrais. Por 
exemplo, é possível estender para o escoamento rotacional a 
abordagem fisica dada por Wislicenus (1964) ao escoamento 
potencial em grades com número infinito de pás. Com isso, as 
aproximações e os limites para t~O, expressos nas Eqs. (20), 
(21) c (22 ), seriam recuperados, corroborando a consistência 
fi sica do presente modelo. 

Limite para pá isolada . No caso de grandes espaçamentos, 
1~. os seguintes limites são obtidos nas Eqs. (8.a,b) e (10): 

R(Ç,Ç') = scn fJ 
2Jr(Ç- Ç') 

/(;; ,., ) - - c os fJ 
., , .; - 27r(Ç-Ç') (23.ab) 

K(Ç,Ç')= 
2:r(Ç- Ç') 

(23.c) 

Recupera-se, então, a formulação clássica do escoamento 
ideal em tomo de uma placa plana isr,lada. É possível obter 
soluções analíticas das Eqs. (12 .ab) e (13.ab), com o núcleo 
K(Ç,Ç') dado cm (23.c). Pode-se aplicar a teoria dos perfis 
delgados, exposta por Karamcheti (1966), com base em 
estabelecidas relações entre séries de Fourier conjugadas e 
fónnulas integrais de Poisson. Os resultados assim obtidos são: 

~ ro=2rT . lo =:r , (24.ab) 



que: 

Yl=(1+2%)t~Ç, r 31!" 
1=-

4 
(25.ab) 

Para a situação de grade regenerativa, com t-+oo, tem-se 

lim (J)=Ü 
( -->OO 

r 
lim _P_= I 
(-->00 r pot 

(26.ab) 

resultado fisicamente previsível, já que a circulação potencial na 
pá isolada não pode defletir o escoamento, sendo naturalmente 
regenerativa. Nesse caso, a presença de uma vorticidade tomaria 
o escoamento não regenerativo. 

SOLUÇÃO NUMÉRICA 

Diversas abordagens podem ser indicadas para a solução 
das equações integrais (12.a) e ( 13.a). Neste trabalho, optou-se 
por uma técnica numérica, utilizando-se vórtices discretos sobre 
as pás. As pás são divididas em N segmentos (painéis) de 
mesmo comprimento. Em cada painel, são colocados um vórtice 
e um ponto de controle, nas posições 114 e 3/4 do 
comprimento, respectivamente (Fig. 3). As Eqs. (12.a) e (13.a) 

N número de panéis 
x ponto de controle 
o vórtice 

r 
L'. t =t /N 

pá reta e fi na 

I 

-{ , 
3/4 L'. t 

Figura 3 - Localização dos vórtices e pontos de controle. 

são discretizadas adequadamente e aplicad~s nos pontos de 
controle. Para cada uma delas, resulta um sistema de equações 
algébricas lineares N x N, tendo como incógnitas as intensidades 
dos vórtices. Os sistemas são resolvidos através do método de 
eliminação de Gauss, com condensação pivotal parcial. A partir 
daí, os valores das circulações básicas para cada sistema, ro e 
ri, são calculados, somando-se as respectivas intensidades dos 
vórtices. 

Alguns aspectos da técnica devem ser destacados. É 
necessário, primeiramente, que a localização de um ponto de 
controle seja posterior à posição do respectivo vórtice. Dessa 
forma, a condição de Kutta é automaticamente satisfeita na 
medida em que o número de painéis aumenta. Nesse aspecto, há 
também razões relacionadas à convergência da técnica, segundo 
estudos apresentados por Belotserkovsky e Lifanov (1993). Por 
outro lado, a escolha das efetivas posições do vórtice e do ponto 

1880 

de controle seguiu um critério heurístico: no caso de uma placa 
plana isolada, as posições de um único vórtice e um único ponto 
de controle, conducentes aos valores exatos ro=r-3.14159265 ... 
e ri=3:r/4=2.35619449 ... , são 114 e 3/4 do comprimento da 
placa, respectivamente. Verifica-se que o emprego de um 
número relativamente graqde de painéis tem influência 
desprezível nos resultados da placa isolada. Por exemplo, com 
N=80, resulta ro=3.14159263 e ri=2.35619447. Esses 
resultados numéricos, bem como todos os seguintes, foram 
calculados em microcomputadores do tipo IBM-PC, rodando 
programas escritos em FORTRAN, com precisão dupla. 

As Figs. 4 e 5 mostram os resultados numéricos obtidos 
para ro e ri, em função dos parâmetros geométricos da grade, 
tlt e fJ. Os resultados foram obtidos com 80 painéis. Note-se que 
as variações de ro e ri são semelhantes e que ro > ri (exceto 
para t=O, quando ro=ri=O). Interessa observar que, pelas Eqs. 
( 15) e (24. b ), rol JT é igual à relação entre as circulações 
potenciais da pá em grade e da pá isolada. o diagrama r o/JT 

versus tlt, tendo fJ como parâmetro, foi apresentado inicialmente 
por Wcinig (1964), que obteve uma solução analítica para o 
escoamento potencial em grades de placas planas, empregando o 
método da transformação conforme. Aparentemente, todavia, 
soluções analíticas para ri não se encontram reportadas. 

No sentido de validar a técnica proposta, diversas 
comparações foram feitas entre a solução numérica para ro 

12.00 r-------------------., 

8.00 

fo 

4.00 

0.00 f': ' I ' ' I ' ' ' ' I ' ' ' I ' ' ' ' I 
o 00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 

t!t 

Figura 4- Circulação adimensional básica, r o. 

e a solução analítica de Weinig (1964). A Tabela I mostra 
algumas dessas comparações, empregando N=80. Observa-se 
que a técnica numérica produz excelentes resultados numa 
ampla faixa de parâmetros geométricos. Salienta-se que, para 
ângulos de montagem e circulações relativamente altos ( por 
exemplo, para fJ>70° e 0.5<tlt <1.5), a qualidade numérica dos 
resultados tende a cair. A Tabela 2 apresenta uma dessas 
situações, para a qual se variou o número de painéis entre 40 e 
500. Verifica-se, nesse caso, uma taxa de convergência bastante 
lenta com o aumento de N. Contudo, para N=80, obtêm-se uma 
precisão de 4 algarismos significativos, o que se considera 
satisfatório. Lembre-se que, nas aplicações finais dos presentes 
estudos em projetas de máquinas de fluxo regenérativas (MFR), 
ângulos de montagem altos nunca são utilizados. Aliás, é mais 
comum empregar-se fJ=0° Sendo assim, pode-se considerar, 
que a técnica numérica está satisfatoriamente validada. 



8.00 .------------------~ 

3.00 4.00 5.00 
t/t 

Figura 5- Circulação adimensional básica, r,. 

Tabela I - Comparação entre a solução numérica e a solução 
analítica de Weinig ( 1964 ), para diversas grades. 

(número de painéis, N=80). 

f3 t/t r o r o 
solução numérica solução analítica 

80° 0.35759313 4 .11859353 4 .11859348 
60° 1.06073357 3.62346623 3.62340114 
40° 2.73054988 3 06738972 3.06738846 
20° 3.48821350 2.98621864 2.98621849 
o o 4 .27166235 3 00725069 3 007<._,073 

Tabela 2 -Comparação entre a solução numérica e a solução 
analítica de Weinig ( 1964 ), para diversos números de painéis. 

(Grade com: fJ=80" e t / t = 1.3154707) 

N r o r o 
solução numérica solução analítica 

40 5.828769 
80 5.828465 

!50 5.828392 5.828363 
250 5.828373 
soo 5.828366 

RESULTADOS PARA GRADES REGENERATIVAS. 

Uma vez detem1inadas as circulações básicas, ro e r, , as 
Eqs. (14), (15) e (16) podem ser aplicadas diretamente no 
cálculo da circulação da grade correspondente, dada a 
vurticidade, co, o ângulo de incidência, a e os fatores de 
espaçamento lateral, À. 1 e À.2 Em particular, é direto o cálculo 
da vorticidade e da circulação referentes á situação regenerativa , 
Eqs. ( 17) e (I 8). Com relação às aplicações em MFR, é sempre 
possível e conveniente escolher as retas limites com Â-1 = ..1.2, não 
havendo perda de generalidade nessa escolha. Observe-se, 
contudo, que a diminuição dos espaços laterais provocam 
aumentos na vorticidade e na circulação da grade regenerativa. 
Isso pode ser facilmente verificado no caso de número infinito de 
pás, Eqs. (2 I) e (22 ). 
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Figura 6 - Relação entre circulações regenerativa e potenciaL 
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Figura 7- Vorticidade adimensionaL 

Nas Figs. 6 e 7, estão apresentados resultados para grades 
regenerativas com pás planas e ..1., = ..1.2=1. A Fig. 6 mostra a 
variação da relação entre as circulações regenerativa e potencial 
da grade, para uma mesma incidência. O efeito mais notável é o 
aumento do carregamento aerodinâmico da grade regenerativa 
em relaçã<1 à situação potencial (rp/rpo,> 1). Note-se a tendência 
para o limite t~O expresso na Eq. (22), r p/[~o,=l.S. O efeito 
regenerativo diminui à medida que ti l aumenta, observando-se o 

limite com I~OCJ, r p~rpoi=J. Esse efeito também diminui com o 
aumento de /], para uma mesmo t. A Fig. 7 mostra a variação da 
vorticidade adimensional, co", definida por: 

• wf cos 2 f3 
(0 =------'- (27) 

Wsena 

A variação de w" com a geometria da grade exibe um 
comportamento semelhante ao de r p~rpol · Notem-se os limites 
com r~oo. w"=o, e r~O, w"=J, conforme as Eqs. (26 .a) e (21). 
Note-se que, para um dado espaçamento t, a vorticidade 



dimensional, w, toma-se ilimitada à medida que h90°. Isso 
pode ser facilmente verificado no caso de número infinito de 
pás, Eq. (21 ). Observe-se que a área entre as pás tende a zero 
com h90°, independentemente do espaçamento. Logo, a 
vorticidade deverá crescer indefinidamente para produzir uma 
certa circulação, de acordo com o Teorema de Stokes. 

(J) 

1.20 .--------------------, 

~-~I~ 

0.80 

0.40 

0.40 0.80 1.20 

a ( rad) 

EsP:,ça mento 
0.07 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 

1.60 

Figura 8 - Variação da vorticidade em função da incidência. 

A Fig. 8 mostra a vanaçào senoidal da vorticidade 
regenerativa, Eq. ( 17), em função do ângulo de incidência, para 
diferentes espaçamentos, no caso Ã. 1=f.2=1, JF0°, t=l, W,=l. 
Observa-se, novamente, o aumento da vorticidade com a 
diminuição do espaçamento da grade, tendendo ao limite cu=] 
para t~O e a=90°, conforme a Eq. (21). 

CONCLUSÕES 

Foi apresentada uma metodologia teórica e numérica para 
análise do escoamento ideal, com vorticidade uniforme, através 
de grades de pás planas. Uma técnica numérica de vórtices 
concentrados foi empregada na solução do modelo e validada 
com sucesso, utilizando-se resultados analíticos existentes para a 
circulação potenciaL Os casos limites de número infinito de pás 
e pá isolada foram enfatizados Destaque especial foi dado à 
situação das grades regenerativas, apresentando-se resultados 
ilustrativos· da circulação e da vorticidade em função dos 
parâmetros geométricos da grade. 

A motivação principal deste trabalho tem sido o interesse 
em se estabelecer uma teoria de grade, que retlita as 
características básicas do escoamento nas máquinas de !luxo 
regenerativas (MFR). O presente trabalho representa uma 
contribuição nesse sentido. Por outro lado, estudos adicionais 
deverão, ainda, ser elaborados objetivando uma metodologia 
confiável para o projeto das MFR Para se atingir esse estágio, 
será necessário, antes de tudo, incluir na teoria os efeitos não 
.inerciais, decorrentes da rotação da máquina, o que já está sendo 
pesquisado pelos autores. A teoria poderá ainda ser estendida 
para tratar o caso das MFR com pás de formato aerodinâmico. 
Finalmente, estudos empíricos deverão ser realizados na 
avaliação dos efeitos viscosos, estabelecendo critérios aceitáveis 
para a aplicação da teoria no projeto. 
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ABSTRACT 

An analysis model for ideal flows with unijom1 vorticity 
through cascades with straight thin blades is presented. Some 
emphasis is given on the infinitely close spacing and the 
isolated blade limits. A numerical technique for the model 
solution, based on the distribution of discrete vortices on the 
b/ade.1, is proposed. The technique validation is made by 
comparisons with analytical results for the potential flow. 
Spec1flc considerations are made for lhe regenerative cascade 
situation. ln this case, some results are given for the circulation 
and vorticity as a fimction of the cascade geometrical 
parameters. 
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SVMMARY 

This paper presents a methodology for axial lurbomachine design based on the minimum suction pressure 
coefficient value of the cascade close to the huh of the machine. The cascade flow is analyzed by the classic 
linearized singu/arity method with further adjustment, and by app/ication of a pane! method. ln arder to 
verify the applicability of the criterion, five axial fans were built and tested. Each rotor is design with a 
different value ofthe minimum suction pressure coefficient. !tis concludedfor the validity ofthe criterion as 
design guide for the adequa/e geometry in ·axial flow turbomachines. 

INTRODUCTION 

Recent developments in computational tluid d)1lamics 
(CFD) allow the treatment of most of the complex tlow 
structures found in turbomachines. However, at lhe initial step 
of a turbomachine design, there is a lack of information about 
the necessary geometrical definition for advanced CFD code 
application. At this step the designer needs to employ some 
design criteria in order to attend certain performance 
requirements, as: optimal operational parameters, aerod)1lamic 
loading, cavitation, shock effects, stall limits, etc. 

II is desirable that these <..Tileria have good characteristics of 
·selectivity and flexibility. ln a very large universe of design 
options, they must be capable of selecting the eligible unes at a 
relatively low computational cost. ln view of these aspects, ii is 
natural to implement the design cri teria by means of simplificd 
CFD tools. ln the case of axial flow turbomachines, one example 
is the potential flow theory for cascades. Fig. 1 shows a 
cylindrical development of an axial flow turbomachine cascade. 

U. -

A good comparative review of various aerodynamic 
performance criteria for axial flow cascades was conducted by 
De La Fuente (1982). By employing the experimental data of 
Herrig et ai. (1957) for NACA 65-series-airfoil cascades, De La 
Fuente (1982) concluded that the criterion based on the 
minimum suction pressure coefficient was the more adequate for 
selecting the minimum aerod)1lamic loss cascades. 'fbis criterion 
was initially proposed by Sholz (1965) for isolated airtoils, and 
was tested in axial flow pump design by Fernandes (1973). 

Figure I - Cylindrical development of an axial flow cascade 

The prin~:ipal goal of this paper is to present a methodology 
for axial turbomachine design based on the minimum suction 
pressure coefticient of the cascade at the impeller hub. The 
cascade flow was analyzed by lhe thin airfoil theory with an 
empirical adjustment through lhe experimental data of Herrig et 
ai. ( 1957). This correction accounts for lhe boundary layer cffect 
on the lift coefficient ofthe cascade. 

ln order to verifY the applicability of the methodology under 
consideration, tive axial tims were designed with ditierent 
values of the corrected minimum pressure coefficient at the 
impeller hub. The fans were built and tested. The test results 
indicated the validity of this methodology as a guide for axial 
flow turbomachine design. As a motivation for further 
development of the design methodology, potential tlow results 
for the designed cascades at various radial blade stations were 
obtained by a panei method, according to Manzanares ( 1994). 
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THIN-AIRFOIL THEORY FOR CASCADES 

The potential flow is formulated by lhe singularity method 
with the classical small-disturbance approximation of lhe thin­
airfoil theory. ln this approach the natural inviscid boundary 
condition is applicd on lhe airfoil chord line and the angle of 
attack is considered small. The vortex distribution, y, is given by 
a Glauert series as follows (Sholz, 1951) 

y(cj>) 1+eos 4> 
00 

-- = 2Ao . 4> +4 LA0 sin ncj> , 
Woo sm n=l 

(1) 

where 4> is related to lhe singularity chord location, ç• 
(O :s:ç+:;; 1). 



ç+ = 1_ = 1-cos$ 
I 2 

(2) 

The An coefficients can be expressed by (Mellor, 1959) 

. Cb Ce 
An =Anasma+Anc-+Ane-

2 2n 1t 
(3) 

where Ana, Anc and Ane are related to the etfects of angle of 
attack, a, airfoil camber, Cb, and airfoil thickness, Ce, 
respectively. By integrating the vortex distribution and applying 
the Kuna-Joukowski theorem ones can obtain the following 
expression for the lift coefficient. 

CL = 2n (Ao+ A1) . (4) 

The complete numerical solution of this problem can be 
found in Amarante Mesquita (1987). 

EMPIRICAL CORRECTIONS 

The classical potential theory for airfoils predicts a greater 
lift force than the experimental value, due to the neglecting of 
the viscous etfects. ln arder to account thesc ctfects, an 
empirical adjustment in the theory was made. The correction 
procedure consists basically in using an airfoil with an etfective 
camber, Cbetf, as proposed by Mellor (1959), which 
approximates the theoretical and experimental results for the lift 
coefficient. ln this work, the experimental results ofHerrig et ai. 
(1957) for NACA 65-series cascades were employed in 
obtaining the following correlation for Cbetr 

{

0.7396 Cb- 0.0062 
Cbeff = 

o.7396 cb + 0.32 u-0.3458 

<"21 
(5) 

cr<1 

where u = 1/t is the cascade solidity. For more details of this 
procedure see Amarante Mesquita (1987). 

Fig. 2 shows the comparison between thc theoretical rcsults 
with an without corrections in comparison with the experimental 
data. It is observed that the proposed correction produces a 
calculated lift coefficient in better agreement with the 
experimental data in the low drag range, where the separation 
effects are not important. ln arder to evaluate the proposed 
correction in predicting the pressure coefficients, comparisons 
were made with the correction given by De La Fuente (1982), as 
shown in Fig.3. It can be seen that the present corrections 
produces improved results at the leading edge region. 

THE MlNIMUM PRESSURE COEFFICIENT CRITERION 

The minimum suction pressure coefficient, Cpsmin, can be 
used as an aerodynamic loading criterion, allowing the selection 
of cascades with relatively low profile lasses. Fig. 4 illustrates 
this concept. It is important to note that Cpsmin has a negative 
value. There is a Cpsmin interval limited by an inferior value, 
Cpsmin-, and a superior value, Cpsmin +, which corresponds to a 
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1.0 

good cascade performance. For Cpsmin > Cpsmin +, a slightly loaded 
blade is obtained, and the danger ofboundary layer separation is 
reduced, but comparatively large area is exposed to the flow, 
i.e., the friction lasses are augmented. ln contrast, for a cascade 
with Cpsmin < Cpsmin-, the frictional area is relatively small but a 
comparatively high pressure loading is observed, increasing the 
danger of separation. So, in arder to apply this criterion it is 
essential to determine with confidence the interval Cpsmin- < 
Cpsmin < Cpsmin +, A way to accomplish this task is to test a series 
ofturbomachines especially designed for this purpose. 
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Figure 4 - The Cpsmin criterion concept 

AXIAL FAN DESIGN ANO TESTING 

A series of tive axial flow fans was designed in order to 
evaluate the optimal Cpsmin interval. The adopted procedure was 
to impose a different Cpsmin value at the impeller hub for each 
designed fan. The value Cpsmin = -2 was taken as the design 
reference, according to De La Fuente (1982). Fig 5 shows the 
distribution of the designed hub cascades in the Mellor' s 
operation diagram, which establish a region with low drag 
cascades. The diagram coordinates represents two aerodynamic 
loading factors defined by Mellor (1959). Table 1 presents the 
cascade fan data employed for design. ln this table, thc value of 
the product CL.cr was evaluated by using a classical expr~ssion 
based on the Kutta-Joukowsky theorem: 

(6) 

where Woo and 1'1wu are kinematic quantities, Fig. I , calculated by 
imposing the fan mass flow rate and specific energy. The 
cascade design for qther radial stations was made by assuming 
the free-vortex radial equilibrium (Paulon, 1969). 

F, 

D. 

0,2 0,4 0,6 

Figure 5 - Designed inpeller hub cascades on the Mellor's 
diagrarnme. 

The fans were built and tested in a specific test bank, 
constructed in accordance to AMCA 210-74 standard (1975). Ali 
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details about the fan manufacturing and testing can be found in 
Amarante Mesquita (1987). 

Table I - Designed fan data for the hub cascades 

Design Cpsmln cb CLCT cr CL a p 
req. mm comp. deg. deg. 

A -3.20 1.2 1.32 65 0.85 155 12.4 38.2 
B -2.76 0.8 1.31 88 1.15 1.14 12.3 38.0 
c -1.93 1.2 1.31 83 1.09 1.21 9.7 40.6 
D -1.84 0.8 1.29 125 1.63 0.79 11.0 38.4 
E -1.68 1.2 1.31 90 1.17 1.11 9.2 40.9 

Fig. 6 and Fig. 7 present the fan test results for the specific 
energy, Y, and machine efficiency, TJ , as function of the mass 
flow rate, Q, related to the design operation conditions. It is 
clearly observed that the specific energy approximates the design 
point of operation and a best efficiency is attained as Cpsmin 

increases. For these tests, the systematic experimental 
uncertainties were evaluated as ±I% for the specific energy, 
±1% for the mass flow rate and ±1.5% for the maximum 
efficiency values. 
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Figure 6 - Fan testing results:- especific energy 

DISCUSSION 

Although the test results have presented lhe expected 
qualitative behavior, the Cpsmin = -2 was not confirmed as the 
adequate design reference. Probably, this fact is ,due to the 
different methodologies adopted by De La Fuente (1982) and in 
the present work for computing the pressure distribution. 
ln this study, the pressure distribution utilized for the Cpsmin 

cvaluation was calculated with the effective camber factor, Cbeff· 

One observes that this procedure is dependent on experimental 
data, and also on the manner in which the empirical corrections 
are made. ln order to improve and generalize the application of 
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the Cpsmin criterion, it is recommended to employ Cpsmin values 
calculated by a potential flow code as accurate as possible, 
without empirical corrections. One natural possibility is to apply 
an established panei method. ln Tab. 2, it is shown a comparison 
between the present values of Cpsmin at the designed hub 
cascades and the values calculated with the vortex panei method 
described by Manzanares (1994). It is interesting to note that the 
panei method values are substantially lower than the present 
ones. ln addition, for the cascade best observed fan performance, 
design E, the panei method predicts a Cpsmin = -2,32 more dose 
to the reference design value, Cpsmin = -2. 

Table 2 - Cpsmin results at the hub impeller cascades 

Design 

A 
D 
c 
D 
E 

CONCLUSION 

Cpsmln 
(present method) 

-3.20 
-2.76 
-1.93 
-1.84 
-1.68 

Cpsmln 
(Manzanares, 1994) 

-6.84 
-6.01 
-2.90 
-3.11 
-2.32 

A methodology for axial flow fitrbomachine design is 
presented, lt is based on the minimum suction pression 
coefficient, Cpsmin, of the cascade at the impeller hub. The 
geometric parameters of the cascade are fixed in order to obtain 
a Cpsmin value that furnish the flow condition with minimum 
aerodynamic loss cascade. The cascade flow is analyzed by using 
the classical thin-airfoil theory with empirical correction. The 
proposed empírica! correction in this work produced lift 
coefficient in good agreement with the experimental data 
available in the literature. Five axial fans are designed by 
application of the methodology. The testing results of these 
machines showed the validity of the presented methodology as a 
design guide for the establishment of the optimum cascade 
geometry in axial flow turbomachines. Despite this result, the 
procedure employed to obtain the Cpsmin value was verified to be 
more adequate and precise when a panei method is used, 
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although the lift coefficient of the cascade airfoil must to be 
always calculated with a correction in the potential flow theory. 
'lbe presented methodology give a good indication for the 
geometric configuration of the machine, but in order to obtain 
the final design, other influences must be analyzed, as the three­
dimensional effects and the secondary flows, not considered in 
the cascade model. 

ACKNOWLEDGMENTS 

This work was supported by the CNPq (Brazil's Research 
Council) through the research project No. 523211194-5 . 

REFERENCES 

Amarante Mesquita, A. L., 1987, "Performance Analysis of 
Axial F.low Turbomachines", (in Portuguese), M.Sc. Thesis, 
Instituto Tecnológico de Aeronáutica, S. J. Can1pos, Brasil,. 

AMCA 210-74 Standard, 1975 "Laboratory Methods of 
Testing Fans for Rating Purposes. 

Bran, R., and Souza, Z., 1969, "Turbomachines -Turbines, 
Pumps and Fans", (in Portuguese), Ao Livro Técnico S. A., Rio 
de Janeiro. 

Castro, P. R. , 1981, "Flow Analysis in Linear Cascades", (in 
Portuguese), M.Sc. Thesis, Instituto Tecnológico de 
Aeronáutica, S. J. Campos, Brasil. 

De La Fuente, R. P., 1982, "Performance Evaluation Criteria 
for Linear Cascades", (in Portuguese) M.Sc. Thesis, Instituto 
Tecnológico de Aeronáutica, S. J. Campos, Brasil. 

Fernandes, E. C., 1973, "Analysis of Geometric Parameter 
Influences on the Axial Flow Turbomachine Design", (in 
Portuguese), M.Sc. Thesis, Instituto Tecnológico de 
Aeronáutica, S. J. Campos, Brasil. 

Herrig, L. J., Emery, J. C., and Erwin, J. R., 1957, "Systematic 
Two-Dimensional Cascades Tests of NACA 65-Series 
Compressor Blades at Low Speeds", NACA TN 3916. 

Manzanares Filho, N., 1994, "Flow Analysis of Axial Flow 
Turbomachines," (in Portuguese), Ph. D. Thesis, Instituto 
Tecnológico de Aeronáutica, S. J. Campos, Brasil. 

Mellor, G. L., 1959, "An Analysis of Axial Compressor 
Cascade Aerodynamics - Part I and Part II", ASME Journal of 
Basic Engineering, Vol. 81, pp. 362-386. 

Paulon, J., 1969, "Vérification par la Condition d'Equilibre 
Radial de la Cohérence des Mesures dans les Ecoulements 
Giratoires", Entropie, No. 25, pp. 19-22. 

Sholz, N., 1951, "On the Calculation of the Potential Flow 
Around Airfoils in Caascade", Journal of The Aeronautical 
Sciencew, Vol. 18, pp. 68-69. 

Sholz, N., 1965, "Cascades Aerodynamics", (in German), 
Verlag G. Braun, Karlsruhe. 



VI ENCIT I VI LATCYM Florianópolis, SC BRAZIL (November, 1996) 

ANÁLISE HIDRODINÂMICA DE ROTORES AXIAIS PARA 
APROVEITAMENTO DA ENERGIA CINÉTICA DOS RIOS 

C. J. C. Blanco, M. S. A. V. Gouveia e A. L Amarante Mesquita 

Departamento de Engenharia Mecânica 
Centro Tecnológico, Universidade Federal do Pará 

66075-900 - Belém - P A - Brasil 

SUMÁRIO 

Apresenta-se uma metodologia para análise hidrodinàmica de rotares axiais de eixo horizontal para 
aproveitamento de energia cinética de rios, baseado no modelo de Glauert associado com dados 
experimentais de perfis bidimensionais disponíveis na literatura. Comparações com resultados de outros 
autores verificam a validade do procedimento adotado para cálculo do coeficiente de potência do rotor. 
Apresenta-se uma análise dos diversos fatores de influência no projeto. 

INTRODUÇÃO 

Um dos problemas soc1ms na Amazônia é a falta de 
suprimento de energia elétrica para a população que vive às 
margens dos rios, chamada de ribeirinhos. Mesmo com a 
existência de grandes centrais hidrelétricas em operação, esta 
parte da população não é beneficiada com a energia elétrica 
produzida por essas usinas. A energia utilizada provém da 
queima de madeira, da utilização de gás de cozinha, de baterias 
automotivas e de pequenos grupos geradores diesel empregados 
principalmente por comerciantes com maior poder aquisitivo. 

O equacionamento para obtenção das relações entre os 
fatores de interferência e os parâmetros geométricos c 
aerodinâmicos dos perfis das pás do rotor pode ser encontrado 
em artigos anteriores (Amarante Mesquita et ai., 1994) 

Neste sentido, o presente trabalho visa realizar um estudo 
sobre a viabilidade técnica da utilização de turbinas hidráulicas 
para a produção de energia elétrica, aproveitando a energia da 
correnteza dos rios. Este estudo apresenta uma análise teórica do 
potencial de rotores axiais para o aproveitamento da energia 
cinética dos rios, baseada em dados reais dos rios da foz do 
Amazonas. Inicialmente, para uma análise global, utiliza o 
modelo da Teoria do Momento de Glauert para o cálculo do 
coeficiente de potência dos rotores, de maneira análoga ao 
estudo realizado em rotorcs eólicos. São utilizados perfis NACA 
com os dados correspondentes de coeficiente de arrasto e 
sustentação. 

MODELO 

O cálculo do empuxo e torque produzido pelo rotor é 
baseado no modelo de Glauert ( 1935) inicialmente empregado 
para aproveitamento de energia eólica, o qual, com suas 
posteriores modificações, é bastante empregado em projeto 
(Shepherd, 1984; Galetuse, 1986; Eggleston, Stoddard, 1987e 
Wilson, 1994 ). Neste modelo a rotação do escoamento é 
considerada c, com a utilização de dados experimentais de perfis 
aerodinâmicos bidimensionais, pode-se introduzir os efeitos 
viscosos. Entretanto, o modelo despreza a periodicidade do 
escoamento, causado por um rotor com número finito de pás, de 
tal forma que as pás podem ser analisadas independentes uma 
das outras. Uma fonna de avaliar essa influência também é 
analisada e discutida neste trabalho. 

1887 

( 1) 

a'/(1-a') = cr/4(CLsen$- CDcos$)/sen$cos$ (2) 

tg$ = (l -a)/( 1 + a')x =(Rir X)[( I -a)/(1 +a')] (3) 

r.Qa' 
~~ 
ai 

I L 

rn 

Y0 (1 -a) 

Figura 1 - Forças aluando no perfil e triângulo de velocidades 

onde !: = Co/Ct sendo CL o coeficiente de sustentação e Cn o 
coeficiente de arrasto, cr = Nc/27IT é a solidez de uma seção do 
rotor, x = Qr/V 0 e X = QR/V 0 são as razões de velocidade local 
e da extremidade da pá (TSR, "Tip Speed Ratio"), sendo R o 
raio de cada pá e Q representa a velocidade angular do rotor; 
a=(Vo-u)!Vo é o fator de interferência axial, sendo V0 a 



velocidade do escoamento a montante do rotor (não perturbada) 
e u a velocidade no plano do rotor, a'=w/~2r é o fator de 
interferência tangencial, 4> é o ângulo do escoamento (Fig. I). 

Finalmente pode-se obter uma expressão para o coeficiente 
de potência do rotor. 

R 

Cp = f ~2dT/('li pV0
31tR2) 

o 

Utilizando as relações anteriores tem-se que: 

X 

Cp = 8/X2 J a( I - a)(tg4l- r.) I (I + r.tg4l) x2 dx 

o 

(4) 

(5) 

Uma correção para considerar o efeito do número finito de 
pás e das perdas nas extremidades das pás é introduzida através 
do fator de Prandtl, F (Wilson et al., 1976 ), modificando a 
velocidade axial do escoamento para 

Wa = V0(l- aF) (6) 

F = 211t cos-I {exp-[NI2(1 -r/R) (I +X2)112]} (7) 

Desta forma o coeficiente de potência pode ser expresso por 

X 

Cp = 8/X2 J aF(l - aF (tg4l- r.) I (l + r.tg4l) x2 dx (8) 

o 

e como tem-se geralmente a relação r.tg4l << 1, nos termos (1 + r. 
tg4l) podemos omitir a parcela r.tg4> na Eq. 8. 

Otimização Para o Caso do Escoamento Ideal. Para este caso 
o coeficiente de arrasto é omitido nas Eq. 1 e Eq. 2, de tal forma 
que 

a'(l +a') I a( I -a)= llx2 (9) 

como, para uma determinada seção da pá, l/x2 é constante, tem­
se que o lado esquerdo da Eq. (9) deve ser também constante. 
Observando a Eq. ( 17), conclui-se que para maximizar o 
coeficiente de potência deve-se maximizar a relação (1 - a)a', 
sendo este problema resolvido pelo método dos multiplicadores 
de Lagrange para a função (l - a)a', com a condição expressa 
pela Eq. (9). A aplicação deste método resulta em: 

a' = (l - 3a) I ( 4a -1 ) (lO) 

cos4l = al(l - 2a) (li) 

x2 = (l -a)(4a- IY I (1- 3a) (12) 

cCL = 87tVJNO (4a -1)[(1- aXI- 3a)]ll2 I (l-2a) (13) 

Influência do Arrasto. O problema de otimização incluindo 
os efeitos viscosos (arrasto) é semelhante ao procedimento do 
ítem anterior, uitilizando as Eqs. (I) e (2). Assim, de maneira 
análoga ao trabalho já desenvolvido anteriormente (Eggleston e 
Stoddard, 1987), obtém-se: 

1/a = 2 + sec4l [G + (G + H2)112l ( 14) 
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onde 

G =r. sec4l I 2(tg4>- r.) (15) 

H= tg4l I (tg4>- E) (16) 

Este efeito foi analisado (Galctuse, 1986) e os resultados 
serão comparados aos do presente trabalho. Sendo que nos 
anteriores não são levados em consideração os efeitos de grade 
(principalmente quando se utiliza um grande número de pás) em 
CL e Co Esse efeito pode ser contabilizado a partir de uma 
correção do ângulo de incidência a proposta por Wilson ( 1994 ). 

ac = /\a,+ i\a2 (17) 

onde ac representa Ó ângulo de incidência corrigido. 

X 

Aa, •O,IlNp(~tt /(l-a)' +(iJ' x' 
(18) 

i\a2 = 0)5~ tan-
1
[ (\I :;l~)]- tan-

1[(1- a)x] l (19) 

onde: r/R é a relação entre raios (local e global), c é a corda, Np 
o número de pás, R é o raio do rotor, e (tlc)máx é um parâmetro 
utilizado de acordo com cada perfil NACA 

Tabela I -Valores utilizados para gerar as funções de 
CL(a) e C o( a) (NACA 23021) 

ao CL C o f. 

o 0.10 0.0115 0.12 
2 0.30 0.0120 0.04 
4 0.50 0.0135 0.03 
6 0.70 0.0155 0.02 
8 0.85 0.0190 0.02 
10 0.95 0.0260 0.03 
12 0.75 0.0165 0.02 
14 0.65 0.0150 0.02 

Sendo CL e Cu funções de a, a correção do mesmo 
provocará uma mudança em E, já que r.= CdCo, que corrigirá a 
corda do perfil e seu ângulo 8 de montagem. O perfil 
aerodinâmico adotado foi o NACA 23021, cujos parâmetros 
utilizados para gerar as funções de CL(a) e Co(a) através do 
método de polinômio de Lagrange são mostrados na tabela I. 

PROJETO 

Estimativa do Diâmetro do Rotor. A estimativa depende da 
potência de saída desejada, do regime de operação e da razão de 
velocidades (Gouveia e Blanco, 1996). 

Uma estimativa preliminar pode ser feita a partir do modelo 
do disco atuador, pela equação: 

P=~pACpV] (20) 



Considerando a eficiência do sistema de transmissão Ttm e a 
do gerador Ttg, a potência de saída real será dada por: 

(21) 

assim, tem-se que o raio é dado por: 

(22) 

Definição da geometria das pás. Para tal definição, os 
seguintes elementos devem ser especificados: número de pás, 
tipo de perfil e fonna constmtiva destes perfis. 

Na literatura consultada para elaboração deste trabalho, não 
foi encontrado um tratamento formal para a especificação do 
número de pás, contudo, os seguintes fatores influenciam nesta 
escolha (Eggleston e Stoddard, 1987): razão de velocidades, 
custo, peso, efeito no coeficiente de potência e dinâmica 
estmtural. Outros aspectos a considerar (Macintyre, 1987), 
"alguns rotores de duas pás apresentam problemas de vibração, 
que não ocorreram nos de três pás", lembrando que estas 
observações são válidas para a aplicação eólica e que o atual 
trabalho se propõe a estudar o comportan1ento hidrodinâmico 
destes rotores. 

A especificação do tipo de perfil aerodinâmico pode ser feita 
a partir da experiência de projetos já realizados, assim, de 
acordo com (Eggleston and Stoddard, 1987), verificou-~e um 
largo uso da família NACA 23XXX em aplicações eólicas~ Para 
este estudo utilizou-se os dados da literatura (Abbot and 
DoenhofT, 1959). 

Como última etapa na definição da geometria das pás, deve­
se portanto especificar os seguintes parâmetros: corda e ângulo 
de constmção de cada seção. Em seguida, deve-se realizar uma 
avaliação do desempenho hidrodinâmico. 

A partir da formulação com e sem correção do efeito de 
grade foram gerados programas que permitem a simulação do 
comportamento hidrodinâmico de rotores (Gouveia e Blanco, 
1996} . 

No sentido de validar estes programas realizou-se 
comparações com resultados de outros autores em aplicação 
eólica. A Fig. 2 apresenta a comparação com os resultados 
apresentados por Galetuse (1986) e Wilson et ai. ( 1976 ), para 
três valores do parâmetro E em ftmção do coeficiente de potência 
e da relação de velocidade total. Da análise dessa figura, tem-se 
que os resultados obtidos a partir dos programas desenvolvidos, 
apresentam boa concordância com diversos resultados 
disponíveis na literatura, comprovando que estes programas são 
capazes de prever o comportamento de rotores axiais de eixo 
horizontal, considerando os efeitos viscoso~ e as perdas nas 
extremidades das pás. Efeitos de grade não são computados 
nestes resultados e serão analisados a seguir. 

RESULTADOS PARA O ROTOR HIDRÁULICO 

Utilizando a sistemática descrita acima, um programa 
computacional foi desenvolvido para ser empregado como 
ferramenta de projeto hidrodinâmico de rotores de eixo 
horizontal, visando o aproveitamento da energia cinética de rios, 
bem como a energia provenientes de correntes originadas pelo 
efeito de maré. 
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Figura 2- Comparação dos resultados obtidos neste trabalho 
com os de outros autores para Cp em função de E e X. 

Analogamente ao resultado da. Fig. 2, gerou-se o resultado 
simulando um rotor hidráulico, a Fig. 3 mostra o comportamento 
do Coeficiente de Potência "Cp" em função de "X" para vários E. 
Pode-se observar boa concordância entre as curvas comparadas. 
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Figura 3- Relação entre Cp e X em função de E para 8 pás 

Para efetuar uma rápida estimativa do potencial destes 
rotores hidráulicos, utilizamos os seguintes valores típicos para 
os rios de nossa região. Vo=1,5 m/s, D=3,0 m, Np=8, p=JOOO 
kg/m3 e velocidade angular estimada 0=120 rpm, este último 
parâmetro teve que ser estimado, pois os estudos sobre a 
dinâmica (e inércia) destes rotores ainda está em fase de 
desenvolvimento e experimentos in loco. A partir destes dados, 
obteve-se o valor de X=2, com este valor usamos a Fig. 3 
seguindo a curva E=0,025 e obtemos Cp=0,4. Adotando os 
seguintes valores para os rendimentos mecânico e do gerador 
respectivamente: rtmdJ,85 e rtg=0,9, obtemos o valor de 
Pout=3,65 kW. Esse valor pode ser considerado baixo, porém é 
capaz de atender perfeitamente 1 O famílias de uma comunidade 
ribeirinha. E, se o uso for racionalizado, como por exemplo 
usando apenas um refrigerador para todas as casas, podemos 
aumentar ainda mais o número de famílias atendidas. 
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A grande vantagem deste tipo de aproveitamento energético 
é o baixíssimo custo quando comparado ao de uma micro central 
elétrica, e ainda com muito menos impacto ambient.tl. 

A Fig. 4 mostra o resultado da aplicação da correção 
proposta para levar em consideração os efeito de grade para 
diversos números de pás (Np) no ângulo de ataque. Notou-se um 
aumento do ângulo de ataque na maioria das situações e que o 
desvio é elevado, e que com isso os valores de CL e Co serão 
alterados para um valor que irá interferir diretamente na 
geometria dos perfis e pás do rotor. 

Analisa-se então o estudo da influência dos efeitos de grade 
no ângulo montagem (8) e corda dos perfis. 

A curva tracejada da Fig. 5 foi gerada considerando-se o 
efeito viscoso porém sem levar em conta os efeitos de grade e a 
curva contínua leva em consideração ambos os efeitos. Nota-se 
yrna sensível diferença quando o efeito de grade é introduzido 
para relações de r/R até aproximadamente 0,3. 
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Figura 5- Efeito de grade- Ângulo de montagem e- X=4 

No caso em estudo, houve para todas as situações de X e Np 
estudados, uma diminuição na dimensão da corda C, Fig. 6. No 
entanto, vale ressaltar que até o momento não podemos 
generalizar tais resultados, e os mesmos ainda necessitarão de 
comprovação experimental. 
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CONCLUSÃO 

-evc-Np=3 

- -·Cv-Np=3 

- Cvc- Np=8 

---Cv-Np=S 

Com base na teoria do momento de Glauert, apresentou-se a 
formulação básica empregada para o dimensionamento de 
rotores de eixo horizontal, para aproveitamento de energia 
cinética de rios. Uma metodologia simples, que inclui os efeitos 
viscosos e de perdas na extremidade da pá, é estabelecida e um 
programa computacional é desenvolvido como ferramenta de 
projeto. Resultados obtidos a partir deste programa foram 
comparados a resultados de vários trabalhos disponíveis na 
literatura para aplicação eólica. 

1890 

Conclui-se que, apesar da pequena quantidade de energia 
gerada, em comparação às pequenas centrais hidrelétricas, esta 
forma de aproveitamento energético é bastante interessante para 
as condições particulares encontradas na região Amazônica, 
sendo que maiores estudos, com o detalhamento das perdas 
hidráulicas e possibilidades de construção, se tilzem necessários 
para uma melhor avaliação. 
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ABSTRACT 

ln order to make use of kinetic cnergy of Amazon rivers, a 
methodology is presented for horizontal-axis hydraulic turbine 
rotors design, based on the Glauert momentum vortex theory in 
conjunction with section data of two-dimensional airfoil 
available in literature. 

Comparison with results obtained for wind turbine 
applications from others authors are performed in order to verity 
the validity of the procedure for the calculation of the power 
coefficient. For the hydraulic rotors an analysis is also presented 
to take account ali the dcsign parameters. 
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